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Â ïåðâîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïëîñêîïàðàëëåëüíîé è ïðîñòðàíñòâåí-
íîé çàäà÷ î äâèæåíèè ðåàëüíûõ òâåðäûõ òåë â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå. Ïîñòðîåíà íåëè-
íåéíàÿ ìîäåëü âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî, ó÷èòûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü ïëå÷à ñèëû
îò ïðèâåäåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, ïðè ýòîì ñàì ìîìåíò äàííîé ñèëû ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ôóíêöèåé óãëà àòàêè. Êàê ïîêàçàëà îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòà î äâèæåíèè â âîäå îäíîðîä-
íûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ, äàííûå îáñòîÿòåëüñòâà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè [10, 11, 12, 15, 16, 17]. Ïðè èçó÷åíèè ïëîñêîé (2D−) è ïðîñòðàíñòâåííîé (3D−)
ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ òâåðäîãî òåëà ñî ñðåäîé (êàê ïðè íàëè÷èè, òàê è ïðè îòñóòñòâèè
äîïîëíèòåëüíîé ñëåäÿùåé ñèëû) íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè îäíîãî èç
êëþ÷åâûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ � ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî òàêæå ïðèñóòñòâèå â ñèñòåìå ëèáî óñòîé÷èâîãî,
ëèáî íåóñòîé÷èâîãî àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ïîëó÷åíû è äëÿ êëþ÷åâîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî
(4D−) òâåðäîãî òåëà â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë, ïðè ýòîì îòìå÷àþòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ è
òîïîëîãè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó äâèæåíèåì ìàëîìåðíûõ òåë â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå,
à òàêæå ìíîãîìåðíûõ òåë â ñîîòâåòñòâóþùåì íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå.

Ãëàâà âòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åðåäíîé ýòàï èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé ëèøü ÷åðåç ïåðåäíèé
ïëîñêèé ó÷àñòîê ñâîåé âíåøíåé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ñðåäû
èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíî-
ñòè (íàïðèìåð, î âõîäå îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ â âîäó). Äâèæåíèå ñðåäû íå èçó-
÷àåòñÿ, à ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, â êîòîðîé õàðàêòåðíîå
âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ ñîèçìåðèìî ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì
äâèæåíèÿ ñàìîãî öåíòðà. Åñëè â ïåðâîé ãëàâå ïðåäúÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ, â [29, 34, 38, 39, 40, 42, 46]
ïîëó÷åíî íîâîå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ â ïðîñòðàíñòâå êâà-
çèñêîðîñòåé, òî âî âòîðîé ãëàâå ïîäãîòîâëåí êîëè÷åñòâåííûé ìàòåðèàë äëÿ ïðîâåäåíèÿ
äàëüíåéøèõ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ î äâèæåíèè â ñðåäå ïîëûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ.

Ìíîãèå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ðåãóëÿðíî äîêëàäûâàëèñü íà ìíîæåñòâå ñåìèíàðîâ,
â òîì ÷èñëå è íà ñåìèíàðå "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè" èìåíè ïðîôåñ-
ñîðà Â. Â. Òðîôèìîâà [7] ïîä ðóêîâîäñòâîì Ä. Â. Ãåîðãèåâñêîãî è Ì. Â. Øàìîëèíà (ñì.
òàêæå [6, 45]).
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Ãëàâà 1

Îá óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ êëþ÷åâûõ
ðåæèìîâ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â
íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïëîñêîïàðàëëåëüíîé è ïðîñòðàíñòâåí-
íîé çàäà÷ î äâèæåíèè ðåàëüíûõ òâåðäûõ òåë â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå.

Ïîñòðîåíà íåëèíåéíàÿ ìîäåëü âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî, ó÷èòûâàþùàÿ çà-
âèñèìîñòü ïëå÷à ñèëû îò ïðèâåäåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, ïðè ýòîì ñàì ìîìåíò äàí-
íîé ñèëû ÿâëÿåòñÿ òàêæå ôóíêöèåé óãëà àòàêè. Êàê ïîêàçàëà îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòà
î äâèæåíèè â âîäå îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ, äàííûå îáñòîÿòåëüñòâà íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè [8, 9, 13, 14, 24, 26, 30].

Ïðè èçó÷åíèè ïëîñêîé (2D−) è ïðîñòðàíñòâåííîé (3D−) ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ òâåð-
äîãî òåëà ñî ñðåäîé (êàê ïðè íàëè÷èè, òàê è ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîé ñëåäÿùåé
ñèëû) íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè îäíîãî èç êëþ÷åâûõ ðåæèìîâ äâèæå-
íèÿ � ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
âîçìîæíî òàêæå ïðèñóòñòâèå â ñèñòåìå ëèáî óñòîé÷èâîãî, ëèáî íåóñòîé÷èâîãî àâòîêîëå-
áàòåëüíûõ ðåæèìîâ.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ïîëó÷åíû è äëÿ êëþ÷åâîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî
(4D−) òâåðäîãî òåëà â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë, ïðè ýòîì îòìå÷àþòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ è
òîïîëîãè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó äâèæåíèåì ìàëîìåðíûõ òåë â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå,
à òàêæå ìíîãîìåðíûõ òåë â ñîîòâåòñòâóþùåì íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå.

� 1 Ââåäåíèå
Ïðåäëàãàåìûé ìàòåðèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàíèå çàäà÷è äâèæåíèÿ òâåðäîãî

òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé ëèøü ÷åðåç ïåðåäíèé ïëîñêèé ó÷àñòîê (ïëàñòèíó)
ñâîåé âíåøíåé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ñðåäû èñïîëüçóåòñÿ
èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè [8, 20, 21,
22, 31, 32, 33]. Äâèæåíèå ñðåäû íå èçó÷àåòñÿ, à ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à äèíàìèêè
òâåðäîãî òåëà, â êîòîðîé õàðàêòåðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ
ñîèçìåðèìî ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì äâèæåíèÿ ñàìîãî öåíòðà.

Ïî ïðè÷èíå ñëîæíîñòè íåëèíåéíîãî àíàëèçà íà÷àëüíûì ýòàïîì òàêîãî èññëåäîâà-
íèÿ ÿâèëîñü ïðåíåáðåæåíèå çàâèñèìîñòüþ ìîìåíòà ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû îò óãëî-
âîé ñêîðîñòè òåëà è èñïîëüçîâàíèå òàêîé çàâèñèìîñòè ëèøü îò óãëà àòàêè (ñì. òàêæå
[25, 27, 28, 37, 47]).

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæåí âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òàê íàçûâàåìî-
ãî íåâîçìóùåííîãî (ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî) äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòè
òî÷åê òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëàñòèíå (êàâèòàòîðó).
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Ðèñ. 1.1: Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâèæåíèå ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåé-
ñÿ ñðåäå

Âåñü ñïåêòð ðåçóëüòàòîâ, íàéäåííûõ ïðè óêàçàííîì ïðîñòåéøåì ïðåäïîëîæåíèè, ïîç-
âîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î íåâîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ó ïðè-
âåäåííûõ ñèñòåì ñóùåñòâîâàëè áû ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óãëîâûì êîëåáàíèÿì òåëà
îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäû.

Ýêñïåðèìåíò î äâèæåíèè â âîäå îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ [30] ïîäòâåðäèë, ÷òî
ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî ó÷èòû-
âàòü çàâèñèìîñòü ìîìåíòà ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû è îò óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà. Ïðè ýòîì
â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, âíîñÿùèå â ñèñòåìó äèññèïà-
öèþ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ òåëà ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè îñíîâ-
íûì âîïðîñîì íåëèíåéíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò êîëåáàíèÿ îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäû âîçëå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, ÷òî
ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòü ïîëíîãî íåëèíåéíîãî èññëåäîâàíèÿ.

� 2 Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå (2D−) äâèæåíèå ñèììåòðè÷íîãî òâåð-
äîãî òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîðîäíîå òâåðäîå òåëî ìàññû m ñîâåðøàåò ïëîñêîïàðàëëåëüíîå
äâèæåíèå â îäíîðîäíîì ïîòîêå ñðåäû, è ÷òî íåêîòîðàÿ ÷àñòü âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òåëà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ ïëàñòèíó AB, íàõîäÿùóþñÿ â óñëîâèÿõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ
ñðåäîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ ñèë, âîçäåéñòâèå ñðåäû íà
ïëàñòèíó ñâîäèòñÿ ê ñèëå S (ïðèëîæåííîé â òî÷êå N), îðòîãîíàëüíîé ê íåé (ðèñ. 1.1).
Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè òåëà ìîæåò áûòü ðàçìåùåíà âíóòðè îáúåìà, îãðàíè÷åííîãî
ñòðóéíîé ïîâåðõíîñòüþ, ñðûâàþùåéñÿ ñ êðàÿ ïëàñòèíû, è íå èñïûòûâàåò äåéñòâèÿ ñðåäû.
Ïîõîæèå óñëîâèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, ïîñëå âõîäà òåëà â âîäó [30]. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ òàêæå, ÷òî ñèëà òÿæåñòè, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ (âîçäåéñòâèÿ) ñðåäû (ñì. òàêæå [50]).

Ñâÿæåì ñ ïëàñòèíîé ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Dxyz (îñü z � ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñ-
êîñòè ðèñóíêà) è äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü Dzx ïëîñêîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåò-
ðèè òåëà. Òîãäà ñðåäè âîçìîæíûõ äâèæåíèé ñóùåñòâóåò ðåæèì ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòó-
ïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ (íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ), ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëàñòèíå AB.
Ïðè ýòîì ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð Dx, îïóùåííûé èç öåíòðà òÿæåñòè C òåëà íà ïëîñ-
êîñòü ïëàñòèíû, ïðèíàäëåæèò ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû S. À ïðè âîçìóùåíèè äàííîãî ðåæèìà
âåêòîð ñêîðîñòè v òî÷êè D îòíîñèòåëüíî ñðåäû, âîîáùå ãîâîðÿ, îòêëîíÿåòñÿ îò îñè DC
ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè íà íåêîòîðûé óãîë (àòàêè) α.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ââåäåì ïåðâûå òðè ôàçîâûå êîîðäèíàòû: v �
âåëè÷èíà ñêîðîñòè òî÷êè D îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ñðåäû (ðèñ. 1.1), óãîë α è Ω � àëãåáðà-
è÷åñêîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà íà îñü z, AB = ∆.
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Ïðèìåì, ÷òî âåëè÷èíà ñèëû S êâàäðàòè÷íî çàâèñèò
S = s1v

2 (1.1)
îò v ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì s1 (íüþòîíîâñêîå ñîïðîòèâëåíèå). Îáû÷íî åãî ïðåäñòàâ-
ëÿþò â âèäå

s1 =
ρPcx

2
, (1.2)

ãäå cx � óæå áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû,
P � ïëîùàäü ïëàñòèíû). Ýòîò êîýôôèöèåíò çàâèñèò îò óãëà àòàêè, ÷èñëà Ñòðóõàëÿ è
äðóãèõ âåëè÷èí, êîòîðûå â ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ îáû÷íî ñ÷èòàþò ïàðàìåòðàìè. Ìû æå â
äàëüíåéøåì ââîäèì áåçðàçìåðíóþ ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ "òèïà Ñòðóõàëÿ"

ω ∼= Ω∆

v
, (1.3)

à òàêæå âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
s = s1sgn cos α, (1.4)

ïðè ýòîì âîçäåéñòâèå ñðåäû íà òåëî áóäåò îïðåäåëÿòü ïàðà ôóíêöèé (yN , s).
Îãðàíè÷èìñÿ çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòà cx îò óãëà àòàêè, ò.å. â ïðèíöèïå áóäåì ñ÷è-

òàòü âåëè÷èíó s ôóíêöèåé α, à âåëè÷èíó yN = DN � ôóíêöèåé ïàðû áåçðàçìåðíûõ
ïåðåìåííûõ (α, ω).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðåäûäóùèå ðàáîòû ïîñâÿùåíû òàêîìó èññëåäîâàíèþ ïëîñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì ó÷èòûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ïàðû (yN , s) ëèøü îò óãëà àòàêè.
Çäåñü æå èçó÷àþòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûå è ïðîñòðàíñòâåííûå äâèæåíèÿ òåëà â íåëèíåé-
íîé ïîñòàíîâêå â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû s îò óãëà àòàêè è ïðè óñëîâèè äîïîëíè-
òåëüíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè yN îò ïðèâåäåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ω.

Çàäà÷à î ñâîáîäíîì òîðìîæåíèè òåëà (ò. å. êîãäà íà òåëî äåéñòâóåò ëèøü ñèëà ñîïðî-
òèâëåíèÿ ñðåäû � ñì. äàëåå ñëó÷àé I) ñ ìàëûìè óãëàìè àòàêè ôîðìèðóåò äàëüíåéøåå
ïðåäñòàâëåíèå î íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ñðå-
äû ñ òåëîì, ïðè ó÷åòå òàê íàçûâàåìûõ âðàùàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîìåíòà ñèëû âîç-
äåéñòâèÿ ñðåäû ïî óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà. Òåðìèí "âðàùàòåëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ" ÷àñòî
óïîòðåáëÿåòñÿ â ãèäðîäèíàìèêå â òîì ñëó÷àå, êîãäà äèôôåðåíöèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ
ôóíêöèé èäåò â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðè ýòîì, åñëè ìîìåíò ñèëû çàâèñèò
îò óãëîâîé ñêîðîñòè, òî îí âõîäèò ëèíåéíî ïî íåé è â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

Íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè
α(t) ≡ 0, ω(t) ≡ 0. (1.5)

Ïîýòîìó ôóíêöèþ yN(α, ω) ïðè ìàëûõ (α, ω) áóäåì èñïîëüçîâàòü â âèäå
yN = ∆(kα− hω), (1.6)

ãäå k è h � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Çàâèñèìîñòüþ æå s îò α, â ñèëó ãåîìåòðè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèè òåëà, îáåñïå÷èâàþùåé ÷åòíîñòü ôóíêöèè s, ïðåíåáðåãàåì.

Ëèíåàðèçîâàííàÿ ìîäåëü ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ñðåäû ñîäåðæèò òðè ïàðàìåòðà s =
s1, k, h, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìîé ïëàñòèíû â ïëàíå. Ïåðâûé èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ
� êîýôôèöèåíò s � ðàçìåðíûé, ïàðàìåòðû æå k, h � áåçðàçìåðíûå â ñèëó ñïîñîáà èõ
ââåäåíèÿ. Âåëè÷èíû s, k ìîãóò áûòü ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåíû ïóòåì âåñîâûõ èçìå-
ðåíèé â óñòàíîâêàõ òèïà ãèäðî- èëè àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóá. Â ëèòåðàòóðå [64] èìååòñÿ
èíôîðìàöèÿ î òåîðåòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè ýòèõ âåëè÷èí äëÿ îòäåëüíûõ ôîðì ïëàñòèí,
ïîçâîëÿþùàÿ ñ÷èòàòü, ÷òî k > 0. ×òî æå êàñàåòñÿ ïàðàìåòðà h (êîòîðûé âíîñèò â ñèñòå-
ìó çàâèñèìîñòü ìîìåíòà ñèëû îò óãëîâîé ñêîðîñòè), òî äàæå ñàìà íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ
åãî â ìîäåëü àïðèîðè íå î÷åâèäíà.
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Èçó÷åíèå ñâîéñòâ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ òåë â Èíñòèòóòå ìåõàíèêè ÌÃÓ
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà [30] áûëî íà÷àòî ýêñïåðèìåíòàìè ïî ðåãèñòðàöèè äâèæåíèÿ â âî-
äå îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ. Ýêñïåðèìåíò ïîçâîëèë îñòàíîâèòüñÿ íà ñëåäóþùèõ
âûâîäàõ.

Ïåðâûé: íåâîçìóùåííûé ðåæèì äâèæåíèÿ òåëà (â âîäå) íåóñòîé÷èâ, ïî êðàéíåé ìåðå,
ïî îòíîøåíèþ ê óãëó îðèåíòàöèè òåëà. Òàêæå ñòàëî âîçìîæíûì îïðåäåëåíèå áåçðàçìåð-
íûõ ïàðàìåòðîâ k, h âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî.

Âòîðîé âûâîä òàêîâ: ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òåëî äåéñòâèòåëüíî
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, ýêâèâàëåíòíûé âðàùàòåëüíîé ïðîèç-
âîäíîé ìîìåíòà ãèäðîàýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë ïî óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, êîòîðûé è âíîñèò
â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíóþ äèññèïàöèþ.

Âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà äåìïôèðóþùåãî ìîìåíòà óæå áûëà îöåíåíà â ðàáîòå [10] äëÿ
íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ òåë â âîäå. Äàííàÿ òàì îöåíêà ãîâîðèò î íåóñòîé÷èâîñòè
ïî óãëó àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â âîäå. ×èñòî
ôîðìàëüíî, óâåëè÷èâàÿ âåëè÷èíó äàííîãî êîýôôèöèåíòà, âîçìîæíî äîñòèæåíèå óñòîé-
÷èâîñòè òàêîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå â íåêîòîðûõ ñðåäàõ (íàïðèìåð, â ãëèíå) óñòîé÷èâî
â âûøåîïèñàííîì ñìûñëå, êàê ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò [1, 2, 3]. Íî, âîçìîæíî, äàííàÿ
óñòîé÷èâîñòü äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â ñèñòåìå çíà÷èòåëüíîãî äåìïôèðîâàíèÿ ñî
ñòîðîíû ñðåäû èëè íàëè÷èþ ñèë, êàñàòåëüíûõ ê ïëàñòèíå.

Ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ íà õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñî ñðåäîé âûäåëèì òàêîé
êëàññ çàäà÷, êîãäà íà òåëî, íàðÿäó ñ ñèëîé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, äåéñòâóåò ñëåäÿùàÿ ñèëà
(òÿãè) T ïî ïðÿìîé CD (ðèñ. 1.1). Îäíà èç òàêèõ çàäà÷ óæå ðåøàëàñü â [13] ïðè óñëîâèè,
êîãäà òÿãà ïîñòîÿííà, è áûëà ïîêàçàíà íåóñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî ðåæèìà.

Îòìåòèì ñëó÷àè äâèæåíèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ïîäâåðãëèñü îáñòîÿòåëüíîìó àíàëè-
çó.

I. (Ñâîáîäíîå) òîðìîæåíèå òåëà, ò.å. åãî äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ëèøü ñèëû âîçäåé-
ñòâèÿ ñðåäû (ñëåäÿùàÿ ñèëà îòñóòñòâóåò).

II. Äâèæåíèå òåëà, ïðè êîòîðîì âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïîñòîÿííà âåëè÷èíà ñêîðîñòè
öåíòðà ïëàñòèíû (íàëè÷èå íåèíòåãðèðóåìîé ñâÿçè):

v ≡ const. (1.7)

III. Äâèæåíèå òåëà, ïðè êîòîðîì âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïîñòîÿííà ñêîðîñòü öåíòðà
ìàññ (êàê âåêòîð):

VC ≡ const. (1.8)
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå I íåâîçìóùåííûé ðåæèì ìîæíî òàêæå íàçûâàòü ïðÿìîëèíåéíûì

ïîñòóïàòåëüíûì òîðìîæåíèåì.
Ïîëîæåíèå òåëà íà ïëîñêîñòè çàäàäèì êîîðäèíàòàìè (x0, y0) òî÷êè D è óãëîì îòêëî-

íåíèÿ ϕ. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (v, α) êîíöà âåêòîðà ñêîðîñòè òî÷êè D è àëãåáðàè÷åñêîå
çíà÷åíèå ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè Ω ñâÿçàíû ñ ïåðåìåííûìè (ẋ0, ẏ0, ϕ̇, ϕ) (íåèíòåãðè-
ðóåìûìè) êèíåìàòè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

ϕ̇ = Ω, ẋ0 = v cos(α + ϕ), ẏ0 = v sin(α + ϕ). (1.9)

Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû áóäåì îïðåäåëÿòü ÷åðåç ôóíêöèè

(v, α, Ω, x0, y0, ϕ),

à ïåðâûå òðè âåëè÷èíû ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå êâàçèñêîðîñòåé.
Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà è îáîáùåííûå ñèëû íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ òåëà

íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû (x0, y0, ϕ) ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ
ïîðÿäêà îáùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (â ïðîåêöèÿõ íà ñâÿçàííûå îñè Dxy) è èçìåíåíèÿ
êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â îñÿõ Êåíèãà îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ðàññìàòðèâàåìóþ â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàçèñêîðîñòåé (σ =
DC, I � öåíòðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè, äèôôåðåíöèðîâàíèå áåðåòñÿ ïî âðåìåíè):

v̇ cos α− α̇v sin α− Ωv sin α + σΩ2 = −s(α)v2

m
, (1.10)

v̇ sin α + α̇v cos α + Ωv cos α− σΩ̇ = 0, (1.11)

IΩ̇ = yN(α, ω)s(α)v2, ω ∼= ∆Ω

v
. (1.12)

Ñèñòåìû (1.9), (1.10)�(1.12) âìåñòå îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó äëÿ îïèñàíèÿ ïëîñêîïà-
ðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöè-
îíàðíîñòè. Åñëè æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ââåäåííàÿ âûøå çàäà÷à II èëè III î äâèæåíèè òåëà
ïðè íàëè÷èè ñëåäÿùåé ñèëû, òî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.10) ñòîèò ñëåäóþùàÿ âåëè-
÷èíà:

T − s(α)v2

m
. (1.13)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1.7) âåëè÷èíó T ñëåäÿùåé ñèëû
äîñòàòî÷íî âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T = T (v, α, Ω) = mσΩ2 + s(α)v2

[
1− mσ

I
yN(α, ω)

sin α

cos α

]
, (1.14)

ïðè ýòîì ïåðâîå óðàâíåíèå (1.10) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àè II
è III èìåþò ëèøü ìåòîäè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ïîíèçèòü
ïîðÿäîê ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ïðèâåñòè ê âàæíûì ìåõàíè÷åñêèì àíàëîãèÿì
(ñì. òàêæå [18, 19, 35, 36, 41, 43, 44]).

� 3 Ôóíêöèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, çàâèñÿùèå îò óãëîâîé ñêîðî-
ñòè òåëà

Â äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (1.10)�(1.12) âõîäÿò ôóíêöèè yN(α, ω) è s(α), îïðåäåëÿþùèå
âîçäåéñòâèå ñðåäû íà òåëî. Ôóíêöèÿ yN (ñð. ñ (1.6)), êðîìå êàê îò óãëà àòàêè α, çàâèñèò
åùå è îò ïðèâåäåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ω. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäíåé çàâèñèìîñòüþ
ïðåíåáðå÷ü (êàê áûëî â ðÿäå ïðåäûäóùèõ ðàáîò � òàê íàçûâàåìîå ïðîñòåéøåå ïðåäïî-
ëîæåíèå íà ôóíêöèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû), òî âåëè÷èíà yN � ôóíêöèÿ ëèøü óãëà àòàêè:
yN = y(α), è åå çàâèñèìîñòü îò åäèíñòâåííîãî àðãóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ [30, 52, 54, 57]. Â ýòîì ñëó÷àå
â äàëüíåéøåì ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä "ïîãðóæåíèÿ" çàäà÷è â áîëåå îáùèé êëàññ çàäà÷.

Íî âñå-òàêè îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ó÷åò âëèÿíèÿ âðàùàòåëüíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ìîìåíòà ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû ïî êîìïîíåíòàì óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, êîòî-
ðûé òðåáóåò ââåäåíèÿ â ôóíêöèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû äîïîëíèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ, ÷òî ñàìî
ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé ìîäåëèðîâàíèÿ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â äàííîé
ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ ââåäåíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ëèøü â ôóíêöèþ
yN , à ïîäîáíûì åå ââåäåíèåì â ïðèâåäåííûé êîýôôèöèåíò s ïðåíåáðåæåì.

Ïî àíàëîãèè ñ (1.6), âåëè÷èíó yN áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

yN(α, ω) ∼= yN(α, Ω/v) = y(α)− HΩ

v
, (1.15)

ïðè ýòîì, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà [30], H > 0.
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Òîãäà óðàâíåíèå (1.12) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

IΩ̇ = F (α)v2 −Hs(α)Ωv, F (α) = y(α)s(α). (1.16)

Ñèñòåìà (1.10), (1.11), (1.16) ñîäåðæèò ôóíêöèè F (α), s(α), ÿâíûé âèä êîòîðûõ äàæå
äëÿ ïëàñòèí ïðîñòîé ôîðìû àíàëèòè÷åñêè îïèñàòü äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå è èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì "ïîãðóæåíèÿ" äàííîé çàäà÷è â áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷,
ó÷èòûâàþùèé ëèøü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèé F (α), s(α).

Îïîðíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Ñ. À. ×àïëûãèíà, êîòîðûé äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëü-
íîãî ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ïîëó÷èë ôóíêöèè y(α), s(α) àíàëèòè÷å-
ñêè [35, 36]:

y(α) = A sin α ∈ {y}, A = y′(0) > 0, (1.17)
s(α) = B cos α ∈ {s}, B = s(0) > 0. (1.18)

Ýòîò ðåçóëüòàò è ïîìîãàåò ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû {y}, {s}. Ñî÷åòàÿ (1.17),
(1.18) ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèåé î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ, ôîðìàëüíî
îïèøåì äàííûå êëàññû, ñîñòîÿùèå èç ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
(y(α) � íå÷åòíàÿ, à s(α) � ÷åòíàÿ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: y(α) > 0 ïðè
α ∈ (0, π), ïðè÷åì

y′(0) > 0, y′(π) < 0 (1.19)
(êëàññ ôóíêöèé {y} = Y ); s(α) > 0 ïðè α ∈ (0, π/2), s(α) < 0 ïðè α ∈ (π/2, π), ïðè÷åì

s(0) > 0, s′(π/2) < 0 (1.20)

(êëàññ ôóíêöèé {s} = Σ). Êàê y, òàê è s ìåíÿþò çíàê ïðè çàìåíå α íà α + π. Òàêèì
îáðàçîì,

y ∈ Y, s ∈ Σ. (1.21)
Èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ââåäåííàÿ â (1.16) ôóíêöèÿ F � äîñòàòî÷-

íî ãëàäêàÿ íå÷åòíàÿ π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
F (α) > 0 ïðè α ∈ (0, π/2),

F ′(0) > 0, F ′(π/2) < 0 (1.22)
(êëàññ ôóíêöèé {F} = Φ).

Â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ [35, 36]

F = F0(α) = AB sin α cos α ∈ Φ, AB = y′(0)s(0), (1.23)

ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà ôóíêöèé Φ.
Â ñâÿçè ñ îòìå÷åííîé â [30, 51, 53, 57, 59, 60, 61, 62, 63] íåóñòîé÷èâîñòüþ íåâîçìóùåííîãî

äâèæåíèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè óãëîâûå êîëåáàíèÿ îñè
ñèììåòðèè òåëà êîíå÷íîé (îãðàíè÷åííîé) àìïëèòóäû?

Ñôîðìóëèðóåì ýòîò âîïðîñ â áîëåå îáùåì âèäå: ñóùåñòâóåò ëè ïàðà ôóíêöèé y è s
âîçäåéñòâèÿ ñðåäû òàêàÿ, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ÷àñòè óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ âûïîëíÿëîñü áû îãðàíè÷åíèå 0 < α(t) < α∗ < π/2, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè t = t1?

Ïðè ïðîñòåéøåì ïðåäïîëîæåíèè íà ôóíêöèè yN è s ðàíåå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè êâàçè-
ñòàöèîíàðíîì îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñðåäû ñ ñèììåòðè÷íûì òåëîì (êîãäà âåëè÷èíû
yN è s çàâèñÿò ëèøü îò óãëà àòàêè) äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïàðû ôóíêöèé y è s âî âñåì
äèàïàçîíå (0 < α < π/2) êîíå÷íûõ óãëîâ àòàêè â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî êîëåáà-
òåëüíûå ðåøåíèÿ êîíå÷íîé (îãðàíè÷åííîé) àìïëèòóäû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âîçìîæíîãî ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé âûøå,
áóäåì ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü ìîìåíòà ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû îò ïðèâåäåííîé óãëîâîé
ñêîðîñòè, ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (1.15) ïðè H > 0. Îêàçûâàåòñÿ, ïðè
íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî îæèäàòü ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ.
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Êîíå÷íî, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæåí àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèøü
â îêðåñòíîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðè íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ óãëàõ
àòàêè ïðîèñõîäèò çàìûâ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, è íàñòîÿùàÿ ìîäåëü âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà
òåëî ïåðåñòàåò áûòü äîñòîâåðíîé. Íî äëÿ òåë ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçëè÷íîé ôîðìû
âåëè÷èíû êðèòè÷åñêèõ óãëîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû è íåèçâåñòíû. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ
èññëåäîâàòü âåñü äèàïàçîí óãëîâ.

Èòàê, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî îáòåêàíèÿ ïëàñòèíû ñðåäîé èñïîëüçó-
þòñÿ êëàññû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ ïàðû ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ
ñðåäû, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ïðîâåäåíèå êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà (ñì. òàêæå [65, 66]).

� 4 Äâèæåíèå òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå ïðè íàëè÷èè
ñëåäÿùåé ñèëû

4.1 Ñëó÷àé II
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òåëà â ñðåäå ïðè íàëè÷èè òàêîé ñëåäÿùåé ñèëû, êîòîðàÿ îáåñïå÷è-
âàåò âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.7). Äëÿ ýòîãî, êàê îòìå÷åíî âûøå, åå
âåëè÷èíó äîñòàòî÷íî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïåðâîå óðàâíåíèå (1.10) âûïîëíÿëîñü áû òîæ-
äåñòâåííî. Òîãäà ê ïàðàìåòðàì ñèñòåìû, ââåäåííûì ðàíåå, äîáàâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé
ïàðàìåòð v, à äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òåëà â ñëó÷àå (1.7) ïðèâîäèòñÿ ê
ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà:

α̇v cos α + Ωv cos α− σΩ̇ = 0,

IΩ̇ = F (α)v2 −Hs(α)Ωv, H > 0,
(1.24)

êîòîðàÿ âíå è òîëüêî âíå îáúåäèíåíèÿ ïðÿìûõ

O =
{

(α, Ω) ∈ R2 : α =
π

2
+ πk, k ∈ Z

}
(1.25)

ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå íîðìàëüíîãî âèäà:

α̇ = −Ω +
σv

I

F (α)

cos α
− σ

I
H

s(α)

cos α
Ω,

Ω̇ =
v2

I
F (α)−H

v

I
Ωs(α).

(1.26)

Äëÿ íà÷àëà èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòè åå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåâîç-
ìóùåííîìó äâèæåíèþ, äëÿ ÷åãî âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå âîçëå íà÷àëà êîîðäèíàò:

λ2 + λv

[
BH

I
− σn2

0

]
+ n2

0v
2 = 0, (1.27)

ãäå
A = y′N(0), B = s(0), n2

0 =
F ′(0)

I
=

y′N(0)s(0)

I
=

AB

I
. (1.28)

Ââåäåì ñëåäóþùèå òðè ïîëîæèòåëüíûõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà:

µ1 = 2
B

mn0

, µ2 = σn0, µ3 =
BH

In0

, (1.29)

áåçðàçìåðíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è ïîäñòàíîâêó

< · >= n0v <′>, Ω 7→ n0vΩ. (1.30)
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Òîãäà ñèñòåìà (1.26) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

α′ = −Ω +
σ

In0

F (α)

cos α
− σH

I
Ω

s(α)

cos α
,

Ω′ =
F (α)

In2
0

− H

In0

Ωs(α).

(1.31)

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïðè µ3 > µ2 (µ3 < µ2) òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.26) àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùèì).

Äëÿ âîçìîæíîãî ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò èññëåäóåì
óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.26) ïðè êðèòè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè ïà-
ðàìåòðîâ

µ3 = µ2. (1.32)
Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (α, Ω) 7→ (a, w) â ñèñòåìå
(1.31):

α = a, Ω =
|ω0|

1 + µ2
2

(µ2a− w), ω0 = 1, (1.33)
ïåðåâîäÿùóþ åå â ñèñòåìó ñëåäóþùóþ:

a′ = |ω0|w + A3a
3 + A4a

2w + ō1((a
2 + w2)3/2),

w′ = −|ω0|a + A1a
3 + A2a

2w + ō2((a
2 + w2)3/2),

(1.34)

ãäå
A1 = − f3

6In2
0

+
Hs2

2In0

µ2

1 + µ2
2

+
µ2

2

2(1 + µ2
2)

,

A2 = −Hs2

2In0

1

1 + µ2
2

+
µ3

2

2(1 + µ2
2)

,

A3 =
µ2f3

6In2
0

− µ2Hs2

2In0

µ2

1 + µ2
2

+
µ2

2(1 + µ2
2)

,

A4 =
Hs2

2In0

µ2

1 + µ2
2

+
µ2

2

2(1 + µ2
2)

, s2 = s′′(0), f3 = F ′′′(0).

(1.35)

Ââåäåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé èíäåêñ [55, 56]:
In = |ω0|

{
Y 1

111 + Y 1
122 + Y 2

112 + Y 2
222

}
+

+
(
Y 1

11Y
2
11 − Y 1

11Y
1
12 + Y 2

11Y
2
12 + Y 2

22Y
2
12 − Y 1

22Y
1
12 − Y 1

22Y
2
22

)
,

Y i
jkl =

∂3Yi

∂yj∂yk∂yl

(0, 0), Y i
jk =

∂2Yi

∂yj∂yk

(0, 0),

(1.36)

ãäå (
Y1(a, w)
Y2(a, w)

)
(1.37)

� ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1.34).
Áîëåå êîíêðåòíî, äëÿ ñèñòåìû (1.34) ïîñòðîåííûé èíäåêñ áóäåò èìåòü âèä:

In = 6A3 + 2A2 =
µ2f3

In2
0

− Hs2

In0(1 + µ2
2)

(1 + 3µ2
2) +

µ2

1 + µ2
2

(3 + µ2
2). (1.38)

Ïîñêîëüêó äëÿ äàííîé ñèñòåìû

Y i
jk =

∂2Yi

∂yj∂yk

(0, 0) = 0 (1.39)
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(ïî ïðè÷èíå íå÷åòíîñòè åå ïðàâîé ÷àñòè îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ) äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ
i, j, k, òî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè In 6= 0.
Ïðåäëîæåíèå 1.2. Åñëè In < 0 (In > 0) è ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|µ3 − µ2| < 2 (1.40)

òî íà÷àëî êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2{a, w} ñèñòåìû (1.34) ((1.26)) ïðè êðèòè÷å-
ñêîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ µ3 = µ2 ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì)
ôîêóñîì.

Óñëîâèå (1.40) â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, ïîñêîëüêó ëèøü ïðè åãî âûïîë-
íåíèè íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè R2{a, w} ÿâëÿåòñÿ (óñòîé÷èâûì èëè íåóñòîé÷èâûì,
ñèëüíûì èëè ñëàáûì) ôîêóñîì.

Ñëåäñòâèåì èçâåñòíîé òåîðåìû Ïóàíêàðå�Àíäðîíîâà�Õîïôà [23] ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.26) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.40). Òîãäà:

1) Åñëè In < 0, òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî µ2 íàéäóòñÿ òàêèå δ1, δ2 > 0, ÷òî ïðè
µ3 ∈ (µ2, µ2 + δ1) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì óñòîé÷èâûì ôîêóñîì; ïðè µ3 ∈
(µ2 − δ2, µ2) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì, îêðóæåííûì
óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì, ðàçìåð êîòîðîãî ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì µ3 îò µ2 äî
µ2 − δ2 êàê

√
|µ2 − µ3|.

2) Åñëè In > 0, òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî µ2 íàéäóòñÿ òàêèå δ1, δ2 > 0, ÷òî
ïðè µ3 ∈ (µ2 − δ2, µ2) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì; ïðè
µ3 ∈ (µ2, µ2+δ1) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì óñòîé÷èâûì ôîêóñîì, îêðóæåííûì
íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì, ðàçìåð êîòîðîãî ðàñòåò ñ ðîñòîì µ3 îò µ2 äî µ2 +δ1

êàê
√
|µ2 − µ3|.

Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ µ3 > µ2 (µ3 < µ2) â ïðèíöèïå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà,
ïîñêîëüêó â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äàííûå ïàðàìåòðû çàâèñÿò ëèøü èëè îò ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (yN , s), èëè îò èõ çíà÷åíèé. À âîò ïðîâåðêà
óñëîâèÿ In < 0 (In > 0) â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíà, ïîñêîëüêó
äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî òåëà íå òîëüêî ÿâíûé âèä, íî è ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå äàæå â
îòäåëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (yN , s) íåèçâåñòíû.

4.2 Ñëó÷àé III
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òåëà â ñðåäå ïðè íàëè÷èè òàêîé ñëåäÿùåé ñèëû, êîòîðàÿ îáåñïå÷è-
âàåò âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.8).

Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.10) âìåñòî −s(α)v2/m äîëæíà ñòîÿòü âåëè÷èíà,
òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ, ïîñêîëüêó íà òåëî áóäåò äåéñòâîâàòü íåêîíñåðâàòèâíàÿ ïàðà
ñèë:

T − s(α)v2 ≡ 0. (1.41)
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü âåëè÷èíó ñëåäÿùåé ñèëû T â âèäå

T = T (v, α, Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (1.42)

Ïîäîáíî âûáîðó ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè s è yN â ñèñòåìå
(1.10)�(1.12) ïðèìåì â âèäå (1.15), (1.21). Ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-
ìå ïðèñóòñòâóåò òàêæå åùå è äîïîëíèòåëüíûé äåìïôèðóþùèé (à â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàçãîíÿþùèé) ìîìåíò íåêîíñåðâàòèâíîé ñèëû.

Ââîäÿ íîâûå áåçðàçìåðíûå ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ôîðìóëàì

Ω = n0vω, < · >= n0v <′>, (1.43)



14

ñèñòåìà (1.10)�(1.12) ïðèâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

v′ = vΨ(α, ω), (1.44)

α′ = −ω + µ2ω
2 sin α +

µ2

In2
0

F (α) cos α− µ2

In0

Hωs(α) cos α,

ω′ =
F (α)

In2
0

+ µ2ω
3 cos α− µ2

In2
0

ωF (α) sin α−

− H

In0

ωs(α) +
µ2

In0

Hω2s(α) sin α,

(1.45)

Ψ(α, ω) = −µ2ω
2 cos α +

µ2

In2
0

F (α) sin α− µ2H

In0

ωs(α) sin α,

ïðè ýòîì âûáèðàÿ â äàëüíåéøåì, êàê è âûøå, áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû b = µ2, H1 = µ3

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b = σn0, n2
0 =

AB

I
, H1 =

BH

In0

. (1.46)

Äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ (1.45) ñèñòåìû (1.44), (1.45) îáðàçóþò íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòå-
ìó âòîðîãî ïîðÿäêà íà ôàçîâîì öèëèíäðå S1{α mod 2π} ×R1{ω}.

Äëÿ íà÷àëà èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòè åå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåâîç-
ìóùåííîìó äâèæåíèþ, äëÿ ÷åãî âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå âîçëå íà÷àëà êîîðäèíàò:

λ2 + λ [µ3 − µ2] + 1 = 0. (1.47)

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïðè µ3 > µ2 (µ3 < µ2) òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.45) àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùèì).

Äëÿ âîçìîæíîãî ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò èññëåäóåì
óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.45) ïðè êðèòè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè ïà-
ðàìåòðîâ

µ3 = µ2. (1.48)

Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (α, Ω) 7→ (a, w) â ñèñòåìå
(1.45):

α = a, ω =
|ω0|

1 + µ2
2

(µ2a− w), ω0 = 1, (1.49)

ïåðåâîäÿùóþ åå â ñèñòåìó ñëåäóþùóþ:

a′ = |ω0|w + B1a
3 + B2a

2w + B3aw2 + ō1((a
2 + w2)3/2),

w′ = −|ω0|a + B4a
3 + B5a

2w + B6aw2 + B7w
3 + ō2((a

2 + w2)3/2),
(1.50)
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ãäå
B1 =

µ2f3

6In2
0

− Hs2

2In0

µ2
2

1 + µ2
2

+
µ3

2

(1 + µ2
2)

2
− µ2

2(1 + µ2
2)

,

B2 =
Hs2

2In0

µ2

1 + µ2
2

− 2µ2
2

(1 + µ2
2)

2
− µ2

2

2(1 + µ2
2)

,

B3 =
µ2

(1 + µ2
2)

2
,

B4 = − f3

6In2
0

+
Hs2

2In0

µ2

1 + µ2
2

+
µ2

2

2(1 + µ2
2)

,

B5 = −Hs2

2In0

1

1 + µ2
2

+
µ3

2

2(1 + µ2
2)
− µ2

(1 + µ2
2)

2
,

B6 = −µ2
2(3 + µ2

2)

(1 + µ2
2)

2
,

B7 =
µ2

(1 + µ2
2)

2
, s2 = s′′(0), f3 = F ′′′(0).

(1.51)

Ââåäåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé èíäåêñ In ïîäîáíî (1.36). Áîëåå êîíêðåòíî, äëÿ
ñèñòåìû (1.50) ïîñòðîåííûé èíäåêñ áóäåò èìåòü âèä:

In = 6B1 + 2B3 + 2B5 + 6B7 =
µ2f3

In2
0

− Hs2

In0

1 + 3µ2
2

1 + µ2
2

+
µ2

1 + µ2
2

(3 + µ2
2), (1.52)

ñîâïàäàþùèé (!) ñ èíäåêñîì (1.38) äëÿ ñèñòåìû (1.34).
Ïîñêîëüêó äëÿ äàííîé ñèñòåìû

Y i
jk =

∂2Yi

∂yj∂yk

(0, 0) = 0 (1.53)

(ïî ïðè÷èíå íå÷åòíîñòè åå ïðàâîé ÷àñòè îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ) äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ
i, j, k, òî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè In 6= 0.
Ïðåäëîæåíèå 1.4. Åñëè In < 0 (In > 0) è ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|µ3 − µ2| < 2 (1.54)
òî íà÷àëî êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2{a, w} ñèñòåìû (1.50) ((1.45)) ïðè êðèòè÷å-
ñêîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ µ3 = µ2 ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì)
ôîêóñîì.

Óñëîâèå (1.54) â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, ïîñêîëüêó ëèøü ïðè åãî âûïîë-
íåíèè íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè R2{a, w} ÿâëÿåòñÿ (óñòîé÷èâûì èëè íåóñòîé÷èâûì,
ñèëüíûì èëè ñëàáûì) ôîêóñîì.

Ñëåäñòâèåì èçâåñòíîé òåîðåìû Ïóàíêàðå�Àíäðîíîâà�Õîïôà [23] ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.45) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.54). Òîãäà:

1) Åñëè In < 0, òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî µ2 íàéäóòñÿ òàêèå δ1, δ2 > 0, ÷òî ïðè
µ3 ∈ (µ2, µ2 + δ1) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì óñòîé÷èâûì ôîêóñîì; ïðè µ3 ∈
(µ2 − δ2, µ2) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì, îêðóæåííûì
óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì, ðàçìåð êîòîðîãî ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì µ3 îò µ2 äî
µ2 − δ2 êàê

√
|µ2 − µ3|.

2) Åñëè In > 0, òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî µ2 íàéäóòñÿ òàêèå δ1, δ2 > 0, ÷òî
ïðè µ3 ∈ (µ2 − δ2, µ2) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì; ïðè
µ3 ∈ (µ2, µ2+δ1) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì óñòîé÷èâûì ôîêóñîì, îêðóæåííûì
íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì, ðàçìåð êîòîðîãî ðàñòåò ñ ðîñòîì µ3 îò µ2 äî µ2 +δ1

êàê
√
|µ2 − µ3|.
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Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ µ3 > µ2 (µ3 < µ2) â ïðèíöèïå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà,
ïîñêîëüêó â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äàííûå ïàðàìåòðû çàâèñÿò ëèøü èëè îò ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (yN , s), èëè îò èõ çíà÷åíèé. À âîò ïðîâåðêà
óñëîâèÿ In < 0 (In > 0) â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíà, ïîñêîëüêó
äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî òåëà íå òîëüêî ÿâíûé âèä, íî è ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå äàæå â
îòäåëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (yN , s) íåèçâåñòíû.

� 5 Ñâîáîäíîå òîðìîæåíèå òâåðäîãî òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ
ñðåäå (ñëó÷àé I)

Ðàññìîòðèì äàëåå òàêîé ñëó÷àé äâèæåíèÿ òåëà, êîãäà óïðàâëÿþùàÿ òÿãà îòêëþ÷åíà,
ïðè ýòîì òåëî ñîâåðøàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå (òîðìîæåíèå) â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå
(ñëó÷àé I).

Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.10) îñòàíåòñÿ âåëè÷èíà −s(α)v2/m, ïîñêîëüêó ïðè
ýòîì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

T ≡ 0. (1.55)
Ïîäîáíî âûáîðó ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè s è yN â ñèñòåìå

(1.10)�(1.12) ïðèìåì â âèäå (1.15), (1.21). Ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-
ìå ïðèñóòñòâóåò òàêæå åùå è äîïîëíèòåëüíûé äåìïôèðóþùèé (à â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàçãîíÿþùèé) ìîìåíò íåêîíñåðâàòèâíîé ñèëû.

Ââîäÿ íîâûå áåçðàçìåðíûå ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ôîðìóëàì

Ω = n0vω, < · >= n0v <′>, (1.56)

ñèñòåìà (1.10)�(1.12) ïðèâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

v′ = vΨ(α, ω), (1.57)

α′ = −ω + µ2ω
2 sin α +

µ2

In2
0

F (α) cos α−

− µ2

In0

Hωs(α) cos α +
s(α)

mn0

sin α,

ω′ =
F (α)

In2
0

+ µ2ω
3 cos α− µ2

In2
0

ωF (α) sin α−

− H

In0

ωs(α) +
µ2

In0

Hω2s(α) sin α +
s(α)

mn0

ω cos α,

(1.58)

Ψ(α, ω) = −µ2ω
2 cos α +

µ2

In2
0

F (α) sin α−

−µ2H

In0

ωs(α) sin α− s(α)

mn0

cos α,

ïðè ýòîì âûáèðàÿ â äàëüíåéøåì, êàê è âûøå, áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû µ1, b = µ2, H1 = µ3

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ1 = 2
B

mn0

, b = σn0, n2
0 =

AB

I
, H1 =

BH

In0

. (1.59)

Äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ (1.58) ñèñòåìû (1.57), (1.58) îáðàçóþò íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòå-
ìó âòîðîãî ïîðÿäêà íà ôàçîâîì öèëèíäðå S1{α mod 2π} ×R1{ω}.

Êàê è âûøå ðå÷ü ïîéäåò îá èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(1.58), êîòîðîå, î÷åâèäíî, è ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîëèíåéíîìó ïîñòóïàòåëüíîìó òîðìîæåíèþ
(íåâîçìóùåííîìó äâèæåíèþ).
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Ðèñ. 1.2: Îáùàÿ êàðòèíà ïåðåñòðîåê òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1.58) âîçëå
íà÷àëà êîîðäèíàò

Âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âîçëå íà÷àëà êîîðäèíàò:

λ2 − λ [µ1 + µ2 − µ3] +
µ1

2

(µ1

2
+ µ2 − µ3

)
+ 1 = 0. (1.60)

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.40) (èëè (1.54)). Òîãäà ïðè µ3 >
µ1 + µ2 (µ3 < µ1 + µ2) òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.58) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
(ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùèì).

Îáùàÿ êàðòèíà ïåðåñòðîåê òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1.58) âîçëå íà÷àëà
êîîðäèíàò ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.2 (îáëàñòü 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿãèâàþùåé òî÷êå; îá-
ëàñòü 2 ñîòâåòñòâóåò ñåäëîâîé òî÷êå; and îáëàñòü 3 ñîîòâåòñòâóåò îòòàëêèâàþùåé òî÷êå).

Äëÿ âîçìîæíîãî ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò èññëåäóåì
óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.58) ïðè êðèòè÷åñêîì ñî÷åòàíèè ïàðà-
ìåòðîâ

µ3 = µ1 + µ2. (1.61)

Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (α, ω) 7→ (a, w) â ñèñòåìå
(1.58):

α = a, ω =
(µ2 + µ1/2) a− ω0w

1 + µ1µ2 + µ2
2

, ω0 =

√
1− µ2

1

4
, (1.62)

ïåðåâîäÿùóþ åå â ñèñòåìó ñëåäóþùóþ:

a′ = |ω0|w + C1a
3 + C2a

2w + C3aw2 + ō1((a
2 + w2)3/2),

w′ = −|ω0|a + C4a
3 + C5a

2w + C6aw2 + C7w
3 + ō2((a

2 + w2)3/2),
(1.63)
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ãäå
C1 =

µ2f3

6In2
0

− Hs2

2In0

µ2(µ2 + µ1/2)

1 + µ1µ2 + µ2
2

+
s2

2mn0

− µ2

2
− µ1

12
+

+
µ2(µ1 + µ2)(µ2 + µ1/2)

2(1 + µ1µ2 + µ2
2)

+
µ2(µ2 + µ1/2)2

(1 + µ1µ2 + µ2
2)

2
,

C2 =
Hs2

2In0

µ2ω0

1 + µ1µ2 + µ2
2

− 2µ2(µ2 + µ1/2)ω0

(1 + µ1µ2 + µ2
2)

2
− µ2(µ2 + µ1/2)ω0

2(1 + µ1µ2 + µ2
2)

,

C3 =
µ2ω

2
0

(1 + µ1µ2 + µ2
2)

2
,

C4 = −
(
1 +

µ1µ2

2

) f3

6In2
0ω0

+
Hs2

2In0

(µ2 + µ1/2)(1 + µ1µ2/2)

(1 + µ1µ2 + µ2
2)ω0

+

+
µ2 + µ1/2

2(1 + µ1µ2 + µ2
2)ω0

·
[(

µ2 +
µ1

3

)
− µ1µ2

6
(µ1 + µ2)

]
,

C5 = −Hs2

2In0

1 + µ1µ2 − µ2
1/2

1 + µ1µ2 + µ2
2

+
s2

2mn0

+
µ2(µ2 + µ1/2)2

(1 + µ1µ2 + µ2
2)

2
+

+
2µ2(µ1 + µ2)

2 − 4µ2 − µ1

4(1 + µ1µ2 + µ2
2)

,

C6 = −2µ2(µ2 + µ1/2)ω0

(1 + µ1µ2 + µ2
2)

2
− µ2(µ1 + µ2)ω0

1 + µ1µ2 + µ2
2

,

C7 =
µ2ω

2
0

(1 + µ1µ2 + µ2
2)

2
, s2 = s′′(0), f3 = F ′′′(0).

(1.64)

Ââåäåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé èíäåêñ In ïîäîáíî (1.36). Áîëåå êîíêðåòíî, äëÿ
ñèñòåìû (1.63) ïîñòðîåííûé èíäåêñ áóäåò èìåòü âèä:

In = 6B1 + 2B3 + 2B5 + 6B7 =

=
µ2f3

In2
0

− Hs2

In0

1 + 3µ2
2 + 5µ1µ2/2− µ2

1/2

1 + µ1µ2 + µ2
2

+ 4
s2

mn0

+

+
µ2(µ1 + µ2)(µ2 + 2µ1) + 3µ2 − µ1

1 + µ1µ2 + µ2
2

. (1.65)

Ïîñêîëüêó äëÿ äàííîé ñèñòåìû

Y i
jk =

∂2Yi

∂yj∂yk

(0, 0) = 0 (1.66)

(ïî ïðè÷èíå íå÷åòíîñòè åå ïðàâîé ÷àñòè îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ) äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ
i, j, k, òî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè In 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Åñëè In < 0 (In > 0) è ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.54), òî
íà÷àëî êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2{a, w} ñèñòåìû (1.63) ((1.58)) ïðè êðèòè÷åñêîì
ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ µ3 = µ1 + µ2 ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì)
ôîêóñîì.

Óñëîâèå (1.54) â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, ïîñêîëüêó ëèøü ïðè åãî âûïîë-
íåíèè íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè R2{a, w} ÿâëÿåòñÿ (óñòîé÷èâûì èëè íåóñòîé÷èâûì,
ñèëüíûì èëè ñëàáûì) ôîêóñîì.

Ñëåäñòâèåì èçâåñòíîé òåîðåìû Ïóàíêàðå�Àíäðîíîâà�Õîïôà [23] ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.58) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.54). Òîãäà:
1) Åñëè In < 0, òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ µ1, µ2 íàéäóòñÿ òàêèå δ1, δ2 > 0, ÷òî ïðè

µ3 ∈ (µ1+µ2, µ1+µ2+δ1) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì óñòîé÷èâûì ôîêóñîì; ïðè
µ3 ∈ (µ1 + µ2− δ2, µ1 + µ2) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì,
îêðóæåííûì óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì, ðàçìåð êîòîðîãî ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì
µ3 îò µ1 + µ2 äî µ1 + µ2 − δ2 êàê

√
|µ1 + µ2 − µ3|.

2) Åñëè In > 0, òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ µ1, µ2 íàéäóòñÿ òàêèå δ1, δ2 > 0, ÷òî ïðè
µ3 ∈ (µ1 + µ2− δ2, µ1 + µ2) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì;
ïðè µ3 ∈ (µ1+µ2, µ1+µ2+δ1) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì óñòîé÷èâûì ôîêóñîì,
îêðóæåííûì íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì, ðàçìåð êîòîðîãî ðàñòåò ñ ðîñòîì µ3

îò µ1 + µ2 äî µ1 + µ2 + δ1 êàê
√
|µ1 + µ2 − µ3|.

Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ µ3 > µ1 + µ2 (µ3 < µ1 + µ2) â ïðèíöèïå íå ñîñòàâëÿ-
åò òðóäà, ïîñêîëüêó â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äàííûå ïàðàìåòðû çàâèñÿò ëèøü èëè
îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (yN , s), èëè îò èõ çíà÷åíèé. À âîò
ïðîâåðêà óñëîâèÿ In < 0 (In > 0) â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíà,
ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî òåëà íå òîëüêî ÿâíûé âèä, íî è ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå
äàæå â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (yN , s) íåèçâåñòíû.

� 6 Ïðîñòðàíñòâåííîå (3D−) äâèæåíèå îñåñèììåòðè÷íîãî òâåð-
äîãî òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè îäíîðîäíîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òâåð-
äîãî òåëà ìàññû m, ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî èìååò ôîðìó ïëîñêîãî êðóãëîãî äèñêà,
âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé ïî çàêîíàì ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ. Ïóñòü îñòàëüíàÿ ÷àñòü
ïîâåðõíîñòè òåëà ðàçìåùåíà âíóòðè îáúåìà, îãðàíè÷åííîãî ñòðóéíîé ïîâåðõíîñòüþ, ñðû-
âàþùåéñÿ ñ êðàÿ äèñêà, è íå èñïûòûâàåò âîçäåéñòâèÿ ñðåäû. Ïîõîæèå óñëîâèÿ ìîãóò
âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, ïîñëå âõîäà îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ â âîäó [30].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàñàòåëüíûå ñèëû ê äèñêó îòñóòñòâóþò. Òîãäà ñèëà S, ïðèëîæåí-
íàÿ ê òåëó â òî÷êå N ñî ñòîðîíû ñðåäû, íå ìåíÿåò ñâîåé îðèåíòàöèè îòíîñèòåëüíî òåëà
(íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê äèñêó) è êâàäðàòè÷íà ïî ñêîðîñòè åãî öåíòðà D (íüþòîíîâñêîå
ñîïðîòèâëåíèå, ðèñ. 1.3). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñèëà òÿæåñòè, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî,
ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ (âîçäåéñòâèÿ) ñðåäû.

Ïðè âûïîëíåíèè âûøåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé ñðåäè äâèæåíèé òåëà ñóùåñòâóåò ðåæèì
ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ, ïîäîáíûé ñëó÷àþ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî
(íåâîçìóùåííîãî) äâèæåíèÿ: òåëî ñïîñîáíî ñîâåðøàòü ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå â íàïðàâ-
ëåíèè åãî îñè ñèììåòðèè, ò.å. ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè äèñêà.

Ñâÿæåì ñ òåëîì ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Dxyz (ðèñ. 1.3) è íàïðàâèì îñü Dx âäîëü
îñè ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè òåëà. Îñè Dy è Dz æåñòêî ñâÿæåì ñ êðóãëûì äèñêîì,
îáðàçîâàâ ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè Ω â ñèñòåìå
Dxyz áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç {Ωx, Ωy, Ωz}. Òåíçîð èíåðöèè äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî
òåëà âî ââåäåííûõ ñâÿçàííûõ îñÿõ Dxyz èìååò äèàãîíàëüíûé âèä:

diag{I1, I2, I2}. (1.67)

Âîñïîëüçóåìñÿ ãèïîòåçîé êâàçèñòàöèîíàðíîñòè è áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàòü,
÷òî âåëè÷èíà R1 = DN îïðåäåëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå óãëîì àòàêè α, èçìåðÿåìûì ìåæäó
âåêòîðîì ñêîðîñòè v öåíòðà D äèñêà è ïðÿìîé Dx. Òàêèì îáðàçîì, DN = R1(α, . . .).

Êðîìå òîãî, ïðèìåì âåëè÷èíó ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ â âèäå S = |S| = s1(α)v2, v = |v|.
Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ (êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ) âìå-
ñòî êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ s1(α) ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ çíàêîïåðåìåííóþ ôóíê-
öèþ s(α): s1 = s1(α) = s(α)sgn cos α > 0. Ïàðà ôóíêöèé R1(α, . . .) è s(α) òàêèì îáðàçîì
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Ðèñ. 1.3: Ïðîñòðàíñòâåííîå äâèæåíèå îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåé-
ñÿ ñðåäå

îïðåäåëÿåò ñèëîìîìåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà äèñê ïðè äàííûõ ìî-
äåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

6.1 Äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ
Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (v, α, β1) êîíöà âåêòîðà v = vD ñêîðîñòè òî÷êè D
îòíîñèòåëüíî ïîòîêà, â êîòîðûõ óãîë β1 èçìåðÿåòñÿ â ïëîñêîñòè äèñêà (ðèñ. 1.3). Âåëè÷èíû
(v, α, β1) âûðàæàþòñÿ íåèíòåãðèðóåìûìè ñîîòíîøåíèÿìè ÷åðåç öèêëè÷åñêèå êèíåìàòè÷å-
ñêèå ïåðåìåííûå è èõ ïðîèçâîäíûå [58]. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì òðîéêó (v, α, β1) â êà÷åñòâå
êâàçèñêîðîñòåé, äîáàâèâ ê íèì êîìïîíåíòû (Ωx, Ωy, Ωz) óãëîâîé ñêîðîñòè â îñÿõ, ñâÿçàí-
íûõ ñ òåëîì. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêèõ îñÿõ

vD = {v cos α, v sin α cos β1, v sin α sin β1}. (1.68)
Â ñèëó òåîðåì î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ (â ïðîåêöèÿõ íà ñâÿçàííûå îñè Dxyz) è îá èç-

ìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ýòèõ îñåé, ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêóþ ÷àñòü
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìóþ â øåñòèìåðíîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå êâàçèñêîðîñòåé (σ � ðàññòîÿíèå DC). Ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóåò
äâèæåíèþ ñàìîãî öåíòðà ìàññ, à âòîðàÿ ãðóïïà � äâèæåíèþ âîêðóã öåíòðà ìàññ:

v̇ cos α− α̇v sin α + Ωyv sin α sin β1 − Ωzv sin α cos β1 + σ(Ω2
y + Ω2

z) =

= −s(α)v2

m
,

v̇ sin α cos β1 + α̇v cos α cos β1 − β̇1v sin α sin β1 + Ωzv cos α−
− Ωxv sin α sin β1 − σΩxΩy − σΩ̇z = 0,

v̇ sin α sin β1 + α̇v cos α sin β1 + β̇1v sin α cos β1 + Ωxv sin α cos β1−
− Ωyv cos α− σΩxΩz + σΩ̇y = 0,

I1Ω̇x = 0,

I2Ω̇y + (I1 − I2)ΩxΩz = −zNs(α)v2,

I2Ω̇z + (I2 − I1)ΩxΩy = yNs(α)v2,

(1.69)

ãäå (0, yN , zN) � êîîðäèíàòû òî÷êè N â ñèñòåìå Dxyz.
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6.2 Äâèæåíèå ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ è ñëå-
äÿùåé ñèëû è ñëó÷àé II

Âûäåëèì òàêîé êëàññ çàäà÷ î âîçäåéñòâèè ñðåäû íà òåëî, â êîòîðîì âäîëü îñè åãî ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ñèììåòðèè äåéñòâóåò ñëåäÿùàÿ ñèëà (ñð. ñî ñëó÷àåì ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâè-
æåíèÿ), ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ îáåñïå÷èâàþùàÿ ðåàëèçàöèþ èíòåðåñóþùèõ íàñ êëàññîâ
äâèæåíèé (íàëîæåííûõ ñâÿçåé). Ïðè ýòîì ñàìà ñëåäÿùàÿ ñèëà è ÿâëÿåòñÿ ðåàêöèåé íà-
ëîæåííûõ ñâÿçåé. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñëåäÿùåé ñèëû òåëî ñîâåðøàåò ïðîñòðàíñòâåííîå
ñâîáîäíîå òîðìîæåíèå â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå). Â äàííîì ñëó÷àå ñëåäÿùàÿ ñèëà âî âñå
ìîìåíòû âðåìåíè îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.7) (ñëó÷àé II), à èìåííî

v ≡ const. (1.70)

Àíàëîãè÷íî ïëîñêîïàðàëëåëüíîìó ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí è ñëó÷àé, êîãäà ñëåäÿùàÿ ñèëà
âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.8) (ñëó÷àé III, ñì. äàëåå).

Â ñèëó óðàâíåíèé (1.69) âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè èìååòñÿ öèêëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå
ñîîòíîøåíèå

Ωx ≡ Ωx0 = const. (1.71)

6.3 Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå íóëåâîé çàêðóòêè òâåðäîãî òåëà âîêðóã
ïðîäîëüíîé îñè

Â äàëüíåéøåì áóäåì èññëåäîâàòü ñëó÷àé íóëåâîé çàêðóòêè òâåðäîãî òåëà âîêðóã ñâîåé
ïðîäîëüíîé îñè, ò.å. êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Ωx0 = 0. (1.72)

Òîãäà íåçàâèñèìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

α̇ cos α cos β1 − β̇1v sin α sin β1 + Ωzv cos α− σΩ̇z = 0, (1.73)

α̇ cos α sin β1 + β̇1v sin α cos β1 − Ωyv cos α + σΩ̇y = 0, (1.74)
I2Ω̇y = −zNs(α)v2, (1.75)
I2Ω̇z = yNs(α)v2. (1.76)

Çäåñü yN , zN � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè äèñêà òî÷êè ïðèëîæåíèÿ N ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ.

Â ñèñòåìó (1.73)�(1.76) âõîäÿò ôóíêöèè yN , zN , s âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, äëÿ êà÷åñòâåííîãî
îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ (ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ) èñïîëü-
çóåì ýêñïåðèìåíòàëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ.

Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ íà÷àëà èññëåäîâàíèåì ñèñòåìû (1.73)�(1.76) äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé
(Ñ. À. ×àïëûãèíà) âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (ïîäîáíûé àíàëèç ìîæåò áûòü ïðîâåäåí è äëÿ ëþáîé
ïàðû äîïóñòèìûõ ôóíêöèé yN , zN , s âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, ñì. äàëåå):

yN = A sin α cos β1 − h
Ωz

v
, zN = A sin α sin β1 + h

Ωy

v
,

s(α) = B cos α, A =
∂yN

∂α
|α=0, β1=0 =

∂zN

∂α
|α=0, β1=π/2, B = s(0), h > 0.

(1.77)

Ïðè ýòîì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó íàçîâåì îïîðíîé.
Â ðàâåíñòâàõ (1.77) êîýôôèöèåíò h ñòîèò ïðè ÷ëåíàõ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ âðàùàòåëü-

íûì ïðîèçâîäíûì ìîìåíòà ãèäðîàýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë (â äàííîì ñëó÷àå ñèëû âîçäåé-
ñòâèÿ ñðåäû) ïî êîìïîíåíòàì óãëîâîé ñêîðîñòè òâåðäîãî òåëà (ñì. òàêæå [4, 5]).
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Ñèñòåìà (1.73)�(1.76) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ
íóëåâûì ñðåäíèì (â äàííîì ñëó÷àå ïî óãëó àòàêè) [48, 49]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë ïî
ïåðèîäó óãëà àòàêè îò äèâåðãåíöèè åå ïðàâîé ÷àñòè, îòâå÷àþùèé çà èçìåíåíèå ôàçîâîãî
îáúåìà (ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû), ðàâåí íóëþ. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ â
íåêîòîðîì ñìûñëå "ïîëóêîíñåðâàòèâíîé".

Ïðîåêòèðóÿ â äàëüíåéøåì óãëîâûå ñêîðîñòè íà ïîäâèæíûå îñè, íå ñâÿçàííûå ñ òåëîì,
òàê, ÷òî

z1 = Ωy cos β1 + Ωz sin β1, z2 = −Ωy sin β1 + Ωz cos β1 (1.78)
è ââîäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå wk, k = 1, 2, è ïàðàìåòðû ïî ôîðìóëàì

b = σn0, n2
0 =

AB

I2

, H1 =
Bh

I2n0

, zk = n0vwk, k = 1, 2, (1.79)

(ïðè ýòîì < · >= n0v <′>), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ àíàëèòè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ (îïîð-
íóþ) ñèñòåìó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

α′ = −(1 + bH1)w2 + b sin α, (1.80)

w′
2 = sin α cos α− (1 + bH1)w

2
1

cos α

sin α
−H1w2 cos α, (1.81)

w′
1 = (1 + bH1)w1w2

cos α

sin α
−H1w1 cos α, (1.82)

β′1 = (1 + bH1)w1
cos α

sin α
, (1.83)

â êîòîðîé ïîÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà (1.80)�(1.82).
Ïðè b = H1 äèâåðãåíöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.80)�(1.82) ((1.80)�(1.83)) ïîñëå çà-

ìåíû ïåðåìåííûõ w∗ = ln |w1| òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü äàííóþ
ñèñòåìó (ñèñòåìû) êîíñåðâàòèâíîé (êîíñåðâàòèâíûìè).

6.4 Îá óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êëþ÷åâîãî ðåæèìà � íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ � ïî îòíîøå-
íèþ ê âîçìóùåíèÿì óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè, ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì
α, w1, w2. Äðóãèìè ñëîâàìè, èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåçàâèñèìîé
ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà (1.80)�(1.82) (åñëè, êîíå÷íî, äîîïðåäåëèòü äàííóþ ñèñòåìó ïî
íåïðåðûâíîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âîçìîæíî).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà (1.80)�(1.82):

V (α,w1, w2) = (1 + b2)(w2
2 + w2

1)− 2bw2 sin α + sin2 α. (1.84)

Òåîðåìà 1.4. Ôóíêöèÿ (1.84) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1.80)�(1.82) ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà
(×åòàåâà), ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.80)�(1.82) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà
ïðè b < H1 è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè b > H1.
Ñëåäñòâèå 1.1. Ïðè b < H1 ñèñòåìà (1.80)�(1.82) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîñëå
äîîïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè b > H1 �
îòòàëêèâàþùóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (1.84) â ñèëó ñè-
ñòåìû (1.80)�(1.82) ðàâíà

2(b−H1) cos α[w2
1 + w2

2]. (1.85)
Îòìåòèì ïîâòîðíî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñèñòåìû îáùåãî âèäà

äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé yN , zN , s âîçäåéñòâèÿ ñðåäû. Óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé
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óñòîé÷èâîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû ðåäóöèðîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî ïå-
ðåìåííûì (α, w1, w2) ïðåæíåå:

b < H1. (1.86)
Äåéñòâèòåëüíî, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà äîïóñòèìûå ôóíêöèè yN , zN âîçäåéñòâèÿ

ñðåäû íà òâåðäîå òåëî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

yN = R(α) cos β1 − h1
Ωz

v
, zN = R(α) sin β1 + h1

Ωy

v
, (1.87)

à ôóíêöèè R, s óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.21) (ôóíêöèÿ R â äàííîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò
ôóíêöèè y), äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

α′ = −w2 +
σ

I2n0

F (α)

cos α
− σh1

I2

w2
s(α)

cos α
,

w′
2 =

F (α)

I2n2
0

− w2
1

cos α

sin α
− σh1

I2

w2
1

s(α)

sin α
− h1

I2n0

w2s(α),

w′
1 = w1w2

cos α

sin α
+

σh1

I2

w1w2
s(α)

sin α
− h1

I2n0

w1s(α),

β′1 = w1
cos α

sin α
+

σh1

I2

w1
s(α)

sin α
,

(1.88)

çäåñü F (α) = R(α)s(α).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (ïîäîáíóþ (1.84))

V (α, w1, w2) = w2
2 + (1 + b2)w2

1 + [bw2 − sin α]2 , (1.89)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 1.5. Ôóíêöèÿ (1.89) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1.88) ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà (×å-
òàåâà), ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.88) â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè σR′(0) < h1 è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè σR′(0) > h1.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïðè σR′(0) < h1 ñèñòåìà (1.88) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîñëå äî-
îïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè σR′(0) > h1 �
îòòàëêèâàþùóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (1.89) â ñèëó ñè-
ñòåìû (1.88) ðàâíà

2

(
b cos α− h1

I2n0

s(α)

)
[w2

1 + w2
2] + 2w2

{
F (α)

I2n0

− sin α cos α

}
(1.90)

è â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

2

(
b− h1B

I2n0

)
[w2

1 + w2
2] + ō(α2 + z2

1 + z2
2). (1.91)

Ïðè ïåðåõîäå ê çàäà÷å î äâèæåíèè îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî óêàçàííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî
íåðàâåíñòâà:

σk < hD, (1.92)
ãäå D � äèàìåòð öèëèíäðà, σ � ðàññòîÿíèå DC, à k è h � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû
âîçäåéñòâèÿ âîäû íà öèëèíäð.
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6.5 Äâèæåíèå ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ è ñëå-
äÿùåé ñèëû è ñëó÷àé III

Â äàííîì ñëó÷àå ñëåäÿùàÿ ñèëà âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
(1.8) (ñëó÷àé III), à èìåííî

VC ≡ const. (1.93)
Â ñèëó óðàâíåíèé (1.69) âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè èìååòñÿ öèêëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå

ñîîòíîøåíèå
Ωx ≡ Ωx0 = const. (1.94)

6.6 Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå íóëåâîé çàêðóòêè òâåðäîãî òåëà âîêðóã
ïðîäîëüíîé îñè

Â äàëüíåéøåì áóäåì èññëåäîâàòü ñëó÷àé íóëåâîé çàêðóòêè òâåðäîãî òåëà âîêðóã ñâîåé
ïðîäîëüíîé îñè, ò.å. êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Ωx0 = 0. (1.95)

Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.69) âìåñòî −s(α)v2/m äîëæíà
ñòîÿòü âåëè÷èíà, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ, ïîñêîëüêó íà òåëî áóäåò äåéñòâîâàòü íåêîí-
ñåðâàòèâíàÿ ïàðà ñèë:

T − s(α)v2 ≡ 0. (1.96)
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü âåëè÷èíó ñëåäÿùåé ñèëû T â âèäå

T = T (v, α, Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (1.97)

Ïîäîáíî âûáîðó ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè s, yN è zN ïðè-
ìåì â âèäå (1.21), (1.87) (ïðè ýòîì ôóíêöèÿ R ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè y). Ïðè ýòîì ïî-
ïðåæíåìó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò òàêæå åùå è äîïîëíèòåëüíûé äåìïôè-
ðóþùèé (à â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàçãîíÿþùèé) ìîìåíò íåêîí-
ñåðâàòèâíîé ñèëû.

Ïðîåêòèðóÿ â äàëüíåéøåì óãëîâûå ñêîðîñòè íà ïîäâèæíûå îñè, íå ñâÿçàííûå ñ òåëîì,
òàê, ÷òî

z1 = Ωy cos β1 + Ωz sin β1, z2 = −Ωy sin β1 + Ωz cos β1 (1.98)
è ââîäÿ, êàê è ðàíåå, íîâûå áåçðàçìåðíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
ôîðìóëàì

zk = n0vZk, k = 1, 2, < · >= n0v <′>, (1.99)
ñèñòåìà (1.69) ïðèâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

v′ = vΨ1(α, Z1, Z2), (1.100)

α′ = −Z2 + µ2(Z
2
1 + Z2

2) sin α +
σ

I2n0

F (α) cos α− σh1

I2

Z2s(α) cos α, (1.101)

Z ′
2 =

F (α)

I2n2
0

− Z2Ψ1(α,Z1, Z2)− Z2
1

cos α

sin α
− σh1

I2

Z2
1

s(α)

sin α
− h1

I2n0

Z2s(α), (1.102)

Z ′
1 = −Z1Ψ1(α, Z1, Z2) + Z1Z2

cos α

sin α
+

σh1

I2

Z1Z2
s(α)

sin α
− h1

I2n0

Z1s(α), (1.103)

β′1 = Z1
cos α

sin α
+

σh1

I2

Z1
s(α)

sin α
, (1.104)

ãäå
Ψ1(α,Z1, Z2) = −µ2(Z

2
1 + Z2

2) cos α +
σ

I2n0

F (α) sin α− σh1

I2

Z2s(α) sin α,
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à â ñëó÷àå ôóíêöèé ×àïëûãèíà (1.77) âîçäåéñòâèÿ ñðåäû âèä àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé

v′ = vΨ1(α, Z1, Z2), (1.105)
α′ = −Z2 + µ2(Z

2
1 + Z2

2) sin α + µ2 sin α cos2 α−
− µ2µ3Z2 cos2 α, (1.106)

Z ′
2 = sin α cos α− Z2Ψ1(α, Z1, Z2)− (1 + µ2µ3)Z

2
1

cos α

sin α
−

− µ3Z2 cos α, (1.107)

Z ′
1 = −Z1Ψ1(α, Z1, Z2) + (1 + µ2µ3)Z1Z2

cos α

sin α
−

− µ3Z1 cos α, (1.108)

β′1 = (1 + µ2µ3)Z1
cos α

sin α
, (1.109)

ãäå
Ψ1(α, Z1, Z2) = −µ2(Z

2
1 + Z2

2) cos α + µ2 sin2 α cos α−
−µ2µ3Z2 sin α cos α,

ïðè ýòîì âûáèðàÿ â äàëüíåéøåì, êàê è âûøå, áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû b = µ2, H1 = µ3

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
b = σn0, n2

0 =
AB

I2

, H1 =
Bh1

I2n0

. (1.110)

Óðàâíåíèÿ (1.101)�(1.104) ñèñòåìû (1.100)�(1.104) îáðàçóþò íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó
÷åòâåðòîãî, à óðàâíåíèÿ (1.101)�(1.103) � òðåòüåãî ïîðÿäêà.

6.7 Îá óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êëþ÷åâîãî ðåæèìà � íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ � ïî îòíîøå-
íèþ ê âîçìóùåíèÿì óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè, ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì
α, Z1, Z2. Äðóãèìè ñëîâàìè, èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåçàâèñèìîé
ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà (1.101)�(1.103) (åñëè, êîíå÷íî, äîîïðåäåëèòü äàííóþ ñèñòåìó
ïî íåïðåðûâíîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âîçìîæíî).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 1.7. Ïëîñêîñòü

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : Z1 = 0} (1.111)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ ñèñòåìû (1.101)�(1.103).
Áîëåå òîãî, ïîñëå ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè Z1 = 0 â ñèñòåìó (1.101)�(1.103) îñòàâøèåñÿ

äâà óðàâíåíèÿ íà α,Z2 îáðàçóþò ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî
äâèæåíèÿ òåëà (ñì. âûøå), ïðè ýòîì ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ (1.45).

Òàêèì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòü (1.111) "óêëàäûâàåòñÿ" ôàçîâûé ïîðòðåò èç ïëîñêîé äè-
íàìèêè. Áîëåå òîãî, ïëîñêîñòü (1.111) ðàçäåëÿåò òðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà äâå
÷àñòè:

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 > 0} (1.112)
è

{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 < 0}, (1.113)
â êàæäîé èç êîòîðûõ äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñàìîñòîÿòåëüíî. Íî íå ïðîèçâîëüíî äðóã îò
äðóãà, ïîñêîëüêó â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñèììåòðèÿ:
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i) α- è Z2-ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1.101)�(1.103) íå ìåíÿþò çíàêè ïðè
ñèììåòðèè 


α
Z1

Z2


 →




α
−Z1

Z2


 (1.114)

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè (1.111);
ii) Z1-ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1.101)�(1.103) ìåíÿåò çíàê ïðè ñèì-

ìåòðèè (1.114) îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè (1.111).
Ïîñëåäíèå ôàêòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñèñòåìó (1.101)�(1.103) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü

â ïîëóîãðàíè÷åííîì ñëîå (1.112), õîòÿ ïîëíîöåííûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì åãî ñ÷èòàòü
íåëüçÿ.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì ïîñëåäíèõ çàìå÷àíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôóíê-
öèè

V1(α,Z1) = Z1 sin α (1.115)
â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (×åòàåâà) â ïîëóîãðàíè÷åííîì ñëîå (1.112), ïîñêîëüêó â
íåì äàííàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Òåîðåìà 1.6. Ôóíêöèÿ (1.115) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1.101)�(1.103) ôóíêöèåé Ëÿïóíî-
âà (×åòàåâà), ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.101)�(1.103) îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà ïðè µ2 < µ3 è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè µ2 > µ3.
Ñëåäñòâèå 1.3. Ïðè µ2 < µ3 ñèñòåìà (1.101)�(1.103) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîñëå
äîîïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè µ2 > µ3 �
îòòàëêèâàþùóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (1.115) â ñèëó
ñèñòåìû (1.101)�(1.103) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(µ2 − µ3)Z1α + o(α2 + Z2
1 + Z2

2). (1.116)
Â ÷àñòíîñòè, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñèñòåì âèäà (1.106)�(1.108), âçÿ-

òîé äëÿ ôóíêöèé ×àïëûãèíà (1.77) âîçäåéñòâèÿ ñðåäû.
Ðàññìîòðèì òàêæå ôóíêöèþ (ïîäîáíóþ (1.84))

V (α, Z1, Z2) = Z2
2 + (1 + b2)Z2

1 + [bZ2 − sin α]2 , (1.117)
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.
Òåîðåìà 1.7. Ôóíêöèÿ (1.117) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1.101)�(1.103) ôóíêöèåé Ëÿïóíî-
âà (×åòàåâà), ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.101)�(1.103) îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà ïðè µ2 < µ3 è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè µ2 > µ3.
Ñëåäñòâèå 1.4. Ïðè µ2 < µ3 ñèñòåìà (1.101)�(1.103) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîñëå
äîîïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè µ2 > µ3 �
îòòàëêèâàþùóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.7. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (1.117) â ñèëó
ñèñòåìû (1.101)�(1.103) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

2(µ2 − µ3)(Z
2
1 + Z2

2) + o(α2 + Z2
1 + Z2

2). (1.118)
Ïðè ïåðåõîäå ê çàäà÷å î äâèæåíèè îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü,

÷òî óêàçàííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî
íåðàâåíñòâà:

σk < hD, (1.119)
ãäå D � äèàìåòð öèëèíäðà, σ � ðàññòîÿíèå DC, à k è h � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû
âîçäåéñòâèÿ âîäû íà öèëèíäð.
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� 7 Ïðîñòðàíñòâåííîå ñâîáîäíîå òîðìîæåíèå òâåðäîãî òåëà â
ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå (ñëó÷àé I)

Ðàññìîòðèì äàëåå òàêîé ñëó÷àé äâèæåíèÿ òåëà, êîãäà óïðàâëÿþùàÿ òÿãà îòêëþ÷åíà,
ïðè ýòîì òåëî ñîâåðøàåò ïðîñòðàíñòâåííîå ñâîáîäíîå äâèæåíèå (òîðìîæåíèå) â ñîïðîòèâ-
ëÿþùåéñÿ ñðåäå (ñëó÷àé I).

Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.69) òàê è îñòàíåòñÿ âåëè÷èíà
−s(α)v2/m, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

T ≡ 0. (1.120)

Ïîäîáíî âûáîðó ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè s, yN è zN â ñè-
ñòåìå (1.69) ïðèìåì â âèäå (1.21), (1.87) (ïðè ýòîì ôóíêöèÿ R ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè y).
Ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò òàêæå åùå è äîïîëíè-
òåëüíûé äåìïôèðóþùèé (à â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàçãîíÿþùèé)
ìîìåíò íåêîíñåðâàòèâíîé ñèëû.

7.1 Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì
ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ (çàäà÷à î ïðî-
ñòðàíñòâåííîì ñâîáîäíîì òîðìîæåíèè)

Â ñèëó óðàâíåíèé (1.69) âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè èìååòñÿ öèêëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ñî-
îòíîøåíèå

Ωx ≡ Ωx0 = const. (1.121)
Â äàëüíåéøåì áóäåì èññëåäîâàòü ñëó÷àé íóëåâîé çàêðóòêè òâåðäîãî òåëà âîêðóã ñâîåé

ïðîäîëüíîé îñè, ò.å. êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Ωx0 = 0. (1.122)

Ïðîåêòèðóÿ â äàëüíåéøåì óãëîâûå ñêîðîñòè íà ïîäâèæíûå îñè, íå ñâÿçàííûå ñ òåëîì,
òàê, ÷òî

z1 = Ωy cos β1 + Ωz sin β1, z2 = −Ωy sin β1 + Ωz cos β1 (1.123)
è ââîäÿ, êàê è ðàíåå, íîâûå áåçðàçìåðíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
ôîðìóëàì

zk = n0vZk, k = 1, 2, < · >= n0v <′>, (1.124)
ñèñòåìà (1.69) ïðèâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

v′ = vΨ1(α, Z1, Z2), (1.125)

α′ = −Z2 + µ2(Z
2
1 + Z2

2) sin α +
σ

I2n0

F (α) cos α−

− σh1

I2

Z2s(α) cos α +
s(α)

mn0

cos α, (1.126)

Z ′
2 =

F (α)

I2n2
0

− Z2Ψ1(α,Z1, Z2)− Z2
1

cos α

sin α
− σh1

I2

Z2
1

s(α)

sin α
− h1

I2n0

Z2s(α), (1.127)

Z ′
1 = −Z1Ψ1(α, Z1, Z2) + Z1Z2

cos α

sin α
+

σh1

I2

Z1Z2
s(α)

sin α
− h1

I2n0

Z1s(α), (1.128)

β′1 = Z1
cos α

sin α
+

σh1

I2

Z1
s(α)

sin α
, (1.129)

ãäå
Ψ1(α, Z1, Z2) = −µ2(Z

2
1 + Z2

2) cos α +
σ

I2n0

F (α) sin α−
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−s(α)

mn0

cos α− σh1

I2

Z2s(α) sin α,

à â ñëó÷àå ôóíêöèé ×àïëûãèíà âîçäåéñòâèÿ ñðåäû âèä àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

v′ = vΨ1(α, Z1, Z2), (1.130)

α′ = −Z2 + µ2(Z
2
1 + Z2

2) sin α + µ2 sin α cos2 α−
− µ2µ3Z2 cos2 α +

µ1

2
sin α cos α, (1.131)

Z ′
2 = sin α cos α− Z2Ψ1(α, Z1, Z2)− (1 + µ2µ3)Z

2
1

cos α

sin α
−

− µ3Z2 cos α, (1.132)

Z ′
1 = −Z1Ψ1(α, Z1, Z2) + (1 + µ2µ3)Z1Z2

cos α

sin α
−

− µ3Z1 cos α, (1.133)

β′1 = (1 + µ2µ3)Z1
cos α

sin α
, (1.134)

ãäå
Ψ1(α, Z1, Z2) = −µ2(Z

2
1 + Z2

2) cos α + µ2 sin2 α cos α−
−µ1

2
cos2 α− µ2µ3Z2 sin α cos α,

ïðè ýòîì âûáèðàÿ â äàëüíåéøåì, êàê è âûøå, áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû µ1, b = µ2, H1 = µ3

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ1 = 2
B

mn0

, b = σn0, n2
0 =

AB

I2

, H1 =
Bh1

I2n0

. (1.135)

Óðàâíåíèÿ (1.126)�(1.129) ñèñòåìû (1.125)�(1.129) îáðàçóþò íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó
÷åòâåðòîãî, à óðàâíåíèÿ (1.126)�(1.128) � òðåòüåãî ïîðÿäêà.

7.2 Îá óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êëþ÷åâîãî ðåæèìà � íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ � ïî îòíîøå-
íèþ ê âîçìóùåíèÿì óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè, ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì
α, Z1, Z2. Äðóãèìè ñëîâàìè, èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåçàâèñèìîé
ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà (1.126)�(1.128) (åñëè, êîíå÷íî, äîîïðåäåëèòü äàííóþ ñèñòåìó
ïî íåïðåðûâíîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âîçìîæíî).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.8. Ïëîñêîñòü

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : Z1 = 0} (1.136)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ ñèñòåìû (1.126)�(1.128).

Áîëåå òîãî, ïîñëå ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè Z1 = 0 â ñèñòåìó (1.126)�(1.128) îñòàâøèåñÿ
äâà óðàâíåíèÿ íà α,Z2 îáðàçóþò ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî
äâèæåíèÿ òåëà (ñì. âûøå), ïðè ýòîì ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ (1.58).

Òàêèì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòü (1.136) "óêëàäûâàåòñÿ" ôàçîâûé ïîðòðåò èç ïëîñêîé äè-
íàìèêè. Áîëåå òîãî, ïëîñêîñòü (1.136) ðàçäåëÿåò òðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà äâå
÷àñòè:

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 > 0} (1.137)
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è
{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 < 0}, (1.138)

â êàæäîé èç êîòîðûõ äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñàìîñòîÿòåëüíî. Íî íå ïðîèçâîëüíî äðóã îò
äðóãà, ïîñêîëüêó â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò ñèììåòðèÿ (1.114).

Ïîñëåäíèå ôàêòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñèñòåìó (1.126)�(1.128) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü
â ïîëóîãðàíè÷åííîì ñëîå (1.137), õîòÿ ïîëíîöåííûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì åãî ñ÷èòàòü
íåëüçÿ.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì ïîñëåäíèõ çàìå÷àíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôóíê-
öèè

V1(α,Z1) = Z1 sin α (1.139)
â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (×åòàåâà) â ïîëóîãðàíè÷åííîì ñëîå (1.137), ïîñêîëüêó â
íåì äàííàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Òåîðåìà 1.8. Ôóíêöèÿ (1.139) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1.126)�(1.128) ôóíêöèåé Ëÿïóíî-
âà (×åòàåâà), ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.126)�(1.128) îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà ïðè µ3 > µ1 + µ2 è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè µ3 < µ1 + µ2.
Ñëåäñòâèå 1.5. Ïðè µ3 > µ1 + µ2 ñèñòåìà (1.126)�(1.128) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò
(ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè µ3 <
µ1 + µ2 � îòòàëêèâàþùóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.8. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (1.139) â ñèëó
ñèñòåìû (1.126)�(1.128) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(µ1 + µ2 − µ3)Z1α + o(α2 + Z2
1 + Z2

2). (1.140)

Â ÷àñòíîñòè, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñèñòåì âèäà (1.131)�(1.133), âçÿ-
òîé äëÿ ôóíêöèé ×àïëûãèíà (1.77) âîçäåéñòâèÿ ñðåäû.

Ïðè ïåðåõîäå ê çàäà÷å î äâèæåíèè îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî óêàçàííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî
íåðàâåíñòâà:

σk +
2I2

mD
< hD, (1.141)

ãäå D � äèàìåòð öèëèíäðà, σ � ðàññòîÿíèå DC, à k è h � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû
âîçäåéñòâèÿ âîäû íà öèëèíäð, èëè

σDk + 2r2
1 < hD2, (1.142)

ãäå r1 � ðàäèóñ èíåðöèè öèëèíäðà (ïîäðîáíåå ñì. ñëåäóþùóþ ãëàâó).
Âèäíî, ÷òî òåîðåìà 1.8 äàåò òàêèå æå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷à-

ñòè ïåðåìåííûõ (α, Z1, Z2), ÷òî è ïðåäëîæåíèå 1.5, â êîòîðîì ôèãóðèðóþò äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû èç äèíàìèêè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ.

Â ñëó÷àå æå ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ ïîëó÷åííûå ñèñòåìû èìåþò íåîïðåäåëåí-
íîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âûçâàíî âûðîæäåííîñòüþ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êîíöà
âåêòîðà v ñêîðîñòè öåíòðà ïåðåäíåãî äèñêà (êàâèòàòîðà) è ïðåîäîëåâàåòñÿ äîîïðåäåëåíè-
åì ïðàâûõ ÷àñòåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

� 8 Çàêëþ÷åíèå ê äâóìåðíîé (2D−) è òðåõìåðíîé (3D−) çàäà-
÷àì

Èòàê, íåóñòîé÷èâîñòü ïðîñòåéøåãî äâèæåíèÿ òåëà � ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî
òîðìîæåíèÿ � èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäè÷åñêèõ öåëÿõ, à èìåííî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè.
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Ýêñïåðèìåíò î äâèæåíèè â âîäå îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ, ïðîâåäåííûé â Èí-
ñòèòóòå ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ïîäòâåðäèë, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîç-
äåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêæå äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð,
âíîñÿùèé â ñèñòåìó äèññèïàöèþ.

Ïðè èçó÷åíèè êëàññà òîðìîæåíèé òåëà ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè ãëàâíûì âîïðîñîì
ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò àâòîêîëåáàíèÿ â êîíå÷-
íîé îêðåñòíîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ. Âîçíèêàåò, òàêèì îáðà-
çîì, íåîáõîäèìîñòü ïîëíîãî íåëèíåéíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Íà÷àëüíûì ýòàïîì òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæåíèå äåìïôèðóþùåãî âîç-
äåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû ñðåäû íà òâåðäîå òåëî. Íà ôóíêöèîíàëüíîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò ïðåä-
ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïàðà äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ âîçäåéñòâèå ñðåäû, çà-
âèñèò ëèøü îò îäíîãî ïàðàìåòðà � óãëà àòàêè. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âîçíèêàþùèå ïðè
òàêîì íåëèíåéíîì îïèñàíèè, íîñÿò õàðàêòåð ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé. Ïîýòîìó
ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì.

Âîîáùå, äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé, � êàê ðàç òà îáëàñòü,
ãäå îáû÷íî âîçíèêàþò ëèáî ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì (çà-
äà÷à î ñâîáîäíîì òîðìîæåíèè òâåðäîãî òåëà), ëèáî ñèñòåìû, â êîòîðûõ ïîòåðÿ ýíåðãèè â
ñðåäíåì çà ïåðèîä ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü (çàäà÷à î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà â ñîïðî-
òèâëÿþùåéñÿ ñðåäå ïðè íàëè÷èè ñëåäÿùåé ñèëû). Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ ìåòîäèêà,
áëàãîäàðÿ êîòîðîé óäàåòñÿ äî êîíöà àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàòü íåêîòîðûå ìîäåëüíûå çà-
äà÷è î ïëîñêîïàðàëëåëüíîì è ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà.

Ïðè êà÷åñòâåííîì îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñî ñðåäîé ïî ïðè÷èíå èñïîëüçîâàíèÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ âîçíèêàåò îïðåäåëåí-
íûé ðàçáðîñ â ìîäåëèðîâàíèè ñèëîìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ýòî äåëàåò åñòåñòâåííûì
ââåäåíèå îïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ãðóáîñòè (îòíîñèòåëüíîé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè)
è äîêàçàòåëüñòâî òàêîé ãðóáîñòè äëÿ èññëåäóåìûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì ìíîãèå èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñèñòåì ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî (àáñîëþòíî) ãðóáûìè ïî Àíäðîíîâó�Ïîíòðÿãèíó â
îáû÷íîì ñìûñëå.

Âåñü ñïåêòð ðåçóëüòàòîâ, íàéäåííûõ ïðè ïðîñòåéøåì ïðåäïîëîæåíèè îá îòñóòñòâèè
äåìïôèðóþùåãî âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû ñðåäû íà òâåðäîå òåëî, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä
î íåâîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâîâàëè áû àâòîêîëåáàíèÿ
â êîíå÷íîé îêðåñòíîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ.

Äàííàÿ ðàáîòà ñèñòåìàòèçèðóåò èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ òåëà â ñðåäå ïðè ó÷åòå äåìï-
ôèðóþùåãî ìîìåíòà ñî ñòîðîíû ñðåäû. Òàêîé ìîìåíò âíîñèò â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíóþ
äèññèïàöèþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå òîðìîæåíèå òåëà â ïðèí-
öèïå ìîæåò ñòàòü óñòîé÷èâûì.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò äåìïôèðóþùåãî âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû ñðåäû íà òâåðäîå òå-
ëî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïðèâîäèò ê ïîëîæèòåëüíîìó îòâåòó íà ãëàâíûé âîïðîñ: ïðè
äâèæåíèè òåëà â ñðåäå ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè â ïðèíöèïå âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå
óñòîé÷èâûõ àâòîêîëåáàíèé.

� 9 Îá óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåí-
íûõ äëÿ ÷åòûðåõìåðíîé (4D−) çàäà÷è

Ðàññìîòðèì òàêæå íåêîòîðûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî òâåð-
äîãî òåëà, ðàññìîòðåííûå â [48].
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9.1 Ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåèíòåãðèðóå-
ìîé ñâÿçè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà êàñà-
òåëüíîì ðàññëîåíèè T∗S3{z3, z2, z1; α, β1, β2} òðåõìåðíîé ñôåðû S3{α, β1, β2} è êîòîðàÿ îïè-
ñûâàåò äâèæåíèå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ÷åòûðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà â íåêîíñåð-
âàòèâíîì ïîëå ïðè íàëè÷èè íåèíòåãðèðóåìîé ñâÿçè [53]:

α̇ = − (1 + µ2µ3) z3 + µ2 sin α, (1.143)

ż3 = sin α cos α−

− (1 + µ2µ3) (z2
1 + z2

2)
cos α

sin α
− µ3z3 cos α, (1.144)

ż2 = (1 + µ2µ3) z2z3
cos α

sin α
+

+ (1 + µ2µ3) z2
1

cos α

sin α

cos β1

sin β1

− µ3z2 cos α, (1.145)

ż1 = (1 + µ2µ3) z1z3
cos α

sin α
−

− (1 + µ2µ3) z1z2
cos α

sin α

cos β1

sin β1

− µ3z1 cos α, (1.146)

β̇1 = (1 + µ2µ3) z2
cos α

sin α
, (1.147)

β̇2 = − (1 + µ2µ3) z1
cos α

sin α sin β1

. (1.148)

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü åå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ïå-
ðåìåííûõ α, z1, z2, z3 (åñëè, êîíå÷íî, äîîïðåäåëèòü äàííóþ ñèñòåìó ïî íåïðåðûâíîñòè â
íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âîçìîæíî).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

V (α, z1, z2, z3) = (1 + µ2
2)(z

2
3 + z2

2 + z2
1)− 2µ2z3 sin α + sin2 α, (1.149)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 1.9. Ôóíêöèÿ (1.149) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1.143)�(1.148) ôóíêöèåé Ëÿïóíî-
âà (×åòàåâà), ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.143)�(1.148) îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà ïðè µ2 < µ3 è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè µ2 > µ3.

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïðè µ2 < µ3 ñèñòåìà (1.143)�(1.148) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîñëå
äîîïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè µ2 > µ3 �
îòòàëêèâàþùóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.9. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (1.149) â ñèëó
ñèñòåìû (1.143)�(1.148) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

2(µ2 − µ3)(z
2
1 + z2

2 + z2
3) cos α. (1.150)
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9.2 Ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì íåêîíñåðâà-
òèâíîé ïàðû ñèë

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà êàñà-
òåëüíîì ðàññëîåíèè T∗S3{Z3, Z2, Z1; α, β1, β2} òðåõìåðíîé ñôåðû S3{α, β1, β2} è êîòîðàÿ
îïèñûâàåò äâèæåíèå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ÷åòûðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà â íåêîí-
ñåðâàòèâíîì ïîëå ïîä äåéñòâèå ïàðû ñèë [48, 53]:

v′ = vΨ(α, β1, β2, Z), (1.151)
α′ = −Z3 + µ2(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3) sin α+

+ µ2 sin α cos2 α− µ2µ3Z3 cos2 α, (1.152)
Z ′

3 = sin α cos α− (1 + µ2µ3) (Z2
1 + Z2

2)
cos α

sin α
+

+µ2Z3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3) cos α− µ2Z3 sin2 α cos α+

+ µ2µ3Z
2
3 sin α cos α− µ3Z3 cos α, (1.153)

Z ′
2 = (1 + µ2µ3) Z2Z3

cos α

sin α
+ (1 + µ2µ3) Z2

1

cos α

sin α

cos β1

sin β1

+

+µ2Z2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3) cos α− µ2Z2 sin2 α cos α+

+ µ2µ3Z2Z3 sin α cos α− µ3Z2 cos α, (1.154)

Z ′
1 = (1 + µ2µ3) Z1Z3

cos α

sin α
− (1 + µ2µ3) Z1Z2

cos α

sin α

cos β1

sin β1

+

+µ2Z1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3) cos α− µ2Z1 sin2 α cos α+

+ µ2µ3Z1Z3 sin α cos α− µ3Z1 cos α, (1.155)
β′1 = (1 + µ2µ3) Z2

cos α

sin α
, (1.156)

β′2 = − (1 + µ2µ3) Z1
cos α

sin α sin β1

, (1.157)
ãäå

Ψ(α, β1, β2, Z) = −µ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3) cos α+

+µ2 sin2 α cos α− µ2µ3Z3 sin α cos α.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü åå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ïå-
ðåìåííûõ α,Z1, Z2, Z3 (åñëè, êîíå÷íî, äîîïðåäåëèòü äàííóþ ñèñòåìó ïî íåïðåðûâíîñòè â
íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âîçìîæíî).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
V (α, Z1, Z2, Z3) = (1 + µ2

2)(Z
2
3 + Z2

2 + Z2
1)− 2µ2Z3 sin α + sin2 α, (1.158)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.
Òåîðåìà 1.10. Ôóíêöèÿ (1.158) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1.151)�(1.157) ôóíêöèåé Ëÿ-
ïóíîâà (×åòàåâà), ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.151)�(1.157) îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà ïðè µ2 < µ3 è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè µ2 > µ3.
Ñëåäñòâèå 1.7. Ïðè µ2 < µ3 ñèñòåìà (1.151)�(1.157) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîñëå
äîîïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè µ2 > µ3 �
îòòàëêèâàþùóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.10. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (1.158) â ñèëó
ñèñòåìû (1.151)�(1.157) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

2(µ2 − µ3)(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3) + o(α2 + Z2

1 + Z2
2 + Z2

3). (1.159)



Ãëàâà 2

Àíàëèç äàííûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ýêñïåðèìåíòîâ ïî äâèæåíèþ òåë â ñðåäå

Ïðåäëàãàåìàÿ ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åðåäíîé ýòàï èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ïëîñêîïà-
ðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé ëèøü ÷åðåç ïåðåä-
íèé ïëîñêèé ó÷àñòîê ñâîåé âíåøíåé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ
ñðåäû èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöè-
îíàðíîñòè (íàïðèìåð, î âõîäå îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ â âîäó). Äâèæåíèå ñðåäû
íå èçó÷àåòñÿ, à ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, â êîòîðîé õàðàê-
òåðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ ñîèçìåðèìî ñ õàðàêòåðíûì
âðåìåíåì äâèæåíèÿ ñàìîãî öåíòðà. Åñëè â [57] ïðåäúÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ, â [56] ïîëó÷åíî íîâîå ìíîãî-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ â ïðîñòðàíñòâå êâàçèñêîðîñòåé, òî â äàí-
íîé ãëàâå ïîäãîòîâëåí êîëè÷åñòâåííûé ìàòåðèàë äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøèõ íàòóðíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ î äâèæåíèè â ñðåäå ïîëûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ.

� 1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Äàäèì êðàòêîå ðåçþìå ïðåäûäóùèì ýòàïàì èññëåäîâàíèé. Èòàê, ïî ïðè÷èíå ñëîæíîñòè

íåëèíåéíîãî àíàëèçà íà÷àëüíûì èõ ýòàïîì ÿâèëîñü ïðåíåáðåæåíèå çàâèñèìîñòüþ ìîìåíòà
ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû îò óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà è èñïîëüçîâàíèå òàêîé çàâèñèìîñòè
ëèøü îò óãëà àòàêè.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæåí âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òàê íàçûâàåìî-
ãî íåâîçìóùåííîãî (ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî) äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòè
òî÷åê òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëàñòèíå (êàâèòàòîðó).

Âåñü ñïåêòð ðåçóëüòàòîâ, íàéäåííûõ ïðè óêàçàííîì ïðîñòåéøåì ïðåäïîëîæåíèè, ïîç-
âîëÿë ñäåëàòü âûâîä î íåâîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ó ïðè-
âåäåííûõ ñèñòåì ñóùåñòâîâàëè áû ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óãëîâûì êîëåáàíèÿì òåëà
îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäû.

Ýêñïåðèìåíò î äâèæåíèè â âîäå îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ ïîäòâåðäèë, ÷òî ïðè
ìîäåëèðîâàíèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
çàâèñèìîñòü ìîìåíòà ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû è îò óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà. Ïðè ýòîì â
óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, âíîñÿùèå â ñèñòåìó äèññèïàöèþ.

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ òåëà ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè îñíîâíûì âîïðîñîì íåëèíåé-
íîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò êîëåáàíèÿ
îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäû âîçëå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Ýòî ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ïîëíîãî íåëèíåéíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ óäàëîñü èñïîëüçîâàòü íåóñòîé÷èâîñòü ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòó-
ïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ â ìåòîäè÷åñêèõ öåëÿõ, à èìåííî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ
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ïàðàìåòðîâ âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè.
Ó÷åò äåìïôèðóþùåãî âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû ñðåäû íà òâåðäîå òåëî ïðè íåêîòîðûõ

óñëîâèÿõ ïðèâîäèò ê ïîëîæèòåëüíîìó îòâåòó íà ãëàâíûé âîïðîñ íåëèíåéíîãî àíàëèçà: ïðè
äâèæåíèè òåëà â ñðåäå ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè â ïðèíöèïå âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå
óñòîé÷èâûõ àâòîêîëåáàíèé, êîòîðûå îáóñëàâëèâàþòñÿ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîé çàâèñèìî-
ñòè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû îò óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, ÷òî âíîñèò â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíóþ
äèññèïàöèþ.

Áîëåå òîãî, â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì îïðåäåëåííîãî âèäà ïîëó÷åíî íîâîå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçî-
âûõ ïîðòðåòîâ íà äâóìåðíîì öèëèíäðå, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òîïîëî-
ãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, ìåíÿþùèõ ñâîé òîïîëîãè÷åñêèé òèï ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû âûðîæäåííûì îáðàçîì.

� 2 Ïîäãîòîâêà äàííûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ

2.1 Çàäà÷à î âõîäå â âîäó îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ
Âåðíåìñÿ äàëåå ê çàäà÷å î âõîäå â âîäó îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ. Çíà÷åíèÿ ôèçè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ öèëèíäðîâ, ïðè êîòîðûõ ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå òîðìîæåíèå
â ïðèíöèïå ìîæåò ñòàòü óñòîé÷èâûì, äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñîòíîøåíèåì

µ3 > µ1 + µ2 (2.1)
èëè

h
mD2

I
− 2− k

mσD

I
> 0. (2.2)

Ïðè ýòîì åñëè âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.2), ðàâíà íóëþ, òî áóäåì
ãîâîðèòü î êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå.

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü D � äèàìåòð êðóãîâîãî öèëèíäðà, σ � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ
äî ïåðåäíåãî òîðöà, I, m � èíåðöèîííî-ìàññîâûå õàðàêòåðèñòèêè öèëèíäðà, ïîñòîÿííûå
k è h � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà öèëèíäð.

Äëÿ ïàðàìåòðîâ k, h âîçäåéñòâèÿ âîäû íà òåëî ñ ïåðåäíèì êðóãëûì òîðöîì óæå áûëà
ïðèíÿòà îöåíêà k = h = 0, 1. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (2.2) ïîçâîëÿåò ïîïûòàòüñÿ ¾ñêîí-
ñòðóèðîâàòü¿ òâåðäîå òåëî � êðóãîâîé öèëèíäð, äëÿ êîòîðîãî ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïà-
òåëüíîå òîðìîæåíèå ìîæåò ñòàòü óñòîé÷èâûì. Äëÿ ýòîãî îñòàëîñü âûáðàòü ïàðàìåòðû
σ,D, I, m öèëèíäðà, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ (2.2).

Àíàëèçèðóÿ íåðàâåíñòâî (2.2), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä. Èíåðöèîííî-ìàññîâûå
ïàðàìåòðû îäíîðîäíûõ öèëèíäðîâ òàêîâû, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.2) ïðè h = 0, 1 óäîâëåòâî-
ðèòü íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äàííîì çíà÷åíèè h = 0, 1 ëåâàÿ ÷àñòü (2.2) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

F1(k, h, m, I, σ,D)|k=h=0,1 = h
mD2

I
− 2− k

mσD

I
|k=h=0,1 = F2(σ,D). (2.3)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ âñåãäà
ïðèíèìàåò ñëåäóþùåå îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå:

− 3D2 − 12σD − 80σ2, (2.4)
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî
òîðìîæåíèÿ. Çäåñü ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî öåíòðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå

I = m

(
σ2

3
+

D2

16

)
. (2.5)
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2∆1

∆2

2( )∆ + σ1 1

D

Ðèñ. 2.1: Ïîëûé öèëèíäð ("ãèëüçà")

Áîëåå òîãî, åñëè èññëåäîâàòü ëåâóþ ÷àñòü (2.2) ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ h, òî îíà ìîæåò
äîñòèãàòü íóëÿ ëèøü ïðè ñëåäóþùåì íàèìåíüøåì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè h∗:

(
10h∗ − 5

4

)
− σ̄ − 20

3
σ̄2 = 0, σ̄ =

σ

D
, (2.6)

ïðåâîñõîäÿùåì ïðèíÿòîå ðàíåå çíà÷åíèå h = 0, 1 è ðàâíîì

h∗ = 0, 125. (2.7)

Óñëîâèÿ (2.6) è (2.7) ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèé ïðîìåæóòî÷íûé âûâîä. Ïðÿìîëè-
íåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå òîðìîæåíèå îäíîðîäíîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà â âîäå íå ìîæåò
áûòü óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè.

Òåì íå ìåíåå, îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à èññëåäóåìîé óñòîé÷èâîñòè ðåøàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðàíåå ïðèíÿòîé îöåíêîé íà äàííûé êîýôôèöèåíò: h = 0, 1.

2.2 Çàäà÷à î âõîäå â âîäó ïîëûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ
Ïîñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ è èíåðöèîííî-ìàññîâûõ ïàðàìåòðîâ
ñîñòàâíîãî òâåðäîãî òåëà � ïîëîãî öèëèíäðà � äëÿ äîñòèæåíèÿ óêàçàííîé óñòîé÷èâîñòè.
À èìåííî, ïðåäñòàâèì ñåáå íåêîòîðûé ïîëûé öèëèíäð (¾ãèëüçó¿, ðèñ. 2.1), ãåîìåòðè÷åñêèå
è èíåðöèîííî- ìàññîâûå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî â äàëüíåéøåì ïðèâåäóò ê âûïîëíåíèþ
èñêîìîãî íåðàâåíñòâà ïðè óæå ôèêñèðîâàííîì íàìè çíà÷åíèè h = 0, 1.

Èññëåäóåìîå ñîñòàâíîå òâåðäîå òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåäíþþ îäíîðîäíóþ ÷àñòü
(öèëèíäð) äèàìåòðà D è âûñîòû 2∆1, êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ áîêîâûìè ñòåíêàìè äëèíû
2σ1 è øèðèíû ∆2 (ðèñ. 2.1).

Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû ñîñòàâíîãî òåëà, âõîäÿùèå â íåðàâåíñòâî (2.2), � ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà ìàññ äî ïåðåäíåãî êðóãëîãî òîðöà σ, à òàêæå (öåíòðàëüíûé) ðàäèóñ èíåðöèè òåëà
ρ. Äàííûå âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

σ =
∆2

1D
2 + 4σ1∆2(D −∆2)(σ1 + 2∆1)

∆2
1D

2 + 4σ1∆2(D −∆2)
, (2.8)

ρ2 =
∆2

1D
2+

∆2
1D

2 + 4σ1∆2(D −∆2)

{
4

3
∆2

1 +
D2

16
− 2∆1σ + σ2

}
+
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+
4σ1∆2(D −∆2)

∆2
1D

2 + 4σ1∆2(D −∆2)
×

×
{

σ2
1

3
+

D2

8
− ∆2(D −∆2)

4
+

D4∆2
1(σ1 + ∆1)

2

∆2
1D

2 + 4σ1∆2(D −∆2)

}
. (2.9)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëíûå ðàâåíñòâà (2.8), (2.9), íî ýòî íå èìååò ðåøàþùåãî çíà÷å-
íèÿ, ïîñêîëüêó äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:

∆2
1 ≈ ∆2

2 ≈ ∆1∆2 ≈ 0. (2.10)
Äàëåå, âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû áóäåì ñ÷èòàòü áåçðàçìåðíûìè:

∆1 =
∆1

D
, ∆2 =

∆2

D
, σ1 =

σ1

D
, (2.11)

ïðè ýòîì â äàëüíåéøåì, äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè, âåçäå ÷åðòó îïóñòèì.
Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (2.2) ïðè äîïóùåíèÿõ (2.10) ïðè h = 0, 1 â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå

ïðèâåäåò ê ðàâåíñòâó
∆1

(
−1

4

)
+ σ1∆2

(
7

2

)
− 4σ2

1∆2 = 0. (2.12)

Íàéäåì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå σ∗1 áåçðàçìåðíîé äëèíû áîêîâûõ ñòåíîê ñîñòàâíîãî òåëà.
Îíî ðàâíî

σ∗1 =
7

16
+

1

8

√
49

4
− 4

∆1

∆2

. (2.13)

Èç ðàâåíñòâà (2.13) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ∆1/∆2 ìîæåò êîëåáàòüñÿ ëèøü â ñëåäóþùèõ
ïðåäåëàõ:

0 <
∆1

∆2

<
49

16
= 3, 0625. (2.14)

Ôîðìàëüíî, ïðè ∆1 → 0 (ïåðåäíèé òîðåö ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî òîíêîìó äèñêó) èñ-
êîìîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê

σ∗1 = 0, 875. (2.15)
Â ÷àñòíîì èíòåðåñíîì ñëó÷àå ïðè ∆1 = ∆2 îíî íàéäåòñÿ â âèäå

σ∗1 =
1

16
(7 +

√
33) ≈ 0, 797, (2.16)

à òàêæå ïðè ∆1/∆2 → 49/16 èñêîìîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê
σ∗1 = 0, 4375. (2.17)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûáèðàòü çíà÷åíèå σ∗1 â ïðåäåëàõ
0.4375 ≤ σ∗1 ≤ 0.875, (2.18)

íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âûðàæåíèÿ (2.15)�(2.17) çàòðàãèâàþò ëèøü óäîáíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.
Òàê, â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðèíÿòü ∆1 = ∆2 = 0, 1 (ò.å., åñëè D = 30 ìì, òî ∆1 = ∆2 = 3

ìì), òîãäà ðàçìåðíàÿ äëèíà áîêîâûõ ñòåíîê äîëæíà áûòü ðàâíà 2σ1 ≈ 1, 6D ≈ 47, 8 ìì,
à îáùàÿ ¾êðèòè÷åñêàÿ¿ äëèíà âñåãî ñîñòàâíîãî òåëà ñîñòàâèò 47, 8 + 6 ≈ 54 ìì.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî åñëè æå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïîòðåáóåòñÿ ¾ñêîð-
ðåêòèðîâàòü¿ ïîñòîÿííóþ h âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òåëî, òî èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ âå-
ëè÷èíû σ∗1 ïðåäñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ëèíåàðèçîâàííîå êðèòè÷åñêîå ðàâåíñòâî
(2.12) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

∆1

(
10h− 5

4

)
+ σ1∆2

(
40h− 1

2

)
− 4σ2

1∆2 = 0, (2.19)
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à èñêîìàÿ âåëè÷èíà σ∗1 íàéäåòñÿ èç ðàâåíñòâà

σ∗1 =
1

8





(
40h− 1

2

)
+

√(
40h− 1

2

)2

+ 16

(
10h− 5

4

)
∆1

∆2



 . (2.20)

2.3 Âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå ñ îãðà-
íè÷åííûìè óãëàìè àòàêè

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, åñëè ïàðàìåòðû çàäà÷è äîïóñêàþò íàëè-
÷èå êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ (ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.2) ðàâíà íóëþ), òî â çàâèñèìîñòè îò
ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû yN è s ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëü-
íîå òîðìîæåíèå òåëà ìîæåò áûòü èëè óñòîé÷èâûì, èëè íåóñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê
âîçìóùåíèÿì óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè.

Âûøå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè,
âêëþ÷àþùèå íåðàâåíñòâà íà ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû. Íî ãëàâ-
íàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èçìåðèòü â ýêñïåðèìåíòå äàííûå ïðîèçâîäíûå â
ÿâíîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîæíî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå òåëà îêîëî ïðÿìîëèíåéíîãî ïî-
ñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ (ò.å. óñòîé÷èâûå èëè íåóñòîé÷èâûå óãëîâûå êîëåáàíèÿ), èñ-
ïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ èíôîðìàöèþ, òåì ñàìûì íåÿâíî îöåíèâàÿ ñòàðøèå ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû.

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, ãàðàíòèðóþùåå êîëåáàòåëüíóþ óñòîé÷è-
âîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü, ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå ïðåäëîæåííûõ âûøå èçäåëèé, âûïîë-
íåíî (ìîæíî íåñêîëüêî èçìåíèòü ìàññó òåëà, èçãîòàâëèâàÿ èçäåëèÿ èç ìåòàëëîâ ðàçëè÷íîé
ïëîòíîñòè):

DIρ0

m2
<

8k

cxπ
, (2.21)

ãäå ê èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì äîáàâëåíû: ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè (â äàííîì ñëó÷àå âîäû),
cx = 0, 82 � áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèñòåìå ÑÃÑ íåðàâåíñòâî (2.21) ýêâèâàëåíòíî Dρ2/m < 0, 31, [m] =
ã, [D] = [ρ] = ñì, ãäå ρ � (öåíòðàëüíûé) ðàäèóñ èíåðöèè, âûðàæàåìûé ôîðìóëîé (2.9).

Äàëåå, âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà â ñëó÷àå êîëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà äâèæåíèÿ
íåîáõîäèìî ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè íå ìåíåå ÷åì î òðåõ ïîëóêîëåáàíèÿõ ñ àìïëèòóäàìè
a1, a2, a3 (ò.å. ïîëóòîðà ïåðèîäîâ êîëåáàíèé). Èññëåäóÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, áëèçêèõ ê
êðèòè÷åñêîìó ñëó÷àþ, èç òåîðåìû î ðîæäåíèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëó÷àåì äâà âûâîäà
îá óñòîé÷èâîñòè êëþ÷åâîãî ðåæèìà � ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ è î
õàðàêòåðå óãëîâûõ êîëåáàíèé òåëà (ñì. íèæå I è II).

Ñíà÷àëà ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå î ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåíåíèÿõ çíà÷åíèé èçìåðÿ-
åìûõ â ýêñïåðèìåíòå àìïëèòóä a1, a2, a3.
Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòíîøåíèé âåëè÷èí a1, a2, a3, . . .

a2

a1

,
a3

a2

, . . . (2.22)

(è äàëåå, åñëè óäàñòñÿ èçìåðèòü íå òðè ïîëóêîëåáàíèÿ, à áîëåå) âî ìíîãîì ìîæåò îïðå-
äåëèòü õàðàêòåð êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà. Òàê, åñëè âåëè÷èíû

a1, a2, a3, . . . (2.23)

íàïîìèíàþò âîçðàñòàþùóþ (óáûâàþùóþ) ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (â ÷àñòíîñòè,
îòíîøåíèÿ a2/a1, a3/a2 ïðèìåðíî ðàâíû), òî ñ äîëåé óâåðåííîñòè ìîæíî ãîâîðèòü î
äîñòàòî÷íî áûñòðîì ðîñòå (çàòóõàíèè) óãëîâûõ êîëåáàíèé. Åñëè æå âåëè÷èíû (2.23)
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a1

a
2

Ðèñ. 2.2:
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a
1

a

a

2

3

Ðèñ. 2.3:

âîçðàñòàþò, à èõ îòíîøåíèÿ a2/a1, a3/a2, . . . (èç (2.22)) ÿâíî óáûâàþò, òî ñëåäóåò ãî-
âîðèòü î âîçìîæíîì ïåðåõîäå ê óãëîâûì êîëåáàíèÿì îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäû.

I. Ïóñòü ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
êðèòè÷åñêîìó ñëó÷àþ, íàáëþäàþòñÿ óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê óãëó îòêëî-
íåíèÿ. Òîãäà ïðè ìàëîì óìåíüøåíèè ïðîäîëüíîé äëèíû òåëà (ñì. ïðèìåð 1 íèæå) ìîæåò
âîçíèêíóòü çàòóõàíèå óãëîâûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 2.2).

Ïðè ìàëîì æå óâåëè÷åíèè ïðîäîëüíîé äëèíû òåëà (ñì. ïðèìåð 2 íèæå) ñëåäóåò æäàòü
ðîñòà óãëîâûõ êîëåáàíèé è â äàëüíåéøåì ìîãóò íàáëþäàòüñÿ óñòîé÷èâûå óãëîâûå àâ-
òîêîëåáàíèÿ òåëà (ðèñ. 2.3). Ïðè ýòîì íàäî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
àìïëèòóäû êîëåáàíèé (ñì. çàìå÷àíèå 2.1).

Áîëåå òîãî, ïðîâîäÿ ýêñïåðèìåíò ïîâòîðíî äëÿ èçäåëèÿ èç ïðèìåðà 2 ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ âîçìóùåíèÿõ íà÷àëüíîãî óãëà àòàêè è (èëè) óãëîâîé ñêîðîñòè, âîçìîæåí ïåðåõîä
ê óñòîé÷èâûì óãëîâûì àâòîêîëåáàíèÿì ñ êîíå÷íûìè àìïëèòóäàìè (ðèñ. 2.4), àíàëîãè÷-
íûì ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ íà ðèñ. 2.3.

Ïðèìåð 1: îáùàÿ äëèíà òåëà ðàâíà 50 < 54 (ìì).
Ïðèìåð 2: îáùàÿ äëèíà òåëà ðàâíà 60 > 54 (ìì).
II. Ïóñòü ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

êðèòè÷åñêîìó ñëó÷àþ, íàáëþäàåòñÿ ðîñò óãëîâûõ êîëåáàíèé. Òîãäà ïðè ìàëîì óìåíüøå-
íèè ïðîäîëüíîé äëèíû òåëà (ñì. ïðèìåð 1 âûøå) òàêæå ìîæíî ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâûõ
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Ðèñ. 2.5:

êîëåáàíèÿõ îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäû (ò.å. ïåðåõîä îò íåóñòîé÷èâûõ óãëîâûõ àâòîêîëåáà-
íèé òåëà, ðèñ. 2.5). Ïðè ýòîì íàäî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû
êîëåáàíèé (ñì. çàìå÷àíèå 2.1).

Áîëåå òîãî, ïðîâîäÿ ýêñïåðèìåíò ïîâòîðíî äëÿ èçäåëèÿ èç ïðèìåðà 1 ïðè êîíå÷íûõ âîç-
ìóùåíèÿõ íà÷àëüíîãî óãëà àòàêè è (èëè) óãëîâîé ñêîðîñòè, âîçìîæåí ïåðåõîä îò íåóñòîé-
÷èâûõ àâòîêîëåáàíèé ê èõ ðîñòó (ðèñ. 2.6). Ïðè ìàëîì æå óâåëè÷åíèè ïðîäîëüíîé äëèíû
òåëà (ñì. ïðèìåð 2 âûøå) ñëåäóåò æäàòü ðîñòà óãëîâûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 2.7).

� 3 Çàêëþ÷åíèå
Ïðè èçó÷åíèè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè îäíîãî èç êëþ÷åâûõ ðåæèìîâ � ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæå-
íèÿ. Â ïðèìåíåíèå ê îäíîðîäíûì êðóãîâûì öèëèíäðàì âûïèñàíû êîíêðåòíûå îöåíêè íà
èõ èíåðöèîííî-ìàññîâûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèâåäåííûõ
ðàíåå ýêñïåðèìåíòîâ, â òîì ÷èñëå ïî ïîëó÷åíèþ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ âîçäåéñòâèÿ
âîäû íà íèõ.

Â ðàáîòå òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (ïëå÷à ñèëû âîçäåéñòâèÿ è êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ) âîç-
ìîæíî ïðèñóòñòâèå â ñèñòåìå ëèáî óñòîé÷èâîãî, ëèáî íåóñòîé÷èâîãî àâòîêîëåáàòåëüíûõ
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Ðèñ. 2.7:

ðåæèìîâ äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì íåïðåîäîëèìîé ñëîæíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ èçìåðåíèå ñòàðøèõ
ïðîèçâîäíûõ äàííûõ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî
òåëà íå òîëüêî ÿâíûé âèä, íî è çíàêè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ äàæå â îòäåëüíûõ òî÷êàõ
òàêèõ ôóíêöèé íàì íåèçâåñòíû.

Â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîé ðàíåå ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ äèññèïàòèâíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îïðåäåëåííîãî âèäà, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷å î ñâîáîäíîì òîðìîæå-
íèè, ïîëó÷åíî íîâîå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà äâóìåðíîì
öèëèíäðå êâàçèñêîðîñòåé, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêè íåýêâè-
âàëåíòíûõ ïîðòðåòîâ, âûðîæäåííûì îáðàçîì ìåíÿþùèõ ñâîé òîïîëîãè÷åñêèé òèï ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî îáëàäàåò èëè óñòîé÷èâûì, èëè
íåóñòîé÷èâûì àâòîêîëåáàòåëüíûì ðåæèìàìè â êîíå÷íîì äèàïàçîíå óãëîâ àòàêè. Îáëàñòü
ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êîíå÷íîé ìåðû âî âñåì áåñêî-
íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, òàê ÷òî ïîëó÷åííûå ïîðòðåòû ÿâëÿþòñÿ
òèïè÷íûìè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñêîíñòðóèðîâàòü ïîëûå êðóãîâûå öèëèíäðû �
¾ãèëüçû¿, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ìîæåò îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ óñòîé÷èâîñòü ïðè ïðî-
âåäåíèè äîïîëíèòåëüíûõ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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