
ÈÒÎÃÈ ÍÀÓÊÈ È ÒÅÕÍÈÊÈ.
Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ.
Òåìàòè÷åñêèå îáçîðû.
Òîì 999 (2016). Ñ. 1�27

ÓÄÊ 517, 531.01

ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ Ñ ÏÅÐÅÄÍÈÌ ÊÎÍÓÑÎÌ Â
ÑÎÏÐÎÒÈÂËßÞÙÅÉÑß ÑÐÅÄÅ: ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ È

ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

c© 2016 ã. Ì. Â. ØÀÌÎËÈÍ

Àííîòàöèÿ. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî âîçäåé-
ñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî, ÷àñòüþ ó÷àñòêà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé
êîíóñ. Ïðèâîäèòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè. Ïîëó-
÷åíî íîâîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ôàçîâîì öèëèíäðå êâàçèñêîðîñòåé, îòëè÷àþùååñÿ
îò ðàíåå ïîëó÷åííûõ. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííîãî
âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà îñåñèììåòðè÷íîå òâåðäîå òåëî, ÷àñòüþ ó÷àñòêà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé êîíóñ. Èññëåäîâàí âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ êëþ÷åâîãî
ðåæèìà � ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ òåëà. Äëÿ êîíêðåò-
íîãî êëàññà òåë ïîêàçàíî, ïðè êàêèõ èíåðöèîííî-ìàññîâûõ õàðàêòåðèñòèêàõ êëþ÷åâîé ðåæèì
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû èíòåãðèðóåìîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òâåðäîå òåëî, ñîïðîòèâëÿþùàÿñÿ ñðåäà, ïðîñòðàíñòâåííîå äâèæåíèå, óñòîé-
÷èâîñòü, ôàçîâûé ïîðòðåò.
AMS Subject Classi�cation: 58, 70

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ è íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå . . . . 2
3. Äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
4. Èññëåäóåìûå ñèñòåìû íà ôàçîâîì öèëèíäðå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
5. Êëþ÷åâîé ðåæèì ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ . . . . . . . . . . . . . 7
6. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
7. Ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, âçà-

èìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
7.1. Òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
7.2. Ðàññëîåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, åãî ñèììåòðèè è íà÷àëî òîïîëîãè÷åñêîãî

àíàëèçà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
7.3. Êëàññèôèêàöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû íà äâóìåðíîì öèëèíäðå äëÿ íåêî-

òîðîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
8. Î âîçìîæíîì äîñòèæåíèè óñòîé÷èâîñòè êëþ÷åâîãî ðåæèìà . . . . . . . . . . . . . . . 16
9. Ïîñòàíîâêà ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

10. Äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ôóíêöèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû . . . . . . . 17
11. Èññëåäóåìûå ñèñòåìû íà êàñàòåëüíî ðàññëîåíèè äâóìåðíîé ñôåðû . . . . . . . . . . . 18
12. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ . . 20
13. Êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ î âîçìîæíîì äîñòèæåíèè óñòîé÷èâîñòè . . . . . . . . . . 21
14. Îá èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
15. Çàêëþ÷åíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

ISSN 0233�6723 c© ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ, 2016



2 Ì. Â. ØÀÌÎËÈÍ

1. Ââåäåíèå
Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, èìåþùåãî êðóãîâîé êîíóñ â êà÷åñòâå ïåðåäíåé

÷àñòè ñâîåé âíåøíåé ïîâåðõíîñòè, â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå. Ïðè ýòîì ëèíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû,
ïðèëîæåííîé ê òåëó ñî ñòîðîíû ñðåäû, ìåíÿåò ñâîþ îðèåíòàöèþ îòíîñèòåëüíî òåëà, ïîñêîëüêó
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è áîêîâîé ñèëû. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì çàäà÷è î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ñ ïåðåäíèì ïëîñêèì òîð-
öîì â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå, êîãäà êàñàòåëüíûå ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà ïëîñêèé òîðåö
îòñóòñòâóþò [11, 12, 16, 19].

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî òåë, ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ èìååò
êîíóñîîáðàçíûé ó÷àñòîê, îáòåêàåìûé ñðåäîé ïî çàêîíàì ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ. Ïðè ýòîì ïîòîê
ñðåäû ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè äâèæóùååñÿ òåëî ñâîáîäíîå, òî ñðåäà
íà áåñêîíå÷íîñòè ïîêîèòñÿ, à åñëè (÷àñòè÷íî) çàêðåïëåííîå (íàïðèìåð, âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïî-
äâèæíîé òî÷êè), òî ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè ïîñòîÿííà. Ïîäîáíûå óñëîâèÿ
âîçíèêàþò ïðè äâèæåíèè òåëà, òàê ñêàçàòü, ñ �áîëüøèìè� óãëàìè àòàêè, â ñðåäå ïðè ñòðóéíîì
îáòåêàíèè [9, 10, 21] èëè ïðè îòðûâíîì [20].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ è íåâîçìóùåííîå
äâèæåíèå

Ïîñòàâèì ïîäðîáíî çàäà÷ó ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîðîäíîå
òâåðäîå òåëî ìàññû m ñîâåðøàåò ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâèæåíèå â ñðåäå, è ÷òî íåêîòîðàÿ ÷àñòü
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíóñ, íàõîäÿùèéñÿ â óñëîâèÿõ ñòðóéíîãî îáòå-
êàíèÿ ñðåäîé. Êîíóñîîáðàçíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîâåðõíîñòè òåëà è ãèïîòåçà î êâàçèñòàòè÷åñêîì
âîçäåéñòâèè ñðåäû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ïîëíóþ ñõåìó ñèë: âîçäåéñòâèå ñðåäû íà òåëî
ñâîäèòñÿ ê ñóììàðíîé ñèëå

S = Sx + Sy

(ñêîëüçÿùåìó âåêòîðó) ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó ïðÿìîé Dy (ðèñ. 1) ñâÿçàííîé ñ òå-
ëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò Dxy (D � âåðøèíà êîíóñà). Ïðè ýòîì ñèëà ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
Sx (ñêîëüçÿùèé âåêòîð) ïàðàëëåëüíà îñè Dx, è ëèíèÿ åå äåéñòâèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó N , à
áîêîâàÿ ñèëà Sy (òàêæå ñêîëüçÿùèé âåêòîð) äåéñòâóåò âäîëü ïðÿìîé Dy (ëèíèÿ åãî äåéñòâèÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó D). Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè òåëà ìîæåò áûòü ðàçìåùåíà âíóòðè îáú-
åìà, îãðàíè÷åííîãî ñòðóéíîé ïîâåðõíîñòüþ, ñðûâàþùåéñÿ ñ êðàÿ êîíóñà, è ãëàâíîå, ÷òî îíà íå
èñïûòûâàåò äåéñòâèÿ ñðåäû.

Êîîðäèíàòà yN òî÷êè N ïðèëîæåíèÿ ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ, äëÿ ïðîñòîòû,
ëèøü îäíèì ïàðàìåòðîì � óãëîì àòàêè α, èçìåðÿåìûì ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè òî÷êè D è
îñüþ ñèììåòðèè Dx:

yN = R(α). (1)
Ñèëû ëîáîâîãî è áîêîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (ðèñ. 1) áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â êâàäðàòè÷íîì âèäå ïî

ñêîðîñòè òî÷êè D:
Sx = −s(α)v2ex, Sy = −b(α)v2ey, |vD| = v, (2)

ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè s, b, çàâèñÿùèìè ëèøü îò óãëà àòàêè.
Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà ôóíêöèé R(α), s(α), b(α) îïðåäåëÿåò âîçäåéñòâèå ñðåäû íà òâåðäîå òåëî

â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè (ñì. òàêæå [1, 2]). Â äàííîì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ ïîâåðõíîñòè
òåëà ñ ïåðåäíåé êîíóñîîáðàçíîé ÷àñòüþ è ãèïîòåçà î êâàçèñòàòè÷åñêîì âîçäåéñòâèè ñðåäû ïîçâî-
ëèëè ñôîðìóëèðîâàòü ïîëíóþ ñõåìó ñèë. Ïðè ýòîì â äàëüíåéøåì íåëèíåéíûé àíàëèç ïîñòðîåí-
íûõ ñèñòåì ïðîâîäèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êàê ðàíåå èçâåñòíûìè ìåòîäàìè êà÷åñòâåííîé òåîðèè, òàê
è íîâûìè ìåòîäàìè, ïîëó÷åííûìè èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ âîçíèêàþùèõ ñèñòåì ñ òàê íûçûâàåìîé
ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé [3, 22, 34, 35].

Äîïóñòèì, ÷òî ñðåäè äâèæåíèé òåëà ñóùåñòâóåò ðåæèì ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîð-
ìîæåíèÿ ñ íóëåâûì óãëîì àòàêè (íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå). Ýòî âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè äâóõ
óñëîâèé, à èìåííî:

• (i) ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âñåõ òî÷åê òåëà ïàðàëëåëüíû îñè Dx;
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Ðèñ. 1. Ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñî ñðåäîé

• (ii) ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà ìàññ C òåëà íà îñü Dy, ïðèíàäëåæèò ëèíèè äåé-
ñòâèÿ ñèëû S.

Åñëè ôîðìàëüíî ïðîâåñòè îñü Dz, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòè ðèñóíêà, è ñ÷èòàòü, äëÿ ïðî-
ñòîòû, Dzx ïëîñêîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè òåëà, òî ýòî îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
(ii) ïðè äâèæåíèè, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ (i).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ââåäåì ïåðâûå òðè ôàçîâûå êîîðäèíàòû: v � âåëè÷è-
íà ñêîðîñòè òî÷êè D îòíîñèòåëüíî ïîòîêà (ðèñ. 1), α � óãîë àòàêè, Ω � çíà÷åíèå ïðîåêöèè
àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà íà îñü Dz.

Êîýôôèöèåíòû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ s è áîêîâîé ñèëû b îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå

s =
1
2
ρPcx, b =

1
2
ρPcy,

ãäå cx, cy � óæå áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è áîêîâîé ñèëû, ñîîò-
âåòñòâåííî (ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, P � õàðàêòåðíàÿ ïîïåðå÷íàÿ ïëîùàäü). Ýòè êîýôôèöèåíòû
çàâèñÿò îò óãëà àòàêè, ÷èñëà Ñòðóõàëÿ è äðóãèõ âåëè÷èí, êîòîðûå â ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ îáû÷íî
ñ÷èòàþò ïàðàìåòðàìè. Ìû æå â äàëüíåéøåì ââåäåì áåçðàçìåðíóþ ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ �òèïà
Ñòðóõàëÿ�

ω =
ΩD1

v

(D1 � õàðàêòåðíûé ðàçìåð).
Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ âîçíèêàþò ñëåäóþùèå òðè ôóíêöèè

ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ: R, s è b, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû. Îãðàíè-
÷èìñÿ çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ cx, cy îò óãëà àòàêè, ò.å. â ïðèíöèïå áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíû
s è b ôóíêöèÿìè α, à âåëè÷èíó R � ôóíêöèåé, âîîáùå ãîâîðÿ, ïàðû áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
(α, ω).

Çàäà÷à î äâèæåíèè òåëà ñ ìàëûìè óãëàìè àòàêè ôîðìèðóåò ïðåäñòàâëåíèå î íåëèíåéíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, èññëåäóåìûõ â äàëüíåéøåì.

Ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå (íåâîçìóùåííîå) äâèæåíèå çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

α(t) ≡ 0, ω(t) ≡ 0.
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Ïîýòîìó ôóíêöèþ R ïðè ìàëûõ α, ω ïðèìåì â âèäå
R = D1(kα− h0ω),

ãäå k è h0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, D1 � õàðàêòåðíûé ðàçìåð. Ôóíêöèþ b ïðè ìàëûõ α ïðèìåì
â âèäå

b = b1α.

Çàâèñèìîñòüþ æå s îò α, â ñèëó ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè òåëà, îáåñïå÷èâàþùåé ÷åòíîñòü ôóíê-
öèè s, ïðåíåáðåãàåì.

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû k, h0 ìîãóò áûòü ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåíû ïóòåì âåñîâûõ èçìå-
ðåíèé â óñòàíîâêàõ òèïà ãèäðî- èëè àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóá. Â ëèòåðàòóðå [10, 12] èìååòñÿ òàêæå
èíôîðìàöèÿ î òåîðåòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè ýòèõ âåëè÷èí äëÿ îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ (äëÿ äâèæåíèÿ
òâåðäîãî òåëà ñ ïåðåäíèì ïëîñêèì òîðöîì, ò.å. êîãäà áîêîâàÿ ñèëà îòñóòñòâóåò, ñì. òàêæå [5, 6]).
Ýòà èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî k > 0. ×òî æå êàñàåòñÿ ïàðàìåòðà h0 (êîòîðûé âíî-
ñèò â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíóþ çàâèñèìîñòü ìîìåíòà ñèëû îò óãëîâîé ñêîðîñòè), òî äàæå ñàìà
íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ åãî â ìîäåëü íå î÷åâèäíà [7, 8].

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ òåë â Èíñòèòóòå ìåõàíèêè ÌÃÓ èì.
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà áûëî íà÷àòî ýêñïåðèìåíòàìè ïî ðåãèñòðàöèè äâèæåíèÿ â âîäå îäíîðîäíûõ êðó-
ãîâûõ öèëèíäðîâ [10, 12], à òàêæå òåë ñ êîíóñîîáðàçíîé ïåðåäíåé ÷àñòüþ. Ýêñïåðèìåíò ïîçâîëèë
îñòàíîâèòüñÿ íà âàæíûõ âûâîäàõ. Ïåðâûé: ðåæèì ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ
öèëèíäðà (â âîäå) íåóñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê óãëó îðèåíòàöèè òåëà. Ñòàëî âîçìîæíûì òàêæå
îïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ k, h0 âîçäåéñòâèÿ âîäû íà öèëèíäð. Âòîðîé âûâîä, ïîëó-
÷åííûé èç ïðîâåäåííîãî íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà, ñëåäóþùèé: ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîçäåéñòâèÿ
ñðåäû íà òåëî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, ýêâèâàëåíòíûé òàê íàçûâàåìîé
âðàùàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé ìîìåíòà àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë ïî óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà. Ýòîò
ïàðàìåòð âíîñèò â ñèñòåìó äèññèïàöèþ.

Âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà äåìïôèðóþùåãî ìîìåíòà äëÿ òåë ñ ïåðåäíèì ïëîñêèì òîðöîì óæå
áûëà îöåíåíà â ðàáîòàõ [10, 12] äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ â âîäå. Äàííàÿ òàì îöåíêà ãîâî-
ðèò î íåóñòîé÷èâîñòè ïî óãëó àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â âîäå. ×èñòî
ôîðìàëüíî, óâåëè÷èâàÿ âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà äåìïôèðîâàíèÿ, âîçìîæíî äîñòèæåíèå óñòîé-
÷èâîñòè äàííîãî äâèæåíèÿ. Íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà â íåêîòîðûõ ñðåäàõ (íàïðè-
ìåð, â ãëèíå) óñòîé÷èâî â âûøåîïèñàííîì ñìûñëå, êàê ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò [5, 6]. Âîçìîæíî,
äàííàÿ óñòîé÷èâîñòü äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â ñèñòåìå çíà÷èòåëüíîãî äåìïôèðîâàíèÿ
ñî ñòîðîíû ñðåäû èëè íàëè÷èþ ñèë, êàñàòåëüíûõ ê ïëàñòèíå. Â íàøåì æå ñëó÷àå êîíóñîîáðàç-
íîãî òåëà äîñòèæåíèå èññëåäóåìîé óñòîé÷èâîñòè ñòàíåò âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ áîêîâîé
ñèëû.

Ïåðâûé âûâîä, ñäåëàííûé èç ýêñïåðèìåíòà, çàñòàâëÿåò íàñ ðàññìàòðèâàòü êëàññ âîçìîæíûõ
äâèæåíèé òåëà ïðè ìàëûõ óãëàõ àòàêè (ò.å. îêîëî íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ) â êà÷åñòâå �îïîðíî-
ãî� äëÿ ðàññìîòðåíèÿ êëàññà ñâîáîäíîãî òîðìîæåíèÿ òåëà ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè. Ïðè ýòîì
äëÿ êîíóñîâ ðàçëè÷íîé ôîðìû (íàïðèìåð, êîíóñîâ ñ ìàëûì ðàñòâîðîì) óãëû àòàêè âïîëíå ìîãóò
ïðèíèìàòü áëèçêèå çíà÷åíèÿ ê π/2, ò.å. ïðàêòè÷åñêè ëþáîå çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà (0, π/2). È
ëèøü ïðè óãëàõ, áëèçêèõ ê π/2, íåèçáåæåí òàê íàçûâàåìûé çàìûâ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, êîãäà
ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ïåðåñòàåò ðàáîòàòü. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîäîëæå-
íèÿ ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû R, b è s, ïî êðàéíåé ìåðå, íà êîíå÷íûå óãëû àòàêè, ò. å. �ðàñøè-
ðåíèÿ� èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàë (0, π/2). Íî ìû áóäåì ïðîäîëæàòü äàííûå ôóíêöèè
íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ìû íå çíàåì òî÷íûå èíòåðâàëû ïðèìåíèìîñòè
ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìû
ïðîâîäèì ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ α, õîòÿ ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ìîäåëü ñïðàâåäëèâà
ëèøü â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè çíà÷åíèé |α| < π/2.

3. Äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
Äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è èçìåíåíèÿ êè-

íåòè÷åñêîãî ìîìåíòà) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå (I � öåíòðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè òåëà,
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σ = CD, C � öåíòð ìàññ) ïðè ó÷åòå óñëîâèé (1), (2):

v̇ cosα− α̇v sinα + Ωv sinα + σΩ2 = −s(α)
m

v2, (3)

v̇ sinα + α̇v cosα− Ωv cosα + σΩ̇ = −b(α)
m

v2, (4)

IΩ̇ = −F (α)s(α)v2 + σb(α)v2 − hΩv, (5)
ïðè ýòîì F (α) = R(α)s(α), à êîýôôèöèåíò h > 0 õàðàêòåðèçóåò äîïîëíèòåëüíûé ìîìåíò, çà-
âèñÿùèé îò óãëîâîé ñêîðîñòè [15, 17, 33, 39, 40, 42, 43]. Âîîáùå æå, ââåäåíèå â òàêèõ çàäà÷àõ
çàâèñèìîñòè ñèëîìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê îò óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà àïðèîðè íå î÷åâèäíà.

Çäåñü ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû èç òåîðåìû î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ, à òðåòüå � èç
òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â îñÿõ Êåíèãà. Ïîäîáíûå ñèñòåìû, íî áåç áîêîâîé
ñèëû, ðàíåå áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [37, 41].

Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà è îáîáùåííûå ñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâóþùèå íà òåëî,
íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ òåëà íà ïëîñêîñòè, ïîçèöèîííûå êîîðäèíàòû â ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ öèê-
ëè÷åñêèìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3)�(5) â êà÷åñòâå
íåçàâèñèìîé. Ïðè ýòîì ñèñòåìà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (çäåñü ïåðåìåííûå ϕ, x0, y0 îïðåäå-
ëÿþò ïîëîæåíèå òåëà íà ïëîñêîñòè)

ϕ̇ = Ω, ẋ0 = v cos(α− ϕ), ẏ0 = v sin(α− ϕ),

âìåñòå ñ ñèñòåìîé (3)�(5) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæå-
íèÿ â ïîñòðîåííîì ïîëå ñèë.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà òðîéêè ôóíêöèé R(α), s(α), b(α) èñïîëüçóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ (ñì. òàêæå [7, 16]).

Ââîäèìûå êëàññû äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî øèðîêè: îíè ñîñòîÿò èç ôóíêöèé äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèõ, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ (R(α), b(α) � íå÷åòíûå, à s(α) � ÷åòíàÿ), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• R(α), b(α) > 0 ïðè α ∈ (0, π), ïðè÷åì dR(0)/dα > 0, db(0)/dα > 0, dR(π)/dα < 0, db(π)/dα <
0 (êëàññû ôóíêöèé {R}, {b});

• s(α) > 0 ïðè α ∈ (0, π/2), s(α) < 0 ïðè α ∈ (π/2, π), ïðè÷åì s(0) > 0, ds(π/2)/dα < 0 (êëàññ
ôóíêöèé {s}).

Êàê R, b, òàê è s ìåíÿþò çíàê ïðè çàìåíå α íà α + π.
Â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

R(α) = A sinα, b(α) = b1 sinα, A, b1 > 0, (6)

s(α) = B cosα; B > 0, (7)
ñëóæàò òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè îïèñàííûõ êëàññîâ, è äâå èç êîòîðûõ (R, s) ñîîòâåòñòâóþò
ôóíêöèÿì âîçäåéñòâèÿ ñðåäû, ïîëó÷åííûì â ðÿäå ñâîèõ ðàáîò Ñ. À. ×àïëûãèíûì [23, 24] ïðè
èññëåäîâàíèè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî îáòåêàíèÿ ïëîñêîé ïëàñòèíû áåñêîíå÷íîé äëèíû îäíîðîäíûì
ïîòîêîì ñðåäû.

Îáúÿñíèì íåîáõîäèìîñòü øèðîêîãî âûáîðà êëàññîâ ôóíêöèé {R}, {b} è {s}. Ãåîìåòðè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè êîíóñîîáðàçíîãî òåëà ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè. Ýòî è ïîçâîëÿåò îò-
íåñòè òðè âîçíèêàþùèå äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè ê îïðåäåëåííûì êëàññàì. Êàê óêàçàíî âûøå, íà
ýòè ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû íàêëàäûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëàáûå óñëîâèÿ, ïîýòîìó äàííûå êëàñ-
ñû äîñòàòî÷íî øèðîêè. Îíè çàâåäîìî âêëþ÷àþò äîïóñòèìûå êîíêðåòíûå ôóíêöèè, âçÿòûå äëÿ
êàæäîãî ìûñëèìîãî òåëà è äëÿ êàæäîãî ìûñëèìîãî äâèæåíèÿ.

Íî, êîíå÷íî, íå êàæäîé êîíêðåòíîé òðîéêå äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ìûñëèìîå òâåðäîå òåëî ñî ñâîèì äâèæåíèåì. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå äàííîé ïðîáëåìû äëÿ
äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá îòíîñèòåëüíî ïîë-
íîì ðàññìîòðåíèè çàäà÷è î äâèæåíèè òåëà â ñðåäå â ðàìêàõ äàííûõ ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé
â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè.



6 Ì. Â. ØÀÌÎËÈÍ

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáòåêàíèÿ êîíóñîîáðàçíîãî òåëà ñðåäîé èñïîëüçóþòñÿ êëàñ-
ñû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ òðîéêè äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé, ÷òî çíà÷è-
òåëüíî óñëîæíÿåò ïðîâåäåíèå ãëîáàëüíîãî íåëèíåéíîãî àíàëèçà.

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ òåëà ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè îñíîâíûì âîïðîñîì íåëèíåéíîãî àíà-
ëèçà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò êîëåáàíèÿ îãðàíè÷åííîé àì-
ïëèòóäû âîçëå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòü ïîëíîãî íåëèíåéíîãî
èññëåäîâàíèÿ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ðàññìîòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ (6), (7)
äëÿ ôóíêöèé R(α), s(α), b(α), îïðåäåëÿþùèõ âîçäåéñòâèå ñðåäû.

Âîîáùå æå, ïîëíîå ðàññìîòðåíèå ââåäåííûõ òðåõ êëàññîâ ôóíêöèé îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå îò-
íîñèòåëüíîé ãðóáîñòè (îòíîñèòåëüíîé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè) è íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èñ-
ñëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû.

4. Èññëåäóåìûå ñèñòåìû íà ôàçîâîì öèëèíäðå
Óðàâíåíèÿ (3), (4) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

v̇ + σΩ2 cosα + σΩ̇ sin α = −s(α)
m

v2 cosα− b(α)
m

v2 sinα, (8)

α̇v − Ωv + σΩ̇ cosα− σΩ2 sinα = −b(α)
m

v2 cosα +
s(α)
m

v2 sinα. (9)
Ââåäåì äàëåå íîâîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ôîðìóëå

< · >= d/dt = vd/dq = v <′>,

ãäå q � ïóòü, ïðîéäåííûé òî÷êîé D, èìååì: Ω = ωv, Ω̇ = v(ω′v + ωv′). Òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â íàøåì ñëó÷àå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

v′ = vΨ1(α, ω), (10)

α′ = ω +
σ

I
ψ(α, ω) cos α + σω2 sinα +

s(α)
m

sinα− b(α)
m

cosα, (11)

ω′ = −1
I
ψ(α, ω)− ωΨ1(α, ω), (12)

ãäå
ψ(α, ω) = F (α)− σb(α) + hω,

Ψ1(α, ω) =
σ

I
ψ(α, ω) sin α− σω2 cosα− s(α)

m
cosα− b(α)

m
sinα.

Ââîäÿ äàëåå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è äèôôåðåíöèðîâàíèå â âèäå

q = Qσ, ω̄ = ωσ, β1 =
σ2AB

I
, β2 =

σ3b1

I
, β3 =

σh

I
, β4 =

Bσ

m
, β5 =

b1σ

m
,

îïóñêàÿ ïðè ýòîì ÷åðòó â äàëüíåéøåì íàä áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé ω̄, à òàêæå ïî-ïðåæíåìó
îáîçíà÷àÿ øòðèõîì ïðîèçâîäíóþ ïî áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíå Q, èìååì ñèñòåìó (11), (12) â ñëó÷àÿõ
(6), (7) â ñëåäóþùåì àíàëèòè÷åñêîì âèäå:

α′ = ω + β1 sinα cos2 α− β2 sinα cosα + β3ω cosα+

+ω2 sinα + β4 sinα cosα− β5 sinα cosα, (13)
ω′ = −β1 sinα cosα + β2 sinα− β3ω + ω3 cosα− β1ω sin2 α cosα+

+β2ω
2 sinα− β3ω

2 sinα + β4ω cos2 α + β5ω sin2 α. (14)
Ïðè ýòîì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû βk, k = 1, . . . , 5, åñòåñòâåííî ÿâëÿþòñÿ:
β1 � ïàðàìåòðîì ìîìåíòà ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ;
β2 � ïàðàìåòðîì ìîìåíòà áîêîâîé ñèëû;
β3 � ïàðàìåòðîì äîïîëíèòåëüíîãî äåìïôèðóþùåãî ìîìåíòà;
β4 � ïàðàìåòðîì ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ;
β5 � ïàðàìåòðîì ìîìåíòà áîêîâîé ñèëû.
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Èìååì, òàêèì îáðàçîì, ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì (11), (12) (èëè (13), (14)) íà
äâóìåðíîì ôàçîâîì öèëèíäðå

{(α, ω) ∈ R2 : α mod 2π}.

5. Êëþ÷åâîé ðåæèì ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ äâèæåíèé òåëà èìååòñÿ êëþ÷åâîé ðåæèì � ðåæèì

ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ: òåëî äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ íóëåâûì óãëîì
àòàêè, ïðè ýòîì ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê òåëà óáûâàþò ñî âðåìåíåì. Êëþ÷åâîé ðåæèì ñîîòâåòñòâóåò
òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (13), (14).

Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ êëþ÷åâîãî ðåæèìà áóäåì ïîíèìàòü óñòîé÷èâîñòü óãëîâûõ êîëåáàíèé òåëà
îòíîñèòåëüíî åãî ïðîäîëüíîé îñè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè.
Ïðè ýòîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, èññëåäóåìàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàåòñÿ ïî ÷àñòè
óïîìÿíóòûõ ïåðåìåííûõ.

Èññëåäóåì åãî óñòîé÷èâîñòü, à èìåííî, ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó (13), (14) â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïîëó÷èì:

α′ = ω + β1α− β2α + β3ω + β4α− β5α, (15)
ω′ = −β1α + β2α− β3ω + β4ω. (16)

Ìàòðèöà äàííîé ñèñòåìû èìååò âèä

A =
(

β1 − β2 + β4 − β5 1 + β3

−β1 + β2 −β3 + β4

)
, (17)

÷òî ïðèâîäèò ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
λ2 − trA · λ + detA = 0, (18)

ãäå
trA = β1 − β2 − β3 + 2β4 − β5. (19)

Ïîíÿòíî, ÷òî óñëîâèÿ
trA < 0, detA > 0

îáåñïå÷èâàþò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (13), (14).
Èç ðàâåíñòâà (19) âèäíî, ÷òî ïðèñóòñòâèå â ñèñòåìå ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (è åå ìîìåí-

òà) äåëàåò ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå òîðìîæåíèå áîëåå íåóñòîé÷èâûì. Äðóãèìè ñëîâàìè,
óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ β1 è β4 óâåëè÷èâàåò âåëè÷èíó trA. Îáðàòíî, ïðèñóòñòâèå â ñèñòåìå
ñèëû áîêîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (è åå ìîìåíòà), à òàêæå äîïîëíèòåëüíîãî äåìïôèðóþùåãî ìîìåíòà
äåëàåò ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå òîðìîæåíèå áîëåå óñòîé÷èâûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, óâåëè-
÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ β2, β3 è β5 óìåíüøàåò âåëè÷èíó trA.

6. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàëè÷èÿ äâóõ ïàð ñèë, à èìåííî, ïðèäïîëîæèì äëÿ íàãëÿäíîñòè, ÷òî âû-

ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
β3 = β4 = β5 = 0. (20)

Íà÷íåì íåëèíåéíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç ñî ñëó÷àÿ àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ñèñòåìà
(13), (14) ïðèìåò âèä

α′ = ω + ω2 sinα + β1 sinα cos2 α− β2 sinα cosα, (21)

ω′ = −β1 sinα cosα + β2 sinα + ω3 cosα− β1ω sin2 α cosα + β2ω
2 sinα. (22)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò äâå ïàðû ñèë: ïàðà ñèëû ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
è ïàðà áîêîâîé ñèëû (êîòîðûå, â ïðèíöèïå, ìîæíî ñëîæèòü).

Òîãäà ñèñòåìà (21), (22) îáëàäàåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ
(ðèñ. 2�7, çàìåíà Ω ↔ ω). Ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî îòëè÷àåòñÿ îò ïîäîáíûõ è ðàíåå ïîëó÷åííûõ
[28, 29, 32, 36, 38].
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Ðèñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñåäåë, isp = 0

Ðèñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñåäåë, isp = 1/2

Ðèñ. 4. Ôàçîâûé ïîðòðåò áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñåäåë, isp = 1

7. Ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ â äèíàìèêå òâåðäîãî
òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ ïðèñóòñòâèå â ñèñòåìå íåêîí-
ñåðâàòèâíîé ïàðû ñèë, çàñòàâëÿþùåé öåíòð ìàññ òåëà äâèãàòüñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî.
Íàéäåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû, ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå
äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå êâàçèñêîðîñòåé. Ïîëó÷åíî íîâîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ
ïîðòðåòîâ íà äâóìåðíîì öèëèíäðå. Ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî ñîñòîèò èç áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà
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Ðèñ. 5. Ôàçîâûé ïîðòðåò áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñåäåë, isp = 3/2

Ðèñ. 6. Ôàçîâûé ïîðòðåò áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñåäåë, isp = 2

Ðèñ. 7. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñåäëàìè

ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñ ðàçëè÷íûìè êà÷åñòâåííûìè ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì â äàëüíåéøåì ïîëíûé
íåëèíåéíûé àíàëèç ïîñòðîåííûõ ñèñòåì ïðîâîäèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êàê ðàíåå èçâåñòíûìè ìåòî-
äàìè êà÷åñòâåííîé òåîðèè, òàê è íîâûìè ìåòîäàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ ñèñòåì ñ òàê íàçûâàåìîé
ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé [34, 35].

Ïîâòîðíî îãîâîðèì, ÷òî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìû ïðî-
âîäèì ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ α, õîòÿ ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ìîäåëü ñïðàâåäëèâà ëèøü
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè çíà÷åíèé |α| < π/2.
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Áóäåì èññëåäîâàòü ñèñòåìó ñëåäóþùåãî âèäà:



α′ = ω +
σ

I
ψ(α, ω) cosα + σω2 sinα,

ω′ = −1
I
ψ(α, ω)− ωΨ1(α, ω),

(23)

ãäå
ψ(α, ω) = F (α)− σb(α), Ψ1(α, ω) =

σ

I
ψ(α, ω) sin α− σω2 cosα.

Äàííàÿ ñèñòåìà ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (11), (12) ïðè h = 0 è ïðè óñëîâèè ïðèñóòñòâèÿ â ñèñòåìå
ëèøü íåêîíñåðâàòèâíîé ïàðû ñèë. È îíà îáîáùàåò ñèñòåìó (21), (22), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì
ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà ñèñòåì (23).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò äâå ïàðû ñèë: ïàðà ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è
ïàðà áîêîâîé ñèëû. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (23) ÿâëÿåòñÿ òàêæå îáîáùåíèåì äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîé äëÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ òåëà ñ ïåðåäíèì ïëîñêèì òîðöîì.
7.1. Òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà. Ó ñèñòåìû (23) ñóùåñòâóþò òî÷êè ïîêîÿ íà
ïëîñêîñòè R2{α, ω}, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

α = 2kπ, k ∈ Z, ω = 0, (24)
α = (2k + 1)π, k ∈ Z, ω = 0, (25)
α =

π

2
+ 2πl, l ∈ Z, ω = −1, (26)

α = −π

2
+ 2πl, l ∈ Z, ω = 1. (27)

Ñèñòåìû (24), (25) çàäàþò òî÷êè, â êîòîðûå îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóþòñÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (23) âèäà

v(q) = v0 exp(−κq), κ > 0, α(q) = sπ, s ∈ Z, ω(q) ≡ 0,

ïðè ÷åòíîì s ñîîòâåòñòâóþùèå íåâîçìóùåííîìó äâèæåíèþ.
Íàðÿäó ñ òî÷êàìè ïîêîÿ (24)�(27) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òî÷êè ïîêîÿ, íå ëåæàùèå íà ïðÿìûõ

{(α, ω) ∈ R2 : sin α cosα = 0}. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ èõ
ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ñèñòåìó

F (α) = σb(α), α 6= 0 mod π

2
, ω = 0.

Â ñèëó âûáîðà ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ {F} è {b} ôóíêöèÿ

h(α) =
F (α)
b(α)

ãëàäêàÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 7.1. Ïðè

h∗ = max
α

h(α) < σ (28)

òî÷êè ïîêîÿ, íå ëåæàùèå íà ïðÿìûõ {(α, ω) ∈ R2 : sinα cosα = 0}, íå ñóùåñòâóþò. Ïðè
h∗ = max

α
h(α) > σ (29)

òàêèå òî÷êè ïîêîÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò, à ïðè h∗ = maxα h(α) = σ îíè ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè
ïîêîÿ (26), (27).
Ñëåäñòâèå 7.2. Ó ñèñòåìû (10)�(12) ïðè h = 0 ïðè óñëîâèè (29) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ðå-

øåíèÿ âèäà 



v(q) = v0 exp(−κq), κ > 0, v0 = v(0),

α(q) ≡ α0 = α(0) 6= πk

2
, k ∈ Z,

ω(q) ≡ 0.
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Ñëåäñòâèå 7.3. Ó ñèñòåìû (3)�(5) ïðè h = 0 ïðè óñëîâèè (29) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ âèäà 




v(t) =
v0

1 + v0κt
, κ > 0, v0 = v(0),

α(t) ≡ α0 = α(0) 6= πk

2
, k ∈ Z,

Ω(t) ≡ 0.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (23) ïðè óñëîâèè (28).
7.2. Ðàññëîåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, åãî ñèììåòðèè è íà÷àëî òîïîëîãè÷åñêîãî
àíàëèçà. Â ñèñòåìå (23) ïðèñóòñòâóþò äâà ïîëîæèòåëüíûõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà, îò êîòîðûõ
çàâèñèò êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ïîêîÿ:

b1 =
σ2dF (0)/dα

I
, b2 =

σ3db(0)/dα

I
.

Ïðåäëîæåíèå 7.1. 1) Òî÷êè ïîêîÿ (24) âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè: ñåäëàìè, åñëè
b2 > b1, îòòàëêèâàþùèìè òî÷êàìè, åñëè b2 < b1. Ïðè÷åì, ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî óñëî-
âèÿ äàííûå òî÷êè ïîêîÿ ÿâëÿþòñÿ ôîêóñàìè, åñëè b2 + b1 < 4, è óçëàìè, åñëè b2 + b1 > 4.

2) Òî÷êè ïîêîÿ (25) âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè: ôîêóñàìè, åñëè b2 + b1 < 4, è óçëàìè,
åñëè b2 + b1 > 4.

3) Òî÷êè ïîêîÿ (26), (27) âñåãäà ÿâëÿþòñÿ îòòàëêèâàþùèìè ôîêóñàìè.
Â ñèëó îòäåëåíèÿ îò ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà (10)�(12) íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû âòîðîãî

ïîðÿäêà (11), (12) ôàçîâûå òðàåêòîðèè â R1
+{v}×R2{α, ω} ëåæàò íà ïîâåðõíîñòÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ

äâóìåðíûìè öèëèíäðàìè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðâûé
èíòåãðàë ñèñòåìû (23), òî îí ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ (α, ω), à ïîýòîìó çàäàåò ñåìåéñòâî
öèëèíäðîâ â R1

+{v} ×R2{α, ω}.
Çàìå÷àíèå 7.1. Ïóñòü ϕ � óãîë îòêëîíåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Ïîñêîëüêó dϕ/dt = vdϕ/dq,

òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (3)�(5) ïðè h = 0 äàííîìó ïåðâîìó èíòåãðàëó áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ïåðâûé èíòåãðàë, êîòîðûé çàâèñèò îò âñåõ òðåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.

Áëàãîäàðÿ âûøåîïèñàííîé ðåäóêöèè, óäîáíåå ñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (10)�(12) ïðè
h = 0 â R1

+{v}×R2{α, ω} ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (11), (12) ïðè h = 0 â R2{α, ω}.
Ïîñëåäíèé íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÷àñòüþ ïîðòðåòà â R1

+{v} ×R2{α, ω} â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì
ñìûñëå, à áóäåò îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïîðòðåòà íà ïëîñêîñòü {v = const}. Ïîýòîìó ñòàíîâÿòñÿ
âîçìîæíûìè ïîäíÿòèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâî R1

+{v} × R2{α, ω} è
ïîëó÷åíèå ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Çàìå÷àíèå 7.2. Ïîñêîëüêó v > 0, òî äâèæåíèå âîçìîæíî ëèøü â îáëàñòè

B′ = {(α, ω, v) ∈ R3 : v > 0}.
Åñëè ôîðìàëüíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ â îáëàñòè B′ ïî ôîðìóëå p = ln v, òî ïîëó÷åííîå

âåêòîðíîå ïîëå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R3{α, ω, p} íå çàâèñèò îò p, ò.å. èìååò öèëèíäðè÷åñêóþ
ïðèðîäó áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà è îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà âñå ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé {v =
const}.
Çàìå÷àíèå 7.3. Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ âîïðîñà î ïîäíÿòèè òðàåêòîðèé â òðåõìåðíîå ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî, íåîáõîäèìî âûÿñíèòü çíàê ïðîåêöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ â R3{α, ω, p} íà p-îñü, ëèáî
íà v-îñü â îáëàñòè B′.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü
M = {(α, ω, v) ∈ B′ : Ψ1(α, ω) = 0}

(î ôóíêöèè Ψ1 ñì. ñèñòåìó (23)). Äàííàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì, êîòîðûé ðàçðåçàåò
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîåêöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà v-îñü èìååò
ôèêñèðîâàííûé çíàê.
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Íà ñàìîé æå ïîâåðõíîñòè M (è òîëüêî íà íåé) ïðîåêöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà v-îñü îáðàùàåòñÿ
â íóëü.
Çàìå÷àíèå 7.4. Äëÿ ëþáûõ R ∈ {R}, s ∈ {s}, b ∈ {b} âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (11), (12) ïðè

h = 0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷åê (πk, 0), k ∈ Z, ò.å. â
êîîðäèíàòàõ (α, ω) âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû ìåíÿåò íàïðàâëåíèå ïðè çàìåíå

(
α + πk

ω

)
→

( −α + πk
−ω

)
, k ∈ Z.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (10)�(12) ïðè h = 0 îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñè-
òåëüíî ëó÷åé {(α, ω, v) ∈ B′ : α = πk, ω = 0}.
7.3. Êëàññèôèêàöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû íà äâóìåðíîì öèëèíäðå äëÿ íåêî-
òîðîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, áóäåì èçó÷àòü òå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû,
êîòîðûå äîïóñêàþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (28). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íà÷àëà ðàññìàòðèâàåì
ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ òî÷åê ïîêîÿ, íå ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ {(α, ω) ∈ R2 : sin α cosα = 0}.

Äàëåå, â îáùåì ïðîñòðàíñòâå ôèçè÷åñêè äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ áóäåì èçó÷àòü îáëàñòü
J2 = {h∗ = max

α
h(α) < σ, b2 > b1}.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ êëàññèôèêàöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè èëè äâóìåðíîì öè-
ëèíäðå íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.

À) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òðàåêòîðèé, èìåþùèõ â êà÷åñòâå α- è ω-ïðåäåëüíûõ ìíî-
æåñòâ áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè.

Ââåäåì ñåìåéñòâî ïîëîñ íà ïëîñêîñòè:
Π(α1,α2) = {(α, ω) ∈ R2 : α1 < α < α2},

ïðè ýòîì Π(−π/2,π/2) = Π, Π(π/2,3π/2) = Π′.
Ó ñèñòåìû (23) ñóùåñòâóþò òðàåêòîðèè, óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü íà ïëîñêîñòè R2{α, ω}. Èõ

α- è ω-ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè (−(2k + 1)π + 0, +∞),
(2kπ − 0, +∞), ((2k + 1)π − 0,−∞), (−2kπ + 0,−∞), k ∈ Z.
Ëåììà 7.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (23) íà ìíîæåñòâå

Π(−π,0) ∩ {(α, ω) ∈ R2 : ω > 0}. (30)
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ, èìåþùàÿ â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà
òî÷êó (−0, +∞), à òàêæå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ, èìåþùàÿ â êà÷åñòâå α-
ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êó (−π + 0, +∞).

Â ñèëó èìåþùåéñÿ ñèììåòðèè ïîâåäåíèå àíàëîãè÷íûõ òðàåêòîðèé â äðóãèõ ïîëîñàõ ïëîñêîñòè
R2{α, ω} ïîäîáíî äàííîìó.

Ëåììà 7.1 ñïðàâåäëèâà â áîëåå øèðîêèõ îáëàñòÿõ ïàðàìåòðîâ.
Á) Ââèäó ðàññìîòðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà öèëèíäðå, íàëè÷èå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé

èëè çàìêíóòûõ êðèâûõ èç òðàåêòîðèé, îõâàòûâàþùèõ öèëèíäð.
Ó ñèñòåìû (23) â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ J2 îòñóòñòâóþò çàìêíóòûå ôàçîâûå õàðàêòåðèñòèêè,

îõâàòûâàþùèå ôàçîâûé öèëèíäð S1{α mod 2π} ×R1{ω}, ñîñòàâëåííûå èç òðàåêòîðèé ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû (ñì. òàêæå [26, 27]).

Â) Ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ êðèâûõ èç òðàåêòîðèé, ñòÿãèâàåìûõ ïî öèëèíäðó â òî÷êó. Â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå íåèçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé èëè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû ïî α, ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê îòûñêàíèþ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé èëè çàìêíóòûõ êðèâûõ èç òðàåêòîðèé ëèøü âîêðóã
òî÷åê ïîêîÿ èíäåêñà 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûå öèêëû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ëèøü âî-
êðóã òî÷åê ïîêîÿ (25)�(27) (ñì. òàêæå [26, 27]).
Ëåììà 7.2. Âîêðóã òî÷åê ïîêîÿ (26), (27) íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ

èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (23).
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Èññëåäîâàíèå íàëè÷èÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ âîêðóã òî÷åê ïîêîÿ (25) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè íåêî-
òîðûõ óñëîâèÿõ òàêèå êðèâûå ñóùåñòâóþò, à ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ � íåò.

Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ J2 ñèñòåìû (23) ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà:
J2 = J0 t J1

ïî îòíîøåíèþ ê íàëè÷èþ ïðåäåëüíîãî öèêëà â ïîëîñå Π. Äëÿ ïàðàìåòðîâ èç ìíîæåñòâà J0 ó
ñèñòåìû (23) íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ èç åå òðàåêòîðèé. Äëÿ ïàðàìåòðîâ
èç ìíîæåñòâà J1 ó ñèñòåìû (23) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïðåäåëüíûå öèêëû. Îáà ìíîæåñòâà èìåþò
êîíå÷íóþ ìåðó.

Ã) Îñíîâíûì âîïðîñîì êëàññèôèêàöèè ïîðòðåòîâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè óñòîé÷èâûõ è
íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ èìåþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåäåë.

Äàííûå ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò âñþ ôàçîâóþ ïëîñêîñòü íà îáëàñòè áåç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.
Ââèäó ïîñëåäíåãî, ôàçîâûå ïîðòðåòû ìãíîâåííî äîñòðàèâàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (23) äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàìåòðîâ J0.
Ëåììà 7.3. Ñåïàðàòðèñà, âûõîäÿùàÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ïîëîñó Π(−π/2,0) (ñîîòâåòñòâåí-

íî Π(0,π/2)) èìååò â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êó (−π, 0) (ñîîòâåòñòâåííî (π, 0)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 7.3 âûòåêàåò èç òåîðèè òîïîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì Ïóàíêàðå (ñì. òàêæå
[26, 30]).

Â ñèëó èìåþùåéñÿ ñèììåòðèè ïîâåäåíèå àíàëîãè÷íûõ òðàåêòîðèé â äðóãèõ ïîëîñàõ ïëîñêîñòè
R2{α, ω} ïîäîáíî äàííîìó.

Êëþ÷åâûì âîïðîñîì êëàññèôèêàöèè ïîðòðåòîâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè ñåïàðàòðèñû, âû-
õîäÿùåé èç áåñêîíå÷íîñòè â ïîëîñó Π(−π,0). Äëÿ íåå äàäèì îïðåäåëåíèå èíäåêñà ñåïàðàòðèñíîãî
ïîâåäåíèÿ (ÈÑÏ).
Îïðåäåëåíèå 7.1. ÈÑÏ (áóäåì îáîçíà÷àòü åãî isp) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî j, âûáè-

ðàåìîå èç ìíîæåñòâà
{j ∈ Q : j = k/2, k ∈ N0}.

Ïî îïðåäåëåíèþ isp = j, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñåïàðàòðèñà (âûõîäÿùàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè â
ïîëîñó Π(−π,0)) èìååò â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êó (2πj − π, 0).

Âèäíî, ÷òî åñëè j ∈ Z, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñåïàðàòðèñà j ðàç îõâàòûâàåò öèëèíäð (ïî êîîð-
äèíàòå α).

Òàêèì îáðàçîì:
• ïðè j = 0 ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé ñåïàðàòðèñû ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ
òî÷êà (−π, 0) (ðèñ. 2, isp = 0, Ω ↔ ω);

• ïðè j = 1/2 ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé ñåïàðàòðèñû ÿâëÿåòñÿ ñåäëî (0, 0)
(ðèñ. 3, isp = 1/2, Ω ↔ ω);

• ïðè j = 1 ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé ñåïàðàòðèñû ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ
òî÷êà (π, 0) (ðèñ. 4, isp = 1, Ω ↔ ω);

• ïðè j = 3/2 ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé ñåïàðàòðèñû ÿâëÿåòñÿ ñåäëî (2π, 0)
(ðèñ. 5, isp = 3/2, Ω ↔ ω);

• ïðè j = 2 ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé ñåïàðàòðèñû ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ
òî÷êà (3π, 0) (ðèñ. 6, isp = 2, Ω ↔ ω) è ò.ä.

Òåîðåìà 7.1. Îïðåäåëåíèå 7.1 êîððåêòíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 7.1 äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäàìè òîïîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì Ïóàíêàðå (ñì.
òàêæå [26, 30]).

Ïðåæäå ÷åì ïðåäúÿâèòü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1, ïðèâåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëü-
íûõ óòâåðæäåíèé. Ïðåäëîæåíèå 7.2 õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå êëþ÷åâîé ñåïàðàòðèñû ñèñòåìû




α′ = ω +
σ

I
F (α) cos α + σω2 sinα,

ω′ = −1
I
F (α)− ωΨ1(α, ω),

(31)
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Ðèñ. 8. Êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ
òèïà �öåíòð�

Ðèñ. 9. Êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà �âõîäèò� â ñåäëî (−π/2, 0)

Ðèñ. 10. Êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà �âõîäèò� â ïðèòÿãèâàþùóþ òî÷êó (−π, 0)

ãäå
Ψ1(α, ω) =

σ

I
F (α) sin α− σω2 cosα,

ïðè íàëè÷èè �âîçìóùåíèÿ�, äàþùåãî ñèñòåìó (23) (òðè òèïà ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (31)
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8�10).
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Ïðåäëîæåíèå 7.2. Âîçìóùåíèå ñèñòåìû (31), äàþùåå ñèñòåìó (23), ðàñùåïëÿåò ðàññìàò-
ðèâàåìóþ ñåïàðàòðèñó (âûõîäÿùóÿ èç áåñêîíå÷íîñòè â ïîëîñó Π(−π,0) è âõîäÿùóþ â áåñêîíå÷-
íîñòü â ýòîé æå ïîëîñå).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ñèñòåì (31)
è (23) èìååò âèä

χ((31), (23)) =
σ

I
ωb(α)[(σω + sin α)2 + cos2 α], (32)

è îíà ïîëîæèòåëüíà ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå (30), ïîñêîëüêó â íåé b(α) > 0 ïî÷òè âñþäó.
Ïðåäëîæåíèå 7.2 ïîëíîñòüþ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (32).

Áîëåå òîãî, â ñèëó çíàêîîïðåäåëåííîñòè ïî÷òè âñþäó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (32), ñå-
ïàðàòðèñû, èìåþùèå â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè (2kπ −
0, +∞) è (−2kπ + 0,−∞), èìåþò â êà÷åñòâå α-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ òî÷êè (26) è (27) (ðèñ. 2�6).

Îáîçíà÷èì b∗ = maxα |b(α)|. Ïóñòü b∗2 = σ3b∗/I.
Ïðåäëîæåíèå 7.3. Äëÿ ëþáîãî M > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ b∗2 > 0 íàéäåòñÿ ε > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî b∗2 < ε êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà, âûõîäÿùàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè â ïîëîñó
Π(−π,0), ïðîäîëæèòñÿ âïðàâî âäîëü îñè α áîëåå ÷åì íà M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå 7.3 ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò
ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïðîäîëæèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1. Ôàçîâûé ïîòîê èññëåäóåìîé ñèñòåìû (23) îòîá-
ðàæàåò ÷àñòü ïðÿìîé Λ−1 íà ïðÿìóþ Λ1. Çäåñü

Λk = {(α, ω) ∈ R2 : α = πk}.
Èòàê, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïðÿìîé Λ−1 íà ïðÿìóþ Λ1 â ñèëó ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ
ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (31) ñ âðàùåíèÿìè (ðèñ. 8) ýòî îòîáðàæåíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, âáëèçè ïðÿìîé
Λ−1 â îáëàñòè (30) òîæäåñòâåííî.
Ïðåäëîæåíèå 7.4. Äëÿ ñèñòåìû (23) ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå (òàì, ãäå îíî îïðåäåëåíî)

òàêîâî:
(−π, ω1) → (π, ω2), ω2 > ω1 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå 7.4 ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé î ïîâîðîòå âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû.

Ïðîäîëæèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1. Èìåÿ â âèäó íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îòîá-
ðàæåíèÿ, ïîñòðîåííîãî â ïðåäëîæåíèè 7.4, îò ïàðàìåòðà b∗2, ðàññìîòðèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ b∗2 çàâèñèìîñòü òèïà ôàçîâîãî ïîðòðåòà îò ïàðàìåòðà b∗2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà èìååò ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî, îòñòîÿùåå îò ïðÿìîé
Λ−1 âäîëü îñè α íà 2πj, j ∈ N0. Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò ïàðàìåòðîâ è
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà b∗2 äî íåîáõîäèìîãî çíà÷åíèÿ (ïðåäëîæåíèå 7.3)
êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà áóäåò èìåòü ãðóáîå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî, îòñòîÿùåå îò ïðÿìîé Λ−1

âäîëü îñè α íà 2π(j + 1), j ∈ N0. Ñëó÷àé j ∈ N0 ðàññìîòðåí.
Íàïîìíèì, ÷òî ó ñèñòåìû (23) íà ôàçîâîì öèëèíäðå ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå òî÷êè (24) (ñåä-

ëà), òàêæå îòñòîÿùèå îò ïðÿìîé Λ−1 âäîëü îñè α íà 2πj, j /∈ N0.
Ïðåäëîæåíèå 7.5. Êëþ÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà ìîæåò èìåòü â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæå-

ñòâà ñåäëîâûå òî÷êè (24).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå 7.5. Â ñèëó ãëàäêîé çàâèñèìîñòè êëþ÷åâîé ñåïàðàòðèñû
îò ïàðàìåòðà b∗2, ïðè òîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà
ãðóáîãî ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ñåïàðàòðèñû (îò òî÷êè 2πj ê òî÷êå 2π(j+1), j ∈ N0, ñì. âûøå),
íîâûì ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ñòàíåò òî÷êà (24), à èìåííî, ñåäëî (2πj, 0), j /∈ N0. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè áû ñåäëî (2πj, 0), j /∈ N0, ïðè ðàññìàòðèâàåìîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà B∗

2

íå áûëî áû ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ êëþ÷åâîé ñåïàðàòðèñû, òî òîãäà ýòà ñåïàðàòðèñà èìå-
ëà áû äðóãîå ãðóáîå (òî÷êó 2πjj èëè òî÷êó 2π(j +1), j ∈ N0, ñì. âûøå) ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî.
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Ïîñêîëüêó ïðè ìàëîì øåâåëåíèè ãðóáîå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ñîõðàíèòñÿ, ìû âñòóïàåì â ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà b∗2 ñîîòâåòñòâóåò ãðóáîìó ω-ïðåäåëüíîìó
ìíîæåñòâó. Ïðåäëîæåíèå 7.5 äîêàçàíî (áîëåå ïîäðîáíî î òàêèõ ñèñòåìàõ ñì. [34, 35]).

Áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, â òîì ÷èñëå è î ñòðîãî ìîíîòîííûõ ïîëÿõ, ñì. â [34, 35].
Çàêîí÷èì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1. Åñëè â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû

(23) ìû âîçüìåì ñèñòåìó (31), ôàçîâûé ïîðòðåò êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 10 (ó êîòîðîé êëþ-
÷åâàÿ ñåïàðàòðèñà �âõîäèò� â ïðèòÿãèâàþùóþ òî÷êó (−π, 0)), òî òåì ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé
isp = j = 0. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1 ïðèâåäåíà ïîëíîñòüþ.

8. Î âîçìîæíîì äîñòèæåíèè óñòîé÷èâîñòè êëþ÷åâîãî ðåæèìà
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (20) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (18) ïðèìåò âèä

λ2 + (β2 − β1)λ + β1 − β2 = 0, (33)
óêàçûâàþùèé íà òî, ÷òî â äàííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ æåëàåìîé óñòîé÷èâîñòè äîñòèãíóòü íå
óäàñòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïðè

β1 < β2 (34)
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò íåóñòîé÷èâîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåäëîâèäíîé òî÷êå, à
çíà÷èò, âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæíî äîñòèãíóòü óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âûáðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âáëèçè óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ
âîçëå íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîäñ÷èòàâ ïðè ýòîì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ.

Äðóãîé òèï íåóñòîé÷èâîñòè áóäåò èìåòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðè óñëîâèè
β1 > β2. (35)

Íà÷àëî êîîðäèíàò ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé îñîáîé òî÷êîé, è íèêàêîé âûáîð íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé íå ïðèâåäåò ê äîñòèæåíèþ óñòîé÷èâîñòè.

Ïðè ýòîì ñåìåéñòâà ïîðòðåòîâ, ïîëó÷åííûå ðàíåå, èìåþò äåëî ñî ñëó÷àåì, êîãäà â ïðèíöèïå
ìîæíî äîñòèãíóòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñåìåéñòâî æå ïîðòðåòîâ,
ïîëó÷åííîå â äàííîé ðàáîòå, èìååò äåëî ñî ñëó÷àåì óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè, äîñòèãíóòü êîòîðóþ, â
ïðèíöèïå, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òàê íà ðèñ. 2�
6 ïîêàçàíû ñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèå âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà (34) (íà÷àëî êîîðäèíàò � ñåäëî),
à íà ðèñ. 7 ïîêàçàí ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà (35) (íà÷àëî êîîðäèíàò
� îòòàëêèâàþùàÿ òî÷êà).

9. Ïîñòàíîâêà ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííîå äâèæåíèå îäíîðîäíîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà ìàññû

m, èìåþùåãî êîíóñîîáðàçíóþ ïåðåäíþþ ÷àñòü, âçàèìîäåéñòâóþùóþ ñ ïîòîêîì ñðåäû â óñëîâèÿõ
ñòðóéíîãî èëè îòðûâíîãî îáòåêàíèÿ (ðèñ. 11) (ñì. òàêæå [2, 3, 44]).

Åñëè (v, α, β) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû âåêòîðà vD ñêîðîñòè òî÷êè D (âåðøèíû êîíóñà,
ðèñ. 11), òî ðàññòîÿíèå D1N òî÷êè N ïðèëîæåíèÿ ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû S îïðåäåëÿåòñÿ, äëÿ
ïðîñòîòû, ëèøü îäíèì ïàðàìåòðîì � óãëîì àòàêè α, èçìåðÿåìûì ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè
òî÷êè D è îñüþ ñèììåòðèè Dx (óãîë xDvD, ðèñ. 11):

D1N = R(α). (36)
Ïðè ýòîì óãîë β ðàâåí óãëó yD1N (âåêòîð vD ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïðÿìóþ D1N).

Åñëè (0, yN (α, β), zN (α, β)) � êîîðäèíàòû òî÷êè N â ñèñòåìå D1xyz, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì
(ðèñ. 11), òî, î÷åâèäíî, R2 = y2

N + z2
N .

Ñèëû ëîáîâîãî S1 è áîêîâîãî S2 ñîïðîòèâëåíèÿ (ðèñ. 11) áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â êâàäðàòè÷íîì
âèäå ïî ñêîðîñòè òî÷êè D:

S1 = Sx = −s(α)v2ex, S2 = Sy + Sz,

Sy = −b(α)v2 cosβey, Sz = −b(α)v2 sinβez, |vD| = v,
(37)

ïðè ýòîì âåêòîðû S = S1 + S2 è vD ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 11. Ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñî ñðåäîé

Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà ôóíêöèé R(α), s(α), b(α) îïðåäåëÿåò âîçäåéñòâèå ñðåäû íà òâåðäîå òåëî
ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè [34, 35].

10. Äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ôóíêöèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû
Åñëè diag{I1, I2, I2} � òåíçîð èíåðöèè òåëà â îñÿõ D1xyz, ñâÿçàííûõ ñ òåëîì (îñè D1y è D1z

æåñòêî ñâÿçàíû ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûì êðóãîâûì ñå÷åíèåì êîíóñà, à â îñü D1x ñîâïàäàåò ñ îñüþ
ñèììåòðèè òåëà), σ = CD, C � öåíòð ìàññ (ðèñ. 11), {Ω1, Ω2, Ω3} � êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè
òåëà â îñÿõ D1xyz, òî äèíàìè÷åñêóþ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
âèäå (ó÷èòûâàþòñÿ óñëîâèÿ (36), (37)):

v̇ cosα− α̇v sinα + Ω2v sinα sinβ − Ω3v sinα cosβ + σ(Ω2
2 + Ω2

3) =
−s(α)v2

m
,

v̇ sinα cosβ + α̇v cosα cosβ − β̇v sinα sinβ + Ω3v cosα−

−Ω1v sinα sinβ − σΩ1Ω2 − σΩ̇3 =
−b(α)v2 cosβ

m
,

v̇ sinα sinβ + α̇v cosα sinβ + β̇v sinα cosβ + Ω1v sinα cosβ− (38)

−Ω2v cosα− σΩ1Ω3 + σΩ̇2 =
−b(α)v2 sinβ

m
,

I1Ω̇1 = −yN (α, β) b(α)v2 sinβ + zN (α, β) b(α)v2 cosβ,

I2Ω̇2 + (I1 − I2)Ω1Ω3 = −zN (α, β) s(α)v2,

I2Ω̇3 + (I2 − I1)Ω1Ω2 = yN (α, β) s(α)v2,

ãäå
yN (α, β) = R(α) cos β, zN (α, β) = R(α) sinβ. (39)

Çäåñü ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (38) ïîëó÷åíû èç òåîðåìû î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ â
ïðîåêöèÿõ íà îñè D1xyz, à âòîðûå òðè � èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.
Ïîäîáíûå ñèñòåìû, íî áåç áîêîâîé ñèëû, ðàíåå áûëè èñïîëüçîâûíû òàêæå â ðàáîòàõ [34, 35].

Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà è îáîáùåííûå ñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâóþùèå íà òå-
ëî, íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ òåëà íà ïëîñêîñòè, ïîçèöèîííûå êîîðäèíàòû â ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ
öèêëè÷åñêèìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (38) â êà÷åñòâå
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íåçàâèñèìîé. Ïðè ýòîì ñèñòåìà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âìåñòå ñ ñèñòåìîé (38) ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íîé ñèñòåìîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ â ïîñòðîåííîì ïîëå ñèë.

Åñëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (39), òî
−yN (α, β) b(α)v2 sinβ + zN (α, β) b(α)v2 cosβ ≡ 0,

òîãäà ñèñòåìà (38) èìååò öèêëè÷åñêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà
Ω1 = Ω0

1 = const, (40)
è â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìèêó ñèñòåìû íà íóëåâîì åãî óðîâíå:

Ω0
1 = 0. (41)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà òðîéêè ôóíêöèé R(α), s(α), b(α) èñïîëüçóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ (ñì. òàêæå [9, 11, 12]).

Ââîäèìûå êëàññû äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî øèðîêè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå, êàê
è â ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ (ñì. âûøå).

Â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè
R(α) = A sinα, b(α) = b1 sinα, A, b1 > 0, (42)

s(α) = B cosα; A > 0, (43)
ñëóæàò òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè îïèñàííûõ âûøå êëàññîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî îáòåêàíèÿ êîíóñîîáðàçíîãî òåëà ñðå-
äîé èñïîëüçóþòñÿ êëàññû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ òðîéêè äèíàìè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ïðîâåäåíèå ãëîáàëüíîãî íåëèíåéíîãî àíàëèçà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ðàññìîòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ (42),
(43) äëÿ ôóíêöèé R(α), s(α), b(α), îïðåäåëÿþùèõ âîçäåéñòâèå ñðåäû.

11. Èññëåäóåìûå ñèñòåìû íà êàñàòåëüíî ðàññëîåíèè äâóìåðíîé ñôåðû
Ââåäåì äëÿ íà÷àëà íîâûå êâàçèñêîðîñòè â ñèñòåìå:

z1 = Ω2 cosβ + Ω3 sinβ, z2 = −Ω2 sinβ + Ω3 cosβ.

Ñèñòåìó (38) â ñëó÷àÿõ (40), (41) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

v̇ + σ(z2
1 + z2

2) cos α− σ
v2

I2
R(α)s(α) sin α = −v2

m
[s(α) cos α + b(α) sinα],

α̇v + z2v − σ(z2
1 + z2

2) sinα− σ
v2

I2
R(α)s(α) cosα =

v2

m
[s(α) sin α− b(α) cosα], (44)

Ω̇3 =
v2

I2
yN (α, β) s(α),

Ω̇2 = −v2

I2
zN (α, β) s(α),

β̇ sinα− z1 cosα = 0.

Ââîäÿ äàëåå íîâûå áåçðàçìåðíûå äèôôåðåíöèðîâàíèå è ôàçîâûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì
< · >= d/dt = n1vd/dq = n1v <′>, n1 > 0, n1 = const, zk = n1vZk, k = 1, 2,

ñèñòåìà (44) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
v′ = vΨ(α,Z1, Z2), (45)

α′ = −Z2 + σn1(Z2
1 + Z2

2 ) sinα +
σ

I2n1
R(α)s(α) cos α+

+
1

mn1
[s(α) sinα− b(α) cos α], (46)

Z ′2 =
1

I2n2
1

R(α)s(α)− Z2
1

cosα

sinα
+ σn1Z2(Z2

1 + Z2
2 ) cos α−
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− σ

I2n1
Z2R(α)s(α) sinα +

Z2

mn1
[s(α) cos α + b(α) sinα], (47)

Z ′1 = Z1Z2
cosα

sinα
+ σn1Z1(Z2

1 + Z2
2 ) cos α−

− σ

I2n1
Z1R(α)s(α) sinα +

Z1

mn1
[s(α) cos α + b(α) sinα], (48)

β′ = Z1
cosα

sinα
, (49)

Ψ(α, Z1, Z2) = −σn1(Z2
1 + Z2

2 ) cos α +
σ

I2n1
R(α)s(α) sinα−

− 1
mn1

[s(α) cosα + b(α) sin α].

Âèäíî, ÷òî â ñèñòåìå ïÿòîãî ïîðÿäêà (45)�(49) ìîæåò áûòü âûäåëåíà íåçàâèñèìàÿ ïîäñè-
ñòåìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (46)�(49), êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
T ∗S2{Z2, Z1;α, β} äâóìåðíîé ñôåðû S2{α, β}.

Â ñèñòåìå æå (46)�(49), â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü âûäåëåíà íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà òðåòüåãî
ïîðÿäêà (46)�(48). Ïîñëåäíþþ ìîæíî ñàìîñòîÿòåëüíî ðàññìîòðåòü íà ñâîåì òðåõìåðíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ôóíêöèé ×àïëûãèíà (42), (43) ñèñòåìà (45)�(49) ïðèìåò âèä àíàëèòè÷å-
ñêîé:

v′ = vΨ(α,Z1, Z2), (50)

α′ = −Z2 + µ2(Z2
1 + Z2

2 ) sinα + µ2 sinα cos2 α+

+
µ1 − µ3

2
sinα cosα, (51)

Z ′2 = sin α cosα− Z2
1

cosα

sinα
+ µ2Z2(Z2

1 + Z2
2 ) cosα−

−µ2Z2 sin2 α cosα +
Z2

2
[µ1 cos2 α + µ3 sin2 α], (52)

Z ′1 = Z1Z2
cosα

sinα
+ µ2Z1(Z2

1 + Z2
2 ) cos α−

−µ2Z1 sin2 α cosα +
Z1

2
[µ1 cos2 α + µ3 sin2 α], (53)

β′ = Z1
cosα

sinα
, (54)

Ψ(α, Z1, Z2) = −µ2(Z2
1 + Z2

2 ) cosα + µ2 sin2 α cosα−
−µ1

2
cos2 α− µ3

2
sin2 α,

ïðè ýòîì âûáèðàÿ â äàëüíåéøåì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû µ1, µ2, µ3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n1 = n0, n2
0 =

AB

I2
, A = R′(0), B = s(0), b1 = b′(0),

µ1 = 2
B

mn0
, µ2 = σn0, µ3 = 2

b1

mn0
.

Âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ ïîëó÷åííûå ñèñòåìû èìå-
þò íåîïðåäåëåííîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âûçâàíî âûðîæäåííîñòüþ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
êîíöà âåêòîðà vD ñêîðîñòè âåðøèíû D ïåðåäíåãî êîíóñà (êàâèòàòîðà) è ïðåîäîëåâàåòñÿ äîîïðå-
äåëåíèåì ïðàâûõ ÷àñòåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ñëó÷àå æå äâèæåíèÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïî-
äîáíûõ ïðîáëåì, êàê èçâåñòíî, íåò [34, 35].
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12. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî
òîðìîæåíèÿ

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êëþ÷åâîãî ðåæèìà � ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïà-
òåëüíîãî òîðìîæåíèÿ � ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè, ò.å. ïî
îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì α, Z1, Z2. Äðóãèìè ñëîâàìè, èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ íåçàâèñèìîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà (46)�(48) (åñëè, êîíå÷íî, äîîïðåäåëèòü äàííóþ
ñèñòåìó ïî íåïðåðûâíîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âîçìîæíî). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âàæíîå
óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 12.1. Ïëîñêîñòü

{(α,Z1, Z2) ∈ R3 : Z1 = 0} (55)
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ ñèñòåìû (46)�(48).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè Z1 = 0 â ñèñòåìó (46)�(48)
ïîñëåäíÿÿ, êðîìå òîãî, ÷òî ñòàíîâèòñÿ íåçàâèñèìîé, äîïóñêàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

α = α(q), Z2 = Z2(q), Z1(q) ≡ 0,

ãäå α(q), Z2(q) � ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, îáðàçîâàííîé óðàâíåíèÿìè
(46), (47): 




α′ = −Z2 + σn1Z
2
2 sinα +

σ

I2n1
R(α)s(α) cos α+

+
1

mn1
[s(α) sinα− b(α) cos α],

Z ′2 =
1

I2n2
1

R(α)s(α) + σn1Z
3
2 cosα−

− σ

I2n1
Z2R(α)s(α) sin α +

Z2

mn1
[s(α) cosα + b(α) sin α],

(56)

Áîëåå òîãî, ñèñòåìà (56) íà äâóìåðíîì ôàçîâîì öèëèíäðå îïèñûâàåò äèíàìèêó ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà (ñì. òàêæå [2, 3]).

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ôóíêöèé ×àïëûãèíà (42), (43) ñèñòåìà (56) ïðèìåò âèä àíàëèòè÷åñêîé:

α′ = −Z2 + µ2Z
2
2 sinα + µ2 sinα cos2 α +

µ1 − µ3

2
sinα cosα, (57)

Z ′2 = sinα cosα + µ2Z
3
2 cosα− µ2Z2 sin2 α cosα +

Z2

2
[µ1 cos2 α + µ3 sin2 α]. (58)

Òàêèì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòü (55) �óêëàäûâàåòñÿ� ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (56) (èëè ñèñòåìû
(57), (58)) èç äèíàìèêè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïëîñêîñòü (55) ðàçäåëÿåò
òðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè:

{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 > 0} (59)
è

{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 < 0},
â êàæäîé èç êîòîðûõ äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñàìîñòîÿòåëüíî. Íî íå ïðîèçâîëüíî äðóã îò äðóãà,
ïîñêîëüêó â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñèììåòðèÿ: âñå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðíîãî ïîëÿ
ñèñòåìû (46)�(48) íå ìåíÿþò çíàêè ïðè çàìåíå Z1 → −Z1.

Ïîñëåäíèå ôàêòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñèñòåìó (46)�(48) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü â ïîëóîãðàíè-
÷åííîì ñëîå (59).

Âàæíûì ñëåäñòâèåì ïîñëåäíèõ çàìå÷àíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè
V1(α, Z1) = Z1 sinα (60)

â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (×åòàåâà) â ïîëóîãðàíè÷åííîì ñëîå (59), ïîñêîëüêó â íåì äàííàÿ
ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Òåîðåìà 12.1. Ôóíêöèÿ (60) â îáëàñòè (59) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (46)�(48) ôóíêöèåé Ëÿ-
ïóíîâà (×åòàåâà), ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (46)�(48) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè
µ3 > 2(µ1 + µ2) è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè µ3 < 2(µ1 + µ2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (60) â ñèëó ñèñòåìû (46)�(48) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå (

µ1 + µ2 − µ3

2

)
Z1α + o(α2 + Z2

1 + Z2
2 ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè
µ3 > 2(µ1 + µ2) (61)

ñèñòåìà (46)�(48) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿ-
ãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè µ3 < 2(µ1 + µ2) � îòòàëêèâàþùóþ. Â êðèòè÷åñêîì æå ñëó÷àå

µ3 = 2(µ1 + µ2)

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü êàê óñòîé÷èâûì, òàê è íåóñòîé÷èâûì.
Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå (61) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû êëþ÷åâîé ðåæèì

(ïðîñòðàíñòâåííîå ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå òîðìîæåíèå) ÿâëÿëñÿ áû óñòîé÷èâûì ê âîç-
ìóùåíèþ óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè (â äàííîì ñëó÷àå, ïî îòíîøåíèþ ê òðåì ïåðåìåííûì
α, Z1, Z2).

13. Êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ î âîçìîæíîì äîñòèæåíèè óñòîé÷èâîñòè
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå (íàïðèìåð, âîäå) îäíîðîäíîãî òâåðäîãî òåëà,

ñîñòîÿùåãî èç êðóãîâîãî êîíóñà, æåñòêî çàêðåïëåííîãî ñ êðóãîâûì öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû
(ïîäîáíî ðèñ. 11).

Ïåðåïèñûâàÿ óñëîâèå (61), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî óêàçàííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

b1

B
> 2 +

mσA

I2
,

èëè
b1

B
> 2 +

σdk

r2
1

, (62)

ãäå d � äèàìåòð öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè òåëà, r1 � öåíòðàëüíûé ðàäèóñ èíåðöèè (îòíîñèòåëüíî
îñè D1y), k � íåêîòîðûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð âîçäåéñòâèÿ âîäû íà òåëî ñ ïåðåäíåé êîíóñíîé
÷àñòüþ [44]. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè ìàëûõ óãëàõ àòàêè ôóíêöèÿ (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

R(α) = dkα.

Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå σd/r2
1 êîíå÷íî, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â íåðàâåíñòâå (62) äîñòàòî÷íî ìàëî

(â ñèëó ìàëîñòè áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà k). Òîãäà ñ íåêîòîðûìè äîïóùåíèÿìè ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî îòíîøåíèå â ëåâîé ÷àñòè íåñêîëüêî áîëüøå 2. Íî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (62) ñòîèò îò-
íîøåíèå êîýôèöèåíòîâ áîêîâîãî è ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèé (òàê íàçûâàåìîå àýðîäèíàìè÷åñêîå
êà÷åñòâî). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ èññëåäóåìîé óñòîé÷èâîñòè íóæíî èìåòü äåëî ñ êîíó-
ñàìè äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàñòâîðà.

14. Îá èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû
Èññëåäóåì âîïðîñ èíòåãðèðóåìîñòè àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà (50)�(54), çàâèñÿùåé îò òðåõ

ïàðàìåòðîâ µ1, µ2, µ3, íî íàëîæèì îãðàíè÷åíèå âèäà
µ1 = µ3.

Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé µ1 = µ3 = 0.
Îò ñèñòåìû (50)�(54) îòäåëèëàñü íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (51)�(54).
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Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (44), à
èìåííî, ôóíêöèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ

Ψ0(v, α, β, z1, z2) = v2 + σ2(z2
1 + z2

2)− 2σz2v sinα = V 2
C

ïîñòîÿííà íà åå ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ.
Â ñèëó íåâûðîæäåííîé çàìåíû íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî (ïðè v 6= 0) ó ñèñòåìû (50)�(54)

òàêæå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêèé èíòåãðàë, à èìåííî, ôóíêöèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ
Ψ1(v, α, β, Z1, Z2) = v2(1 + µ2

2(Z
2
1 + Z2

2 )− 2µ2Z2 sinα) = V 2
C (63)

ïîñòîÿííà íà åå ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ.
Ðàâåíñòâî (63) ïîçâîëÿåò, íå ðåøàÿ ñèñòåìû (50)�(54), íàéòè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè õàðàêòåðíîé

òî÷êè òâåðäîãî òåëà (òî÷êè D) îò äðóãèõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, à èìåííî, ïðè VC 6= 0 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

v2 =
V 2

C

1 + µ2
2(Z

2
1 + Z2

2 )− 2µ2Z2 sinα
. (64)

Ïîñêîëüêó ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (50)�(54) ïÿòèìåðíî, à â íåì ñóùåñòâóþò àñèìïòî-
òè÷åñêèå ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà, òî ðàâåíñòâî (63) çàäàåò åäèíñòâåííûé àíàëèòè÷åñêèé (äàæå
íåïðåðûâíûé) ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (50)�(54) âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñð. ñ [31]).

Ðàçáåðåì ïîäðîáíåå âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ äðóãèõ (äîïîëíèòåëüíûõ) ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñè-
ñòåìû (50)�(54). Åå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëàèâàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè

{(v, α, β, Z1, Z2) : VC = const}. (65)
Äëÿ íà÷àëà ñîïîñòàâèì íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìå òðåòüåãî ïîðÿäêà (51)�(53) íåàâòîíîìíóþ ñè-

ñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà
dZ2

dα
=

sinα cosα + µ2Z2(Z2
1 + Z2

2 ) cos α− µ2Z2 sin2 α cosα− Z2
1 cosα/ sinα

−Z2 + µ2(Z2
1 + Z2

2 ) sin α + µ2 sinα cos2 α
,

dZ1

dα
=

µ2Z1(Z2
1 + Z2

2 ) cos α− µ2Z1 sin2 α cosα + Z1Z2 cosα/ sinα

−Z2 + µ2(Z2
1 + Z2

2 ) sinα + µ2 sinα cos2 α
.

(66)

Èñïîëüçóÿ çàìåíó τ = sin α, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (66) â àëãåáðàè÷åñêîì âèäå
dZ2

dτ
=

τ + µ2Z2(Z2
1 + Z2

2 )− µ2Z2τ
2 − Z2

1/τ

−Z2 + µ2τ(1− τ2) + µ2τ(Z2
1 + Z2

2 )
,

dZ1

dτ
=

µ2Z1(Z2
1 + Z2

2 )− µ2Z1τ
2 + Z1Z2/τ

−Z2 + µ2τ(1− τ2) + µ2τ(Z2
1 + Z2

2 )
.

(67)

Äàëåå, ââîäÿ îäíîðîäíûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì
Zk = ukτ, k = 1, 2, (68)

ïðèâîäèì ñèñòåìó (67) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

τ
du2

dτ
+ u2 =

1− µ2u2τ
2 + µ2u2(u2

1 + u2
2)τ

2 − u2
1

−u2 + µ2τ2(u2
1 + u2

2) + µ2(1− τ2)
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

µ2u1(u2
1 + u2

2)τ
2 − µ2u1τ

2 + u1u2

−u2 + µ2τ2(u2
1 + u2

2) + µ2(1− τ2)
,

(69)

÷òî ýêâèâàëåíòíî
τ
du2

dτ
=

1− µ2u2 + u2
2 − u2

1

−u2 + µ2τ2(u2
1 + u2

2) + µ2(1− τ2)
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − µ2u1

−u2 + µ2τ2(u2
1 + u2

2) + µ2(1− τ2)
.

(70)

Ñîïîñòàâèì ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà (70) íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
du2

du1
=

1− µ2u2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − µ2u1
, (71)
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êîòîðîå íåñëîæíî ïðèâîäèòñÿ ê ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó:

d

(
u2

2 + u2
1 − µ2u2 + 1

u1

)
= 0. (72)

Èòàê, óðàâíåíèå (71) èìååò ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë:
u2

2 + u2
1 − µ2u2 + 1

u1
= C1 = const, (73)

êîòîðûé â ïðåæíèõ ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò êàê
Z2

2 + Z2
1 − µ2Z2 sinα + sin2 α

Z1 sinα
= C1 = const. (74)

Çàìå÷àíèå 14.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (51)�(53) ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåä-
íèì, ñòàíîâÿùåéñÿ êîíñåðâàòèâíîé ïðè µ2 = 0 (íàïîìíèì, ïðè ýòîì ðàíåå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
µ1 = µ3 = 0): 




α′ = −Z2,

Z ′2 = sin α cosα− Z2
1

cosα

sinα
,

Z ′1 = Z1Z2
cosα

sinα
.

(75)

Îíà îáëàäàåò äâóìÿ àíàëèòè÷åñêèìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè âèäà
Z2

2 + Z2
1 + sin2 α = C∗

1 = const, (76)
Z1 sinα = C∗

2 = const. (77)
Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (76), (77) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòå-
ãðàëîì ñèñòåìû (75). Íî ïðè µ2 6= 0 êàæäàÿ èç ôóíêöèé

Z2
2 + Z2

1 − µ2Z2 sinα + sin2 α (78)
è (77) ïî îòäåëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (51)�(53). Îäíàêî îòíîøåíèå
ôóíêöèé (78), (77) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (51)�(53) ïðè ëþáîì µ2.

Äàëåå, ïðîèçâåäåì ïîèñê äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà (51)�
(53). Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì äëÿ íà÷àëà èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå (73) ïðè u1 6= 0 ñëåäóþùèì
îáðàçîì: (

u2 − µ2

2

)2
+

(
u1 − C1

2

)2

=
µ2

2 + C2
1

4
− 1. (79)

Âèäíî, ÷òî ïàðàìåòðû äàííîãî èíâàðèàíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
µ2

2 + C2
1 − 4 > 0, (80)

è ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (51)�(53) ðàññëàèâàåòñÿ íà ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé, çàäàâàåìûõ
ðàâåíñòâîì (79).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (73) ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (70) ïðèìåò âèä

τ
du2

dτ
=

1− µ2u2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
−u2 + µ2(1− τ2) + µ2τ2(U2

1 (C1, u2) + u2
2)

, (81)

ãäå
U1(C1, u2) =

1
2
{C1 ±

√
C2

1 − 4(u2
2 − µ2u2 + 1)}, (82)

ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ C1 âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ (80), èëè âèä óðàâíåíèÿ Áåðíóë-
ëè:

dτ

du2
=

(µ2 − u2)τ − µ2τ
3(1− U2

1 (C1, u2)− u2
2)

1− µ2u2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
. (83)

Óðàâíåíèå (83) (ïðè ïîìîùè (82)) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ:
dp

du2
=

2(u2 − µ2)p + 2µ2(1− U2
1 (C1, u2)− u2

2)
1− µ2u2 + u2

2 − U2
1 (C1, u2)

, p =
1
τ2

. (84)
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Ïîñëåäíèé ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî ìîæåò áûòü íàéäåí åùå îäèí òðàíñöåíäåíòíûé ïåðâûé èíòåãðàë
[13, 14, 18, 25, 34, 35] â ÿâíîì âèäå (ò.å. ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ êâàäðàòóð). Ïðè ýòîì îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (84) çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C2. Ïîëíûå âûêëàäêè â äàííîì
ìåñòå ïðèâîäèòü íå áóäåì, îòìåòèâ ëèøü äëÿ ïðèìåðà, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç (84)), äàæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå µ2 = C1 = 2 èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

p = p0(u2) = C[
√

1− (u2 − 1)2 ± 1] exp

[√
1∓

√
1− (u2 − 1)2

1±
√

1− (u2 − 1)2

]
, C = const. (85)

Çàìå÷àíèå 14.2. Â âûðàæåíèå íàéäåííîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ôîðìàëüíî ìîæíî âìåñòî C1

ïîäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ïåðâîãî èíòåãðàëà (73).

Òîãäà ïîëó÷åííûé äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë èìååò ñëåäóþùèé ñòðóêòóðíûé âèä (àíà-
ëîãè÷íûé òðàíñöåíäåíòíîìó ïåðâîìó èíòåãðàëó èç ïëîñêîé äèíàìèêè):

K1

(
sinα, Z2, Z1,

Z2

sinα
,

Z1

sinα

)
= C2 = const. (86)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (51)�(53) óæå íàéäåíû äâà
íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà. Äëÿ ïîëíîé æå åå èíòåãðèðóåìîñòè äîñòàòî÷íî íàéòè åùå îäèí
(äîïîëíèòåëüíûé) ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (54).

Ïîñêîëüêó
dβ

dτ
=

u1

−u2τ + µ2τ3(u2
1 + u2

2) + µ2τ(1− τ2)
, (87)

du1

dτ
=

u1(2u2 − µ2)
−u2τ + µ2τ3(u2

1 + u2
2) + µ2τ(1− τ2)

, (88)

òî
du1

dβ
= 2u2 − µ2. (89)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè u1 6= 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

u2 =
1
2


µ2 ±

√
µ2 − 4

(
u1 − C1

2

)2

 , µ2 = µ2

2 + C2
1 − 4, (90)

òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ñëåäóþùåé êâàäðàòóðû:

β + const = ±
∫

du1√
µ2 − 4

(
u1 − C1

2

)2
(91)

ïðèâåäåò ê èíâàðèàíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

2(β + C3) = ± arcsin
2u1 − C1√
µ2

2 + C2
1 − 4

, C3 = const. (92)

Äðóãèìè ñëîâàìè, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

sin[2(β + C3)] = ± 2u1 − C1√
µ2

2 + C2
1 − 4

(93)

èëè, ïðè ïåðåõîäå ê ñòàðûì ïåðåìåííûì

sin[2(β + C3)] = ± 2Z1 − C1 sinα√
µ2

2 + C2
1 − 4 sinα

. (94)

Â ïðèíöèïå, ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, �ïðèâÿçûâàþ-
ùåãî� óðàâíåíèå (54), íà ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìîæíî îñòàíîâèòüñÿ, äîáàâèâ ê ýòîìó òî, ÷òî â
ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ôîðìàëüíî ìîæíî âìåñòî C1 ïîäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ïåðâîãî èíòåãðàëà
(74).
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Íî ìû ïðîâåäåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ïîëó÷åíèþ ñëåäóþùåãî ÿâíîãî âèäà
äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà (ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî (73)):

tg2[2(β + C3)] =
(u2

1 − u2
2 + µ2u2 − 1)2

u2
1(4u

2
2 − 4µ2u2 + µ2

2)
. (95)

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå â
âèäå

tg2[2(β + C3)] =
(Z2

1 − Z2
2 + µ2Z2 sinα− sin2 α)2

Z2
1 (4Z2

2 − 4µ2Z2 sinα + µ2
2 sin2 α)

, (96)
èëè îêîí÷àòåëüíî

−β ± 1
2
arctgZ2

1 − Z2
2 + µ2Z2 sinα− sin2 α

Z1(2Z2 − µ2 sinα)
= C3 = const. (97)

Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (51)�(54) èìååò ïåðâûé
èíòåãðàë âèäà (74), òàêæå èìååòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë, íàõîäÿùèéñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (84) (èëè (86)),
ÿâëÿþùèéñÿ òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (òàêæå â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà) è, íàêîíåö, òðàíñöåíäåíòíûé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (97).
Òåîðåìà 14.1. Ñèñòåìà (50)�(54) îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ èíâàðèàíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

(ïîëíûì íàáîðîì), òðè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè ñ òî÷êè çðåíèÿ
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Ïðè ýòîì, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè èç ÷åòûðåõ ñîîòíîøåíèé âûðàæàþòñÿ
÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

15. Çàêëþ÷åíèå
Çàêëþ÷åíèå êàñàåòñÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ ê ðàçëè÷íûì êîíêðåò-

íûì ìîäåëÿì.
Áëàãîäàðÿ ïðîâåäåííîìó àíàëèçó íåóñòîé÷èâîñòü ïðîñòåéøåãî äâèæåíèÿ òåëà � ïðÿìîëèíåé-

íîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ � ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ìåòîäè÷åñêèõ öåëÿõ, à èìåííî,
äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî â óñëîâèÿõ êâàçè-
ñòàöèîíàðíîñòè.

Ïðè èçó÷åíèè êëàññà òîðìîæåíèé òåëà ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè ãëàâíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ
íàõîæäåíèå òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò êîëåáàíèÿ â êîíå÷íîé îêðåñòíîñòè ïðÿ-
ìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ. Âîçíèêàåò, òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü ïîëíîãî
íåëèíåéíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Íà÷àëüíûì ýòàïîì òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæåíèå äåìïôèðóþùåãî âîçäåéñòâèÿ
ñî ñòîðîíû ñðåäû íà òâåðäîå òåëî. Íà ôóíêöèîíàëüíîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî òðîéêà äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ âîçäåéñòâèå ñðåäû, çàâèñèò ëèøü îò îäíîãî
ïàðàìåòðà � óãëà àòàêè. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âîçíèêàþùèå ïðè òàêîì íåëèíåéíîì îïèñàíèè,
íîñÿò õàðàêòåð ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé.

Ïðè êà÷åñòâåííîì îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñî ñðåäîé ïî ïðè÷èíå èñïîëüçîâàíèÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ âîçíèêàåò îïðåäåëåííûé ðàçáðîñ â
ìîäåëèðîâàíèè ñèëîìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ýòî äåëàåò åñòåñòâåííûì ââåäåíèå îïðåäåëåíèÿ
îòíîñèòåëüíîé ãðóáîñòè (îòíîñèòåëüíîé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè) è äàëüíåéøåå äîêàçàòåëü-
ñòâî òàêîé ãðóáîñòè äëÿ èññëåäóåìûõ ñèñòåì (ñì. òàêæå [4, 34, 35]).

Ðåçóëüòàòû, íàéäåííûå ïðè ïðîñòåéøåì ïðåäïîëîæåíèè îá îòñóòñòâèè äåìïôèðóþùåãî âîç-
äåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû ñðåäû íà òâåðäîå òåëî, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ
òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâîâàëè áû êîëåáàíèÿ â êîíå÷íîé îêðåñòíîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî
ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå âñåãî ýòîãî ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå òîðìîæå-
íèå òåëà â ïðèíöèïå ìîæåò ñòàòü óñòîé÷èâûì.
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