




Также в работе представлен карты динамических режимов на плоскости параметров (V ,
k) для различных значений параметра p. С ростом параметров V и k в поведении исследуемой
системы наблюдается переход к хаосу через последовательность удвоений периода колебаний,
в области хаоса жестким образом формируются новые области периодических колебаний, пе-
реход от которых к хаосу также происходит через последовательность бифуркаций удвоения
периода.

Таким образом, введение линейной зависимости фазы внешнего воздействия от динамиче-
ской переменной в неавтономном линейном осцилляторе приводит формированию в динамике
системы иерархии периодических и хаотических колебаний. В случае «слабой перестройки
фазы», при V < 2 и k < 2 область существования сложных колебаний ограничена по ча-
стоте внешнего воздействия значением примерно равным удвоенной резонансной частоте, ха-
рактерным для динамики нелинейного неавтономного осциллятора. Увеличение амплитуды
внешнего воздействия приводит к расширению областей существования сложных режимов
колебаний, теперь эти области не ограничены удвоенной частотой внешнего воздействия, а
также появлению в области существования хаоса новых зон периодических колебаний. При
этом в динамике системы появляются режимы колебаний, соответствующие так называемой
динамике нелинейного осциллятора с периодическим потенциалом.
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В задачах динамики изучаются механические системы со многими степенями свободы с
диссипацией (с пространством положений — многомерным многообразием). Их фазовыми
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пространствами становятся касательные расслоения к данным многообразиям. Так, напри-
мер, изучение n-мерного обобщенного сферического маятника в неконсервативном поле сил
приводит к динамической системе на касательном расслоении к (n − 1)-мерной сфере, при
этом метрика специального вида на ней индуцирована дополнительной группой симметрий
[1]. Выделим также класс задач о движении точки по многомерной поверхности, при этом
метрика на ней индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлющего пространства.

Рассмотрим следующую систему с гладкой правой частью с диссипацией. А именно, на-
личие диссипации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует достаточно гладкий ко-
эффициент bδ(α) в первом уравнении системы:

α̇ = −zn + bδ(α),

żn = F (α) + Γα11(α, β)f
2(α)z2n−1 + Γα22(α, β)f

2(α)g2(β1)z
2
2 + . . .

. . .+ Γαn−1,n−1(α, β)f
2(α)g2(β1)h

2(β2) . . . i
2(βn−2)z

2
1 ,

żn−1 = [2Γ1(α) +Df(α)] zn−1zn − Γ1
22(α, β)f(α)g

2(β1)z
2
n−2 − . . .

. . .− Γ1
n−1,n−1(α, β)f(α)g

2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)z
2
1 , . . . ,

ż2 = [2Γ1(α) +Df(α)] z2zn − [2Γ2(β1) +Dg(β1)] f(α)z2zn−1 − . . .

. . .− [2Γn−2(βn−3) +Dr(βn−3)] f(α)g(β1)h(β2) . . . s(βn−4)z2z3−
− Γn−2

n−1,n−1(α, β)f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)i
2(βn−2)z

2
1 ,

ż1 = [2Γ1(α) +Df(α)] z1zn − [2Γ2(β1) +Dg(β1)] f1(α)z1zn−1−
− [2Γ3(β2) +Dh(β2)] f(α)g(β1)z1zn−2 − . . .

. . .− [2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2)] f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)z1z2,

β̇1 = zn−1f(α), β̇2 = zn−2f(α)g(β1), β̇3 = zn−3f(α)g(β1)h(β2), . . . ,

β̇n−1 = z1f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2),

(1)

которая почти всюду эквивалентна
α̈− bα̇δ′(α) + F (α) + Γα11(α, β)β̇

2
1 + . . .+ Γαn−1,n−1(α, β)β̇

2
n−1 = 0,

β̈1 − bβ̇1δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, . . . ,

β̈n−1 − bβ̇n−1δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇n−1 + 2Γ2(β1)β̇1β̇n−1 + . . .

. . .+ 2Γn−1(βn−2)β̇n−2β̇n−1 = 0, W (α) = 2Γ1(α) +Df(α).

Пусть справедливы равенства

Γα11(α, β) ≡ Γα22(α, β)g
2(β1) ≡ . . . ≡ Γαn−1,n−1(α, β)g

2(β1)h
2(β2) . . . = Γn(α), (2)

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα
+ Γn(α)f

2(α) ≡ 0. (3)

После замены переменных wn = zn, wn−1 =
√
z21 + . . .+ z2n−1, wn−2 = z2/z1, wn−3 =

z3/
√
z21 + z22 , . . . , w1 = zn−1/

√
z21 + . . .+ zn−2

2 , система (1) распадается:
α̇ = −wn + bδ(α), ẇn = F (α) + Γn(α)f

2(α)w2
n−1,

ẇn−1 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
wn−1wn,

(4)


ẇs = ±wn−1

√
1 + w2

sf(α) . . . [2Γs+1(βs) +Dj(βs)] ,

β̇s = ± wswn−1√
1 + w2

s

f(α) . . . , s = 1, . . . , n− 2,
(5)
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β̇n−1 = ± wn−1√
1 + w2

n−2

f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (6)

где в системе (5) символом “. . .” показаны одинаковые члены, а функция j(βs) — одна из
функций g, h, . . ., зависящая от соответствующего угла βs. Для полной интегрируемости си-
стемы (4)–(6) достаточно указать два независимых интеграла системы (4), по одному — для
систем (5) (меняя независимые переменные; их n− 2 штуки), и интеграл, “привязывающий”
уравнение (6) (т.е. всего n+ 1).

Теорема. Пусть для некоторых κ, λ ∈ R справедливы равенства Γn(α)f
2(α) =

κd/dα ln |δ(α)|, F (α) = λd/dα[δ2(α)/2]. Тогда система (1) при выполнении условий (2), (3)
обладает полным набором (n + 1) независимых, вообще говоря, трансцендентных первых
интегралов.

Так при κ = −1 интегралы следующие: Θ1(w;α) =
w2

n+w
2
n−1−bwnδ(α)+λδ

2(α)

wn−1δ(α)
= C1;

Θ2(w;α) = G
(
δ(α), wn

δ(α) ,
wn−1

δ(α)

)
= C2; Θs+2(ws;βs) =

√
1+w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2, s = 1, . . . , n − 2;

Θn+1(w;α, β) = βn−1 ±
∫ βn−2

βn−20

Cni(b)√
C2

n−1Ψ
2
n−2(b)−C2

n

db = Cn+1.
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In this study, we show the integrability of certain classes of dynamic systems on the tangent
bundle to a multi-dimensional manifold. In this case, the force fields have variable dissipation and
generalize the cases considered previously.
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Рассматривается система дифференциальных уравнений с двумя запаздываниями, опи-
сывающая взаимодействие популяций хищников и жертв [1]:

ẋ(t) = rx(t− τ1)e
−c1τ1 − ax2(t)− d1x(t)− f(x(t), y(t)),

u̇(t) = rx(t)− rx(t− τ1)e
−c1τ1 − c1u(t),

ẏ(t) = nf(x(t− τ2), y(t− τ2))e
−c2τ2 − d2y(t),

v̇(t) = nf(x(t), y(t))− nf(x(t− τ2), y(t− τ2))e
−c2τ2 − c2v(t),

f(x, y) =
bxy

1 + k1x+ k2y
.

Здесь x(t) — численность популяции взрослых жертв, u(t) — численность популяции молодых
жертв, y(t) — численность популяции взрослых хищников, v(t) — численность популяции
молодых хищников. Параметры запаздывания τ1 > 0 и τ2 > 0 отвечают за время взросления
жертв и хищников соответственно. Все коэффициенты предполагаются положительными.
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