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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííîì ñâîáîäíîì òîðìîæåíèè òâåðäîãî òåëà â
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ïëîñêîãî êðóãëîãî äèñêà. Ðàíåå ïðè ïðîñòåéøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñèëàõ âîçäåéñòâèÿ ñî ñòî-
ðîíû ñðåäû ïîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü êîëåáàíèé ñ îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäîé. Ïðè ýòîì òî÷íîå
àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèëîìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà äèñê îòñóòñòâóåò.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì �ïîãðóæåíèÿ� äàííîé çàäà÷è â áîëåå øèðîêèé êëàññ çà-
äà÷. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îòíîñèòåëüíî ïîëíîå êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ òåëà. Äëÿ
èññëåäóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, à òàêæå ñåìåéñòâà ôà-
çîâûõ ïîðòðåòîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êâàçèñêîðîñòåé, ñîñòîÿùèå èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
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1. Ìîäåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè îäíîðîäíîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òå-

ëà ìàññû m, ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî èìååò ôîðìó ïëîñêîãî êðóãëîãî äèñêà, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùåãî ñî ñðåäîé ïî çàêîíàì ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ [13, 9, 4]. Ïóñòü îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè òåëà
ðàçìåùåíà âíóòðè îáúåìà, îãðàíè÷åííîãî ñòðóéíîé ïîâåðõíîñòüþ, ñðûâàþùåéñÿ ñ êðàÿ äèñêà, è
íå èñïûòûâàåò âîçäåéñòâèÿ ñðåäû. Ïîõîæèå óñëîâèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, ïîñëå âõîäà
îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ â æèäêîñòü [13, 3, 6].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 15�01�00848�a).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàñàòåëüíûå ñèëû ê äèñêó îòñóòñòâóþò. Òîãäà ñèëà S, ïðèëîæåííàÿ ê òåëó
ñî ñòîðîíû ñðåäû, íå ìåíÿåò ñâîåé îðèåíòàöèè îòíîñèòåëüíî òåëà (íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê
äèñêó) è êâàäðàòè÷íà ïî ñêîðîñòè åãî öåíòðà (ðèñ. 1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñèëà òÿæåñòè,
äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ (âîçäåéñòâèÿ)
ñðåäû.

Ðèñ. 1. Íà÷àëî êîîðäèíàò � ñåäëî

Ïðè âûïîëíåíèè âûøåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé ñðåäè äâèæåíèé òåëà ñóùåñòâóåò ðåæèì ïðÿ-
ìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ: òåëî ñïîñîáíî ñîâåðøàòü ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå â
íàïðàâëåíèè åãî îñè ñèììåòðèè, ò.å. ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè äèñêà. Ïðè ýòîì òî÷êà N ïðèëî-
æåíèÿ ñèëû S âîçäåéñòâèÿ ñðåäû ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì D äèñêà. Ïðè âîçìóùåíèè
ðåæèìà ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ âåêòîð ñêîðîñòè v òî÷êè D, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, îòêëîíÿåòñÿ îò îñè ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè íà íåêîòîðûé óãîë (àòàêè) α. Ïðè ýòîì òî÷êà
N ïðèëîæåíèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ S ñìåùàåòñÿ îò öåíòðà äèñêà íà âåëè÷èíó DN = R1 è ëåæèò
â ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííîé âåêòîðîì v è îñüþ ñèììåòðèè òåëà. Ïîñëåäíèå ðàññóæäåíèÿ ïðîèñòå-
êàþò èç òîãî, ÷òî ïëàñòèíà, óñòàíîâëåííàÿ â íàáåãàþùåì ïîòîêå ïîä óãëîì ê åãî íàïðàâëåíèþ,
ïîâîðà÷èâàåòñÿ òàê, ÷òî, â êîíöå êîíöîâ, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïîòîêó, à çíà÷èò,
íàáåãàþùèé ïîòîê ñîîáùàåò åé îïðåäåëåííûé âðàùàþùèé ìîìåíò [17].

Ñâÿæåì ñ òåëîì ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Dxyz (ðèñ. 1) è íàïðàâèì îñü Dx âäîëü îñè ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè òåëà. Îñè Dy è Dz æåñòêî ñâÿæåì ñ êðóãëûì äèñêîì, îáðàçîâàâ ïðàâóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò. Êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè Ω â ñèñòåìå Dxyz áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç {Ωx, Ωy,Ωz}. Òåíçîð èíåðöèè äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà âî ââåäåííûõ ñâÿçàííûõ
îñÿõ Dxyz èìååò äèàãîíàëüíûé âèä: diag{I1, I2, I2}.

Âîñïîëüçóåìñÿ ãèïîòåçîé êâàçèñòàöèîíàðíîñòè è áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè-
÷èíà R1 îïðåäåëÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, óãëîì àòàêè α, èçìåðÿåìûì ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè
v öåíòðà äèñêà D è ïðÿìîé Dx. Òàêèì îáðàçîì,

DN = R1(α, . . .).

Êðîìå òîãî, ïðèìåì âåëè÷èíó S ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ â âèäå
S = s1(α)v2, v = |v| = |vD|.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ âìåñòî êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ s1(α) ââåäåì âñïîìî-
ãàòåëüíóþ çíàêîïåðåìåííóþ ôóíêöèþ s(α) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

s1(α) = s(α)sign cosα > 0.

Ïàðà ôóíêöèé R1(α, . . .) è s(α), òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåò âîçäåéñòâèå ñðåäû íà äèñê ïðè äàí-
íûõ ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
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Âîçíèêíîâåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè óñêîðåííîì äâèæåíèè òàêæå ëåãêî ïîíÿòü è ñ òî÷êè çðåíèÿ
çàêîíà ñîõðàíåíèè ýíåðãèè. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû ñîïðîòèâëåíèå ïðè òàêîì äâèæåíèè íå âîçíè-
êàëî è, òàêèì îáðàçîì, íå òðåáîâàëîñü áû ñèëû äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, òî íàøà
ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà íå ìîãëà áû íàêàïëèâàòü è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè
æå ïîëíîå ñîïðîòèâëåíèå ïî÷òè âñåõ òåë çíà÷èòåëüíî áîëüøå âñåãäà íåèçáåæíîãî ñîïðîòèâëå-
íèÿ òðåíèÿ [17, 5]. Êàê èçâåñòíî, ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî ïðè äâèæåíèè òàêèõ òåë îáðàçóþò-
ñÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà è âèõðè, êîòîðûå è ÿâëÿþòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé ñîïðîòèâëåíèÿ. Îíè
ïðåïÿòñòâóþò ñìûêàíèþ ïîòîêà ïîçàäè îáòåêàåìîãî òåëà (êàê â íàøåì ñëó÷àå) è îáúÿñíÿþò
íåñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà; êðîìå òîãî, äëÿ èõ îáðàçîâàíèÿ
òðåáóþòñÿ çàòðàòû ýíåðãèè [5].

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ òåëà â ïðîñòðàíñòâå âûáåðåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x0, y0, z0) òî÷êè
D è òðè óãëà (θ, ψ, φ), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîäîáíî íàâèãàöèîííûì óãëàì. Ïîâîðîò îò ñèñòåìû
Dx0y0z0 ê ñèñòåìå Dxyz ïðåäñòàâèì â âèäå êîìïîçèöèè òðåõ ïîâîðîòîâ. Ïðè ýòîì âåêòîðà, èìåþ-
ùèå íåêîòîðûå êîîðäèíàòû â áàçèñå (ex, ey, ez), ïîëó÷àò íîâûå êîîðäèíàòû â áàçèñå (ex0 , ey0 , ez0).
Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò çàäàíî â áàçèñå (ex, ey, ez) ìàòðèöåé

T =




cosψ cosφ − cosψ sinφ sinψ
cos θ sinφ + sin θ sinψ cosφ cos θ cosφ− sin θ sinψ sinφ − sin θ cosψ
sin θ sinφ− cos θ sinψ cosφ sin θ cosφ + cos θ sinψ sinφ cos θ cosψ


 ,

è ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ äâåíàäöàòüþ âåëè÷èíàìè:

(ẋ0, ẏ0, ż0, θ̇, ψ̇, φ̇;x0, y0, z0, θ, ψ, φ).

Ïðè ýòîì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (v, α, β) êîíöà âåêòîðà vD ñêîðîñòè òî÷êè D (ïðè ýòîì
óãîë β ðàâåí óãëó yDN) è êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè {Ωx,Ωy, Ωz} ñâÿçàíû ñ ïåðåìåííûìè
(ẋ0, ẏ0, ż0, θ̇, ψ̇, φ̇, θ, ψ, φ) íåèíòåãðèðóåìûìè ñîîòíîøåíèÿìè [13]. Íî ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ôàçî-
âîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÷åðåç ôóíêöèè

(v, α, β,Ωx, Ωy,Ωz; x0, y0, z0, θ, ψ, φ),

à ïåðâûå øåñòü âåëè÷èí ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå êâàçèñêîðîñòåé ñèñòåìû.
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà è ñèëà âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ òåëà â ïðîñòðàí-

ñòâå. Ïîýòîìó êîîðäèíàòû (x0, y0, z0, θ, ψ, φ) ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè. Ýòî ïðèâîäèò ê îòäåëåíèþ
äèíàìè÷åñêîé ÷àñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îò èõ êèíåìàòè÷åñêîé ÷àñòè (ñì. òàêæå [13, 14]).

Â ñèëó òåîðåì î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ (â ïðîåêöèÿõ íà îñè Dxyz) è îá èçìåíåíèè êèíåòè÷å-
ñêîãî ìîìåíòà (îòíîñèòåëüíî ýòèõ æå îñåé), ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìóþ â øåñòèìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàçèñêîðîñòåé (σ
� ðàññòîÿíèå DC):





v̇ cosα− α̇v sinα + Ωyv sinα sinβ1 − Ωzv sinα cosβ1 + σ(Ω2
y + Ω2

z) = −s(α)v2

m
,

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 + Ωzv cosα−
− Ωxv sinα sinβ1 − σΩxΩy − σΩ̇z = 0,

v̇ sinα sinβ1 + α̇v cosα sinβ1 + β̇1v sinα cosβ1 + Ωxv sinα cosβ1−
− Ωyv cosα− σΩxΩz + σΩ̇y = 0,

I1Ω̇x = 0,

I2Ω̇y + (I1 − I2)ΩxΩz = −zN (α, . . .)s(α)v2,

I2Ω̇z + (I2 − I1)ΩxΩy = yN (α, . . .)s(α)v2, R2
1 (α, . . .) = y2

N (α, . . .) + z2
N (α, . . .),

(1)

ãäå (0, yN , zN ) � êîîðäèíàòû òî÷êè N â ñèñòåìå Dxyz.
Â äàëüíåéøåì äëÿ ôîðìàëüíîé èíòåðïðåòàöèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû (1), âëèÿþùèõ íà

êëàññèôèêàöèþ åå ìíîãîìåðíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, äîïîëíèì åå ñëåäóþùèìè êèíåìàòè÷åñêèìè
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ñîîòíîøåíèÿìè: 



θ′ =
1

cosψ
[Ωx cosφ− Ωy sinφ],

ψ′ = Ωx sinφ + Ωy cosφ,

φ′ = Ωz +
sinψ

cosψ
[Ωy sinφ− Ωx cosφ],




ẋ0

ẏ0

ż0


 = T




v cosα
v sinα cosβ
v sinα sinβ


 .

(2)

Ñèñòåìû (1) è (2) âìåñòå îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ
â ñðåäå òâåðäîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè.

2. �Ïîãðóæåíèå� ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â áîëåå îáùèé êëàññ çàäà÷
Ñèñòåìà (1) ñîäåðæèò ôóíêöèè yN (α, . . .), zN (α, . . .), s(α), ÿâíûé âèä êîòîðûõ, äàæå äëÿ òàêîé

ïðîñòîé ôîðìû, êàê äèñê, àíàëèòè÷åñêè îïèñàòü äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
(êàê è â [13, 14]) èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì �ïîãðóæåíèÿ� äàííîé çàäà÷è â áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷,
ó÷èòûâàþùèé ëèøü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèé yN (α, . . .), zN (α, . . .), s(α).

Áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

yN

(
α, β,

Ωz

v

)
= R(α) cos β − h1

Ωz

v
, zN

(
α, β,

Ωy

v

)
= R(α) sin β + h1

Ωy

v
, (3)

ïðè ýòîì âîçäåéñòâèå ñðåäû íà òåëî ìîäåëèðóåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè R(α), s(α), (ïðè h1 = 0 ñì.
òàêæå [12]).

Îïîðíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Ñ. À. ×àïëûãèíà, êîòîðûé äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî
îáòåêàíèÿ ïëàñòèíû áåñêîíå÷íîé äëèíû ïîëó÷èë ôóíêöèè R(α), s(α) â àíàëèòè÷åñêîì âèäå [8]:

R(α) = R0(α) = A sinβ ∈ <, A > 0; s(α) = s0(α) = B cosβ ∈ Σ, B > 0. (4)
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîìîãàåò ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû {R}, {s}.

Ñî÷åòàÿ (4) ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèåé î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ, ôîðìàëüíî
ââåäåì êëàññû ôóíêöèé âîçäåéñòâèÿ ñðåäû. Îíè ñîñòîÿò èç ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ, 2π-
ïåðèîäè÷åñêèõ (R(α) � íå÷åòíàÿ, à s(α) � ÷åòíàÿ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
R(α) > 0 ïðè α ∈ (0, π), ïðè÷åì R′(0) > 0, R′(π) < 0 (êëàññ ôóíêöèé {R} = <); s(α) > 0 ïðè
α ∈ (0, π/2), s(α) < 0 ïðè α ∈ (π/2, π), ïðè÷åì s(0) > 0, s′(π/2) < 0 (êëàññ ôóíêöèé {s} = Σ).
Êàê R, òàê è s ìåíÿþò çíàê ïðè çàìåíå α íà α + π. Òàêèì îáðàçîì,

R ∈ <, (5)
s ∈ Σ. (6)

Èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî F (α) = R(α)s(α) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ íå÷åòíàÿ
π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: F (α) > 0 ïðè α ∈ (0, π/2),
F ′(0) > 0, F ′(π/2) < 0 (êëàññ ôóíêöèé {F} = Φ). Òàêèì îáðàçîì,

F ∈ Φ. (7)
Â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

F = F0(α) = AB sinα cosα ∈ Φ, (8)
ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà ôóíêöèé Φ.

Â ñâÿçè ñ îòìå÷åííîé â [13, 3, 14, 12] íåóñòîé÷èâîñòüþ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî
ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè óãëîâûå êîëå-
áàíèÿ îñè ñèììåòðèè òåëà êîíå÷íîé (îãðàíè÷åííîé) àìïëèòóäû (â ÷àñòíîñòè, àâòîêîëåáàíèÿ)?

Ñôîðìóëèðóåì ýòîò âîïðîñ â áîëåå îáùåì âèäå: ñóùåñòâóåò ëè ïàðà ôóíêöèé R(α) è s(α) âîç-
äåéñòâèÿ ñðåäû òàêàÿ, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ÷àñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
âûïîëíÿëîñü áû îãðàíè÷åíèå 0 < α(t) < α∗ < π/2, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = t1?
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Êîíå÷íî, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæåí àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèøü â îêðåñò-
íîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðè íåêîòîðûõ óãëàõ àòàêè ïðî-
èñõîäèò çàìûâ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, è íàñòîÿùàÿ ìîäåëü âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òåëî ïåðåñòàåò
áûòü äîñòîâåðíîé. Íî, âî-ïåðâûõ, äëÿ òåë ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçëè÷íîé ôîðìû âåëè÷èíû
êðèòè÷åñêèõ óãëîâ àòàêè, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû è íåèçâåñòíû. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ èññëå-
äîâàòü âåñü äèàïàçîí óãëîâ. Âî-âòîðûõ, èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé
ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé [13, 14, 7, 16]. Ýòî ïîáóæäàåò íàñ ïðîâîäèòü íåëèíåéíûé àíàëèç, è
âòîðàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé ìåòîäè÷åñêèé èíòåðåñ.

3. Ïðèâåäåííûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âûáîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèíàìè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé øåñòîãî ïîðÿäêà â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé. Áîëåå òîãî, ñîõðàíÿåòñÿ êîìïîíåíòà
ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé óãëîâîé ñêîðîñòè:

Ωx = Ωx0 = const. (9)
Íèæå îãðàíè÷èìñÿ äâèæåíèåì òåëà áåç ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ, ò.å. ïðè Ωx0 = 0.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

z1 = Ωy cosβ + Ωz sinβ, z2 = Ωz cosβ − Ωy sinβ, zi = Zin0v, i = 1, 2,

< · >= n0v <′>, n2
0 =

AB

I2
, A =

∂yN

∂α
|α=0,β=0 =

∂zN

∂α
|α=0,β=π/2, B = s(0).

Òîãäà ñèñòåìó (1) â ñëó÷àÿõ (3), (9) ïðè Ωx0 = 0 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó:
v′ = vΨ(α,Z1, Z2), (10)

α′ = −Z2 + µ2(Z2
1 + Z2

2 ) sin α +
σ

I2n0
F (α) cosα− σh1

I2
Z2s(α) cosα +

s(α)
mn0

sinα, (11)

Z ′2 =
F (α)
I2n2

0

− Z2Ψ(α,Z1, Z2)− Z2
1

cosα

sinα
− σh1

I2
Z2

1

s(α)
sinα

− h1

I2n0
Z2s(α), (12)

Z ′1 = −Z1Ψ(α, Z1, Z2) + Z1Z2
cosα

sinα
+

σh1

I2
Z1Z2

s(α)
sinα

− h1

I2n0
Z1s(α), (13)

β′ = Z1
cosα

sinα
+

σh1

I2
Z1

s(α)
sinα

,

ãäå
Ψ(α,Z1, Z2) = −µ2(Z2

1 + Z2
2 ) cos α +

σ

I2n0
F (α) sin α− σh1

I2
Z2s(α) sin α− s(α)

mn0
cosα,

âûáèðàÿ â äàëüíåéøåì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû µ1, µ2 = b, µ3 = H1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ1 = 2
B

mn0
, b = σn0, H1 =

Bh1

I2n0
.

Óðàâíåíèÿ (10)�(13) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ïîäñèñòåìó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, à óðàâíåíèÿ (11)�
(13) � òðåòüåãî.

Â äàëüíåéøåì èíîãäà äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (10)�(13) ïðè âûïîëíåíèè
�îïîðíûõ� óñëîâèé (4) (èëè (8)). Ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ îíà îòðàæàåò îñíîâíûå
òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàçáèåíèÿ íà òðàåêòîðèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áîëåå îáùåé ñèñòåìû
(10)�(13) ïðè óñëîâèè (5), (6) (èëè (7)). Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì �îïîðíàÿ� ñèñòåìà ïðèìåò
âèä àíàëèòè÷åñêîé:

v′ = vΨ(α,Z1, Z2), (14)
α′ = −Z2 + µ2(Z2

1 + Z2
2 ) sinα + µ2 sinα cos2 α− µ2µ3Z2 cos2 α +

µ1

2
sinα cosα, (15)

Z ′2 = sin α cosα− Z2Ψ(α, Z1, Z2)− (1 + µ2µ3)Z2
1

cosα

sinα
− µ3Z2 cosα, (16)

Z ′1 = −Z1Ψ(α, Z1, Z2) + (1 + µ2µ3)Z1Z2
cosα

sinα
− µ3Z1 cosα, (17)
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ãäå
Ψ(α, Z1, Z2) = −µ2(Z2

1 + Z2
2 ) cosα + µ2 sin2 α cosα− µ1

2
cos2 α− µ2µ3Z2 sinα cosα.

4. Îá óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êëþ÷åâîãî ðåæèìà � íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ � ïî îòíîøåíèþ ê

âîçìóùåíèÿì óãëà àòàêè è óãëîâîé ñêîðîñòè, ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì α, Z1, Z2. Äðóãèìè
ñëîâàìè, èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåçàâèñèìîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà
(11)�(13) (åñëè, êîíå÷íî, äîîïðåäåëèòü äàííóþ ñèñòåìó ïî íåïðåðûâíîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò,
÷òî âîçìîæíî).
Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïëîñêîñòü

{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : Z1 = 0} (18)
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ ñèñòåìû (11)�(13).

Áîëåå òîãî, ïîñëå ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè Z1 = 0 â ñèñòåìó (11)�(13) îñòàâøèåñÿ äâà óðàâ-
íåíèÿ íà α, Z2 îáðàçóþò ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà
[13, 14].

Òàêèì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòü (18) �óêëàäûâàåòñÿ� ôàçîâûé ïîðòðåò èç ïëîñêîé äèíàìèêè.
Áîëåå òîãî, ïëîñêîñòü (18) ðàçäåëÿåò òðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè:

{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 > 0} (19)
è {(α, Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π, Z1 < 0}, â êàæäîé èç êîòîðûõ äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñàìîñòîÿ-
òåëüíî. Íî íå ïðîèçâîëüíî äðóã îò äðóãà, ïîñêîëüêó â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò ñèììåòðèÿ (27) (ñì.
íèæå).

Ïîñëåäíèå ôàêòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñèñòåìó (11)�(13) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü â ïîëóîãðàíè-
÷åííîì ñëîå (19), õîòÿ ïîëíîöåííûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì åãî ñ÷èòàòü íåëüçÿ.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì ïîñëåäíèõ çàìå÷àíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè
V1(α, Z1) = Z1 sinα (20)

â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (×åòàåâà) â ïîëóîãðàíè÷åííîì ñëîå (19), ïîñêîëüêó â íåì äàííàÿ
ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Òåîðåìà 4.1. Ôóíêöèÿ (20) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (11)�(13) ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà (×åòàåâà),

ò.å. åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (11)�(13) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè µ3 > µ1 + µ2 è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè µ3 < µ1 + µ2.
Ñëåäñòâèå 4.1. Ïðè µ3 > µ1 + µ2 ñèñòåìà (11)�(13) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïîñëå äî-

îïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé â íåì) ïðèòÿãèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó, à ïðè µ3 < µ1 +µ2 � îòòàë-
êèâàþùóþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (20) â ñèëó ñèñòåìû (11)�(13) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
(µ1 + µ2 − µ3)Z1α + ō(α2 + Z2

1 + Z2
2 ).

Â ÷àñòíîñòè, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñèñòåì âèäà (15)�(17), âçÿòîé äëÿ ôóíê-
öèé ×àïëûãèíà âîçäåéñòâèÿ ñðåäû [8].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å î äâèæåíèè îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ,
ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî óêàçàííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè
ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

σk +
2I2

mD
< hD,

ãäå D � äèàìåòð öèëèíäðà, σ � ðàññòîÿíèå DC, à k è h � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû âîçäåéñòâèÿ
âîäû íà öèëèíäð [15], èëè

σDk + 2r2
1 < hD2,

ãäå r1 � ðàäèóñ èíåðöèè öèëèíäðà (ñì. òàêæå [13, 14, 15]).
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ ïîëó÷åííûå ñèñòåìû èìåþò íåîïðå-
äåëåííîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÷òî âûçâàíî âûðîæäåííîñòüþ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êîíöà
âåêòîðà vD ñêîðîñòè öåíòðà D ïåðåäíåãî äèñêà (êàâèòàòîðà) è ïðåîäîëåâàåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì
ïðàâûõ ÷àñòåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Âàæíî âñïîìíèòü, ÷òî ýêñïåðèìåíò î äâèæåíèè â âîäå îäíîðîäíûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ, ïðî-
âåäåííûé â Èíñòèòóòå ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ïîäòâåðäèë, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè
âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêæå äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, âíî-
ñÿùèé â ñèñòåìó äèññèïàöèþ (â íàøåì ñëó÷àå h = h1). Ïðè ýòîì íåóñòîé÷èâîñòü ïðîñòåéøåãî
äâèæåíèÿ òåëà � ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ � èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäè÷åñêèõ
öåëÿõ, à èìåííî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî â
óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè [3, 6].

Ïðè èçó÷åíèè êëàññà òîðìîæåíèé òåëà ñ êîíå÷íûìè óãëàìè àòàêè ãëàâíûì âîïðîñîì ÿâëÿåò-
ñÿ íàõîæäåíèå òàêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò àâòîêîëåáàíèÿ â êîíå÷íîé îêðåñòíîñòè
ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ. Âîçíèêàåò, òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü ïîëíî-
ãî íåëèíåéíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Íà÷àëüíûì ýòàïîì òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâèëîñü ïðåíåáðåæåíèå äåìïôèðóþùåãî âîçäåéñòâèÿ
ñî ñòîðîíû ñðåäû íà òâåðäîå òåëî. Íà ôóíêöèîíàëüíîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå âîçäåéñòâèå ñðåäû, çàâèñÿò ëèøü îò îäíîãî ïà-
ðàìåòðà - óãëà àòàêè (ò.å. h1 = 0 â ôîðìóëàõ (3)). Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âîçíèêàþùèå ïðè
òàêîì íåëèíåéíîì îïèñàíèè, íîñÿò õàðàêòåð ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé. Ïîýòîìó ïîÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîé ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì (ñì.
òàêæå [13, 14, 7, 16]).

Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé, � êàê ðàç òà îáëàñòü, ãäå îáû÷íî
âîçíèêàþò ëèáî ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì (çàäà÷à î ñâîáîäíîì
òîðìîæåíèè òâåðäîãî òåëà), ëèáî ñèñòåìû, â êîòîðûõ ïîòåðÿ ýíåðãèè â ñðåäíåì çà ïåðèîä ìîæåò
îáðàùàòüñÿ â íóëü (çàäà÷à î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå ïðè íàëè÷èè
ñëåäÿùåé ñèëû). Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ ìåòîäèêà, áëàãîäàðÿ êîòîðîé óäàåòñÿ äî êîíöà
èññëåäîâàòü íåêîòîðûå ìîäåëüíûå çàäà÷è î ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà.

Ïðè êà÷åñòâåííîì îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñî ñðåäîé ïî ïðè÷èíå èñïîëüçîâàíèÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ âîçíèêàåò îïðåäåëåííûé ðàçáðîñ
â ìîäåëèðîâàíèè ñèëîìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ýòî äåëàåò åñòåñòâåííûì ââåäåíèå îïðåäåëå-
íèÿ îòíîñèòåëüíîé ãðóáîñòè (îòíîñèòåëüíîé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè) è äîêàçàòåëüñòâî òàêîé
ãðóáîñòè äëÿ èññëåäóåìûõ ñèñòåì [13, 14, 7]. Ïðè ýòîì ìíîãèå èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ïîëó-
÷àþòñÿ ïðîñòî (àáñîëþòíî) ãðóáûìè ïî Àíäðîíîâó�Ïîíòðÿãèíó â îáû÷íîì ñìûñëå.

Ó÷åò äåìïôèðóþùåãî âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû ñðåäû íà òâåðäîå òåëî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
ïðèâîäèò ê ïîëîæèòåëüíîìó îòâåòó íà ãëàâíûé âîïðîñ: ïðè äâèæåíèè òåëà â ñðåäå ñ êîíå÷íûìè
óãëàìè àòàêè â ïðèíöèïå âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå óñòîé÷èâûõ àâòîêîëåáàíèé.

5. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
Íåëèíåéíûé àíàëèç íà÷íåì ñ âûäåëåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ðàññìàòðèâàåìûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì.
Îò ñèñòåìû (10)�(13) îòäåëèëàñü ïîäñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà (11)�(13), íåïîäâèæíûå òî÷êè

êîòîðîé ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ïðîåêöèÿìè íåîñîáûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
(10)�(13). Ïîýòîìó âîïðîñ î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà: äëÿ ñèñòåìû (10)�(13) â
÷åòûðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è äëÿ óêîðî÷åííîé ñèñòåìû (11)�(13) â åå òðåõìåðíîì ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ó íåå ñóùåñòâóþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå
çàïîëíÿþò îäíîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ó èñõîäíîé ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

v(t) =
v0

1 + v0κt
, v0 = v(0), α(t) ≡ πk, k = 0, 1, Ωx ≡ Ωy(t) ≡ Ωz(t) ≡ 0, β = β(t),
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êîòîðûå ôîðìàëüíî ïðîïàäàþò ïîñëå åå ïðèâåäåíèÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå, åñëè äîîïðåäåëèòü ñèñòåìó (11)�(13) ïî íåïðåðûâíîñòè îêîëî
òî÷åê (α, Z2, Z1) = (πk, 0, 0), k = 0, 1, ñòàíîâÿùèìèñÿ åå íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè.

Ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (11)�(13) íà ìíîæåñòâå {(α, Z1, Z2) ∈ R3 : 0 6 α 6 π, Z1 > 0}
ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå èçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè:

α = πk, k = 0, 1, Z1 = Z2 = 0. (21)

Ïðè k = 0 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (21) ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò è ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîëè-
íåéíîìó ïîñòóïàòåëüíîìó òîðìîæåíèþ.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (10)�(13) ïîðîæäàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþùèìè
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (1), íå ïðèâåäåííîé ê íîðìàëüíîìó âèäó. Ñèñòåìà (21) çàäàåò
òî÷êè, â êîòîðûå èç ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â òðåõìåðíîå îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóþòñÿ
÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10)�(13) ñëåäóþùåãî âèäà (<′>= d/dq):

v(q) = v0 exp
{
− B

mn0
q

}
, v0 = v(0), α(q) ≡ πk, k = 0, 1, Z1(q) ≡ Z2(q) ≡ 0.

Êðîìå òîãî, ó ñèñòåìû (11)�(13) ñóùåñòâóþò íåèçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè, êîòîðûå
çàïîëíÿþò îêðóæíîñòü, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèÿìè:

α =
π

2
,

(
Z2 − 1

2µ2

)2

+ Z2
1 =

1
4µ2

2

. (22)

Ñèñòåìà (22) çàäàåò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (11)�(13) íåïîäâèæíûå òî÷êè, â êîòîðûå
ïðîåêòèðóþòñÿ öåëûå ìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû (10)�(13).

Íåïîäâèæíûå òî÷êè, çàäàííûå ñèñòåìîé (22), íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, ïîñêîëüêó îêîëî
íèõ ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü âûðîæäàåòñÿ, òàê êàê ïðè α = π/2 ñèëà âîçäåéñòâèÿ ñðåäû ôîðìàëü-
íî îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îäíàêî èìåííî ýòè òî÷êè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà íåýêâèâàëåíòíûõ ãëîáàëüíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (11)�(13). Ðàçëè÷èÿ â òè-
ïàõ òàêèõ ïîðòðåòîâ íàáëþäàåòñÿ êàê ðàç âáëèçè íåïîäâèæíûõ òî÷åê, çàäàííûõ ñèñòåìîé (22).
Ïîýòîìó óäåëèì ôîðìàëüíîìó èçó÷åíèþ òàêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåîáõîäèìîå âíèìàíèå.

Ââèäó ïðîñòîòû íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê (21), (22), à òàêæå â ñëó÷àå (21) ÿâíîé ìåõàíè-
÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì òî÷êàì, áóäåì íàçûâàòü
èõ òðèâèàëüíûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè (ÒÍÒ).

Îïðåäåëåíèå 5.1. Íåòðèâèàëüíûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè (ÍÍÒ) ñèñòåìû (11)�(13) áó-
äåì íàçûâàòü íåïîäâèæíûå òî÷êè, íå ëåæàùèå íà ïëîñêîñòÿõ

{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : Z2 sinα cosα = 0}.

Äàäèì ôîðìàëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ ÍÍÒ �îïîðíîé� ñèñòåìû (15)�(17) ïðè h1 = 0, âçÿòîé äëÿ
ïðîñòîòû âûêëàäîê. Ïëîñêîñòü (18) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ äàííîé ñèñòåìû. Ïîðòðåò, ëå-
æàùèé íà ýòîé ïëîñêîñòè, � ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (îíà ïîëó÷èòüñÿ â ñëó÷àå Z1 = 0) èç
äèíàìèêè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà [13, 14]. ÍÍÒ íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå èç ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìû:

Z2 =
µ2

2
sinα, Z2

1 =
[
1− µ2

2

4

]
sin2 α, µ2 < 2, cosα = −µ2

µ1
.

Ïðè µ2 > 2 ÍÍÒ ëåæàò íà èíòåãðàëüíîé ïëîñêîñòè (18) è ñîîòâåòñòâóþò äèíàìèêå ïëîñêîïà-
ðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, ó ñèñòåìû (1) ïðè óñëîâèÿõ (4) è Ωx0 = 0 ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ âèäà



v(t) =
v0

1 + v0κt
, v0 = v(0), κ > 0,

α(t) ≡ α0 6= πk, k = 0, 1, α0 = α(0),

β(t) = β0 +
β̇0

v0κ
ln(1 + v0κt), β0 = β(0), β̇0 = β̇(0),

Ωy(t) ≡ 1
1 + v0κt

[Ωy0 cosβ(t)− Ωz0 sinβ(t)],

Ωz(t) ≡ 1
1 + v0κt

[Ωy0 sinβ(t) + Ωy0 cosβ(t)].

Íåèçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà áóäóò çàäàíû ñëåäóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè ñ ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì v1:

α =
π

2
,

(
Z2 − 1

2µ2

)2

+ Z2
1 =

1
4µ2

2

v = v1. (23)

Ñèñòåìà (23) çàäàåò â ÷åòûðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (10)�(13) îäíîìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå (îêðóæíîñòü), ñïëîøü çàïîëíåííîå íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (14)�(17) (âïðî÷åì êàê è (10)�(13)) èãðàþò âàæíóþ ðîëü â êëàñ-
ñèôèêàöèè ãëîáàëüíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (15)�(17) ((10)�(13)). Ïîýòîìó ïðîâåäåì èõ
ôîðìàëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (23) ðàññìîòðèì ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (10)�(13):

α =
π

2
, v = v0, Ωy = Ωy0, Ωz = Ωz0.

Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

θ̇ = − Ωy0

cosψ
sinφ, ψ̇ = Ωy0 cosφ, φ̇ = Ωz0 +

Ωy0

cosψ
sinφ sinψ, (24)

ïîëó÷åííûå èç (2), äîïóñêàþò îòäåëåíèå íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà (â âèäå äâóõ
ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé), îáëàäàþùåé àíàëèòè÷åñêèì ïåðâûì èíòåãðàëîì.
Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ñèñòåìà (24) îáëàäàåò ïåðâûì èíòåãðàëîì âèäà

Ωy0 sinφ cosψ − Ωz0 sinψ = C1 = const, (25)
êîòîðûé îçíà÷àåò, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ïðîåêöèÿ íà îñü Ox0 àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òâåð-
äîãî òåëà.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.1 è äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé èç (24), êîòîðûå îáðàçóþò íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà, óãîë íàéäåòñÿ èç ðàâåíñòâà

sinφ = ±
Ωy0

√
Ω2

y0 + Ω2
z0 − C2

1

Ω2
y0 + Ω2

z0

sin
{√

Ω2
y0 + Ω2

z0(t + C2)
}
− C1Ωz0

Ω2
y0 + Ω2

z0

, (26)

ãäå C2 = const.
Òîæäåñòâà (24), (25) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü óãëà φ (à çàòåì è θ) îò âðåìåíè ÷åðåç

êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Â ñèëó (2) íà èññëåäóåìûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ẋ0 = −v0 cosψ sinφ =
v0

Ωy0
[−C1 − Ωz0 sinψ],

à, â ñèëó (26),

ẋ0 =
v0

Ωy0
[A1 ∓A2 sin(A3t + A4)]; Ak = Ak(Ωy0, Ωz0, C1, C2), k = 1, . . . , 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè C1 = 0 êîîðäèíàòà x0 ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíû y0 è z0.
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6. Ñèììåòðèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è íà÷àëî
òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà

Âûøå óæå áûëè ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: µ1, µ2, µ3. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó
(15)�(17) ïðè σn0 < 2.

Ïðåäëîæåíèå 6.1. 1) Íåèçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè, çàïîëíÿþùèå îêðóæíîñòü
(22) ïðè Z2 < 1/2µ2, â êàæäîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íåé ïëîùàäêå ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè (ðèñ. 2), à
ïðè Z2 > 1/2µ2 � ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè.

2) Èçîëèðîâàííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (21) ïðè k = 0 ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé (ðèñ. 3).
3) Èçîëèðîâàííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (21) ïðè k = 1 ÿâëÿåòñÿ: îòòàëêèâàþùåé, åñëè µ2 < µ1

è ïðèòÿãèâàþùåé, åñëè µ2 > µ1.

Ðèñ. 2

Â ñèëó îòäåëåíèÿ îò ñèñòåìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà,
ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (10)�(13) â ÷åòûðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ëåæàò íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ òðåõìåðíûìè öèëèíäðàìè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò âî âñåì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïîëíûé íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû (10)�(13), òî îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé ïåðåìåííûõ (α, Z1, Z2), à ïîýòîìó çàäàåò ñåìåéñòâî öèëèíäðîâ â R1

+{v} ×R3{α, Z1, Z2}.
Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (10)�(13) â ÷åòûðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå óäîáíåå ñòðîèòü

ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (11)�(13) â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èññëåäóå-
ìîå âåêòîðíîå ïîëå ãåîìåòðè÷åñêè óñòðîåíî òàê, ÷òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì �ïîäíÿòèå� ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé èç òðåõìåðíîãî â ÷åòûðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïîñêîëüêó v > 0, òî äâèæåíèå âîçìîæíî ëèøü â îáëàñòè W = {(α, Z1, Z2, v) ∈ R4 : v > 0}.
Åñëè ôîðìàëüíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ â îáëàñòè W ïî ôîðìóëå p = ln v, òî ïîëó÷åííîå
âåêòîðíîå ïîëå â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R4{α, Z1, Z2, v} íå çàâèñèò îò p è îäíîçíà÷íî îð-
òîãîíàëüíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà âñå ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé {(α,Z1, Z2, v) ∈ R4 : p = const}. Ïðè
ýòîì íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (11)�(13) â ïðîñòðàíñòâå R3{α,Z1, Z2} ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäà-
þò ñ îáúåäèíåíèåì èëè ïðîåêöèé ìíîãîîáðàçèé îñîáûõ òî÷åê, èëè ïðîåêöèé íåîñîáûõ ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé îáëàñòè W .

Äëÿ ëþáûõ F ∈ Φ, s ∈ Σ âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (11)�(13) îáëàäàåò ñâîéñòâîì öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷åê πk, 0, 0, k = 0, 1, ò.å. â êîîðäèíàòàõ (α, Z1, Z2) âåêòîðíîå ïîëå
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Ðèñ. 3

ìåíÿåò íàïðàâëåíèå ïðè çàìåíå
(

πk + α
Z1, Z2

)
→

(
πk − α
−Z1,−Z2

)
, k = 0, 1.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïëîñêîñòü (18) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé, à âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû îáëàäàåò
ñëåäóþùåé ñèììåòðèåé: åãî α- è Z2-ñîñòàâëÿþùèå ñîõðàíÿþòñÿ, à Z1-ñîñòàâëÿþùàÿ ìåíÿåò çíàê
ïðè çàìåíå (

α
Z1, Z2

)
→

(
α

−Z1, Z2

)
. (27)

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ââåäåì îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà òðåõìåðíûõ ñëîåâ:
Π(α1,α2) = {(α, Z1, Z2) ∈ R3 : α1 < α < α2},

ïðè ýòîì Π(0,π/2) = Π, Π(π/2,3π/2) = Π′. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêèì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ñèñòåìû (11)�(13) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Π(0,π) ∩ {(α, Z1, Z2) ∈ R3 : Z1 > 0}.

7. Êëàññèôèêàöèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ
íåêîòîðîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ

Èçó÷èì òå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âèäà (11)�(13), ïðè êîòîðûõ ÍÍÒ ñóùåñòâóþò ëèøü âíå
èíòåãðàëüíîé ïëîñêîñòè (18) (ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå σn0 < 2).

Äàëåå, â îáùåì ïðîñòðàíñòâå {(µ1, µ2) ∈ R2 : µ1 > 0, µ2 > 0} ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
(11)�(13) â îñíîâíîì áóäåì èçó÷àòü ëèøü îáëàñòü

{
(µ1, µ2) ∈ R2 :

s(α)
m cosα

> σF (α)
I2 sinα

, ∀α ∈
(
0,

π

2

)
, σn0 < 2

}
. (28)

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5)�(7) (èëè, â ÷àñòíîñòè, (4)).
Òèïè÷íàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ÒÍÒ áûëà ïðèâåäåíà âûøå. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïîëíîé

êëàññèôèêàöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðèâåäåì ðÿä óòâåðæäåíèé, ðåøàþùèõ ìíîãèå àêòóàëüíûå
âîïðîñû êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ìíîãîìåðíûõ òîïîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì Ïóàíêàðå è ñèñòåì ñðàâíåíèÿ [11]
ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 7.1. Âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ñëîå Π(0,π/2), ëèáî çà êîíå÷íîå
âðåìÿ ïîêèäàþò ýòîò ñëîé, ëèáî ñòðåìÿòñÿ ê ñåäëîâèäíûì íåèçîëèðîâàííûì íåïîäâèæíûì
òî÷êàì, ëåæàùèì íà îêðóæíîñòè (22) (ñì. òàêæå ïðåäëîæåíèå 6.1).
Ïðåäëîæåíèå 7.2. Ó ñèñòåìû (11)�(13) òðàåêòîðèè, óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü, ñóùå-

ñòâóþò ëèøü íà èíòåãðàëüíîé ïëîñêîñòè (18). Èõ α- è ω-ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿ-
þòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè (+0, 0, +∞) è (π − 0, 0, +∞) íà äàííîé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñòÿãèâàåìûõ ïî ñëîþ
Π(0,π) â òî÷êó, â îáùåé ïîñòàíîâêå äîñòàòî÷íî ñëîæíà, îäíàêî â îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðà-
ìåòðîâ ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 7.3. Ó ñèñòåì âèäà (11)�(13) â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (28) íå ñóùåñòâóåò çà-

ìêíóòûõ õàðàêòåðèñòèê, ò.å. çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ èç òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî
ïîëÿ ñèñòåìû (11)�(13).

Îñíîâíûì âîïðîñîì êëàññèôèêàöèè (òðåõìåðíûõ) ïîðòðåòîâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè
óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ èìåþùèõñÿ (â äàííîì ñëó÷àå íåèçîëèðîâàííûõ) ñåäåë.
Ïðåäëîæåíèå 7.4. 1) Óñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû â ñëîå Π äëÿ òî÷åê (22) ïðè Z2 < 1/2µ2

èìåþò â êà÷åñòâå α-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ íà÷àëî êîîðäèíàò (ðèñ. 3).
2) Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (28) ñåïàðàòðèñû, âõîäÿùèå â òî÷êè (22) ïðè Z2 < 1/2µ2 â ñëîå Π′,

èìåþò â êà÷åñòâå α-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êó (π, 0, 0) (ðèñ. 3).
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîâåäåíèè ñåïàðàòðèñ, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê (22) ïðè Z2 < 1/2µ2. Äëÿ

ýòîãî äàäèì (àíàëîãè÷íî [13, 14]) îïðåäåëåíèå èíäåêñó ñåïàðàòðèñíîãî ïîâåäåíèÿ (ÈÑÏ) äëÿ
äàííîé ñèñòåìû.
Îïðåäåëåíèå 7.1. ÈÑÏ (áóäåì îáîçíà÷àòü åãî isp) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî I ∈ N0. Ïî îïðåäåëå-

íèþ isp = I, åñëè ñóùåñòâóþò ñåïàðàòðèñû, âûõîäÿùèå èç òî÷åê (22) ïðè Z2 < 1/2µ2 â ñëîé Π,
êîòîðûå èìåþò â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êè (22) ïðè Z2 > 1/2µ2 (I ∈ N0). Ïðè
ýòîì ñåïàðàòðèñû îõâàòûâàþò îêðóæíîñòü (22) è óõîäÿò â îáëàñòü {(α, Z1, Z2) ∈ R3 : Z2 < 0}
I ðàç. Ïðè ýòîì òàêèõ ñåïàðàòðèñ, îõâàòûâàþùèõ îêðóæíîñòü (22) è óõîäÿùèõ â îáëàñòü
{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : Z2 < 0} I + 1 ðàç, íå ñóùåñòâóåò.
Òåîðåìà 7.1. Äëÿ ëþáîãî isp èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà èç ïðîñòðàíñòâà

ïàðàìåòðîâ (28) ñèñòåìû (11)�(13), äëÿ êîòîðîé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû ðåàëèçóåòñÿ
ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ñåïàðàòðèñ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 7.1, êîòîðîå, òàêèì
îáðàçîì, êîððåêòíî.

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäàìè ìíîãîìåðíîé òåîðèè ìîíîòîííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé [10]. Ìî-
íîòîííîñòü ïîíèìàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà µ∗ = 2 s∗

mn0
, ãäå s∗ = maxα∈R |s(α)| (ñð. òàêæå ñ

àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè èç äèíàìèêè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ (ñì. òàêæå [1, 2]).
Â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû, ìîæíî ïðîâåñòè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñè-

ñòåìû (11)�(13), êîãäà åå ïàðàìåòðû ïðîáåãàþò îáëàñòü (28). Òàêèõ íåýêâèâàëåíòíûõ ïîðòðåòîâ
ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ïîðòðåòîâ îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü ñåïàðàòðèñû, âûõîäÿ-
ùèå èç òî÷åê (22) ïðè Z2 < 1/2µ2 â ñëîé Π′. Òàêèå ñåïàðàòðèñû ìîãóò èìåòü ïðåäåëüíîå ìíî-
æåñòâî � ÍÍÒ, êîòîðîå â ïîëóïðîñòðàíñòâå (19) èìååò ñåäëîâîé òèï ñ îäíèì ïðèòÿãèâàþùèì
ñîáñòâåííûì íàïðàâëåíèåì è äâóìÿ îòòàëêèâàþùèìè. Îäíà óñòîé÷èâàÿ âåòâü (äàííîãî ÍÍÒ)
èìååò â êà÷åñòâå α-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êó (π, 0, 0). Íåóñòîé÷èâûå æå íàïðàâëåíèÿ, íà êî-
òîðûå �íàòÿãèâàåòñÿ� öåëàÿ ïëîñêîñòü, èìåþò â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ïðèòÿãèâàþùèå
òî÷êè (22) ïðè Z2 > 1/2µ2, à òàêæå áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó (ñì. ïðåäëîæåíèå 7.2).

Òèïû òðåõìåðíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ �êîäèðóåò� èíäåêñ isp, êîòîðûé �îòâå÷àåò� çà ñåïàðà-
òðèñíûå ïîâåðõíîñòè �âäàëè� îò ÍÏÐ.

Íà ðèñ. 4, 5 èçîáðàæåíû íåêîòîðûå ôðàãìåíòû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (11)�(13), êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ íåýêâèâàëåíòíûìè (ðèñ. 4: isp = 0; ðèñ. 5: isp = 2).
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Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

8. Çàêëþ÷åíèå
Ïðè êâàçèñòàöèîíàðíîì îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñðåäû ñ òåëîì, êîãäà ôóíêöèè âîçäåéñòâèÿ

ñðåäû yN (α, . . .) è zN (α, . . .) çàâèñÿò ëèøü îò óãëà àòàêè (ò. å. ïðè ïðîñòåéøåì ïðåäïîëîæå-
íèè), äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé òðîéêè ôóíêöèé yN (α, . . .), zN (α, . . .) è s(α) âîçäåéñòâèÿ ñðåäû
ïðÿìîëèíåéíîå ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå íåóñòîé÷èâî. Îïèðàÿñü íà ïðåäëîæåíèå 7.1, äàþùåå
îòâåò íà âîïðîñ î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé â ñëîå Π(0,π/2), ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé âûâîä: ïî-
÷òè âñå òðàåêòîðèè ðåäóöèðîâàííîãî òðåõìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ëåæàùèå â îáëàñòè
{(α, Z1, Z2) ∈ R3 : 0 < α < π/2, Z1 > 0}, çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîêèäàþò äàííóþ îáëàñòü. Â
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÷àñòíîñòè, íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ è ñëîæíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â ýòîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçîâàëèñü êàê êà÷åñòâåííûå, òàê è ÷èñëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
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