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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå çàòðàãèâàþòñÿ íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå âîïðîñû òåîðèè îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îò ðåøåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò èññëåäîâàíèå ðÿäà äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýëåìåíòàðíîìó îáçîðó ïîäëåæàò òàêèå ïðîáëåìû êàê êà÷åñòâåííûå âîïðîñû
òåîðèè òîïîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì Ïóàíêàðå è áîëåå îáùèõ ñèñòåì ñðàâíåíèÿ; ïðîáëåìû ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òðàåêòîðèé, èìåþùèõ â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûå òî÷êè äëÿ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè; ýëåìåíòû êà÷åñòâåííîé òåîðèè ìîíîòîííûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ
ïðèëîæåíèÿõ, ïðèìåíèì (à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è âèäîèçìåíèì) òåîðèþ òîïîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì
Ïóàíêàðå (ÒÑÏ) [1, 2, 14].

1.1. Òîïîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû Ïóàíêàðå. Ïóàíêàðå ïðåäëîæèë ìåòîä (õîòÿ è íå ñîâñåì
îáùèé) îòûñêàíèÿ çàìêíóòûõ îðáèò ñèñòåìû ãëàäêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

{
ẋ1 = X1(x1, x2),

ẋ2 = X2(x1, x2).
(1)

Äëÿ ýòîãî åìó ïîòðåáîâàëîñü ââåñòè ïîíÿòèå �òîïîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì� [14].
Â åãî òðóäàõ âïåðâûå íà÷àëà ðàññìàòðèâàòüñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F (x1, x2), êîòîðàÿ:
1) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè, êîãäà îäíà èç åå ïåðåìåííûõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè;
2) ðàâíà íóëþ ïðè x1 = x2 = 0 è ïîëîæèòåëüíà â îñòàëüíûõ òî÷êàõ;
3) èìååò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü ëèøü ïðè x1 = x2 = 0 (ïî êðàéíåé ìåðå,

âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò);
4) òàêîâà, ÷òî ïðè x1 = x2 = 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ êîíòàêòîâ èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò èçîëèðî-
âàííóþ îñîáóþ òî÷êó (î êðèâûõ êîíòàêòîâ ñì. íèæå è [13, 23, 24]);

5) òàêîâà, ÷òî êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

X1
∂F

∂x1
+ X2

∂F

∂x2
= 0,

íå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1�5 óðàâíåíèå

F (x1, x2) = const
äàåò òàê íàçûâàåìóþ òîïîãðàôè÷åñêóþ ñèñòåìó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà êðèâûõ, èìåþùóþ
âåðøèíó â íà÷àëå.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî íå âñå àíàëèòè÷åñêèå óñëîâèÿ 1�5 íàì ïîíàäîáÿòñÿ. Ìû áóäåì ó÷èòûâàòü
ëèøü ãåîìåòðèþ ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ êîíòàêòîâ, òðàåêòîðèé èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû è êðèâûõ òîïîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû Ïóàíêàðå (ÒÑÏ).

1.2. Ïðèìåðû èç äèíàìèêè. 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû âèäà{
α̇ = −Ω + A1δ(α),

Ω̇ = F (α), A1 > 0,
(2)

ãäå δ(α) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, F � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ íå÷åòíàÿ
π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: F (α) > 0 ïðè α ∈ (0, π/2) , dF (0)/dα >
0, dF (π/2) /dα < 0 (êëàññ ôóíêöèé {F} = Φ). Òàêèì îáðàçîì,

F ∈ Φ. (3)
Â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

F = F0(α) = sinα cosα ∈ Φ (4)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà ôóíêöèé Φ (ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîìó
ñëó÷àþ Ñ. À. ×àïëûãèíà [17, 18] â äèíàìèêå).
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Ñèñòåìó (2) ïðè A1 = 0 áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé (2'). Äëÿ ñèñòåìû (2') íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿ-
åòñÿ îñîáîé òî÷êîé, èìåþùåé òîïîëîãè÷åñêèé òèï öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïîäõîäÿùèõ êàê óãîäíî áëèçêî ê òî÷êàì(

−π

2
, 0

)
,
(π

2
, 0

)
. (5)

Â ÷àñòíîñòè, â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäîé [11,
12, 15], ñèñòåìà (2) ïðèíèìàëà áîëåå ÷àñòíûé âèä:





α̇ = −Ω + A1
F (α)
cosα

,

Ω̇ = A2F (α), A1, A2 > 0,

(6)

ãäå âûïîëíåíî ñâîéñòâî (3).
2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû âèäà{

α′ = −ω + bω2δ1(α) + b1F (α)f̃1(α),

ω′ = F (α)− ωΨ(α, ω), b, b1 > 0,
(7)

Ψ(α, ω) = −bω2δ̃1(α) + b1F (α)δ1(α),

δ̃1(α) =
dδ1(α)

dα
, f̃1(α) =

µ1 − δ2
1(α)

δ̃1(α)
, µ1 = const,

ãäå δ1(α) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, è âûïîëíåíî ñâîéñòâî (3).
Ñèñòåìó (7) ïðè b = b1 = 0 áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé (7'). Äëÿ ñèñòåìû (7') íà÷àëî êîîðäè-

íàò ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, èìåþùåé òîïîëîãè÷åñêèé òèï öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïîäõîäÿùèõ êàê óãîäíî áëèçêî ê òî÷êàì (5).

Â ÷àñòíîñòè, â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäîé [20,
22, 25], ñèñòåìà (7) ïðèíèìàëà áîëåå ÷àñòíûé âèä:




α′ = −ω +
σ

I
F (α) cos α + σω2 sinα,

ω′ =
1
I
F (α)− ωΨ(α, ω), σ, I > 0,

(8)

Ψ(α, ω) =
σ

I
F (α) sinα− σω2 cosα,

ãäå âûïîëíåíî ñâîéñòâî (3).
3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû âèäà{

α′ = −ω + bω2δ2(α) + b1F (α)f̃2(α) + b2s(α)δ2(α),

ω′ = F (α)− ωΨ(α, ω), b, b1, b2 > 0,
(9)

Ψ(α, ω) = −bω2δ̃2(α) + b1F (α)δ2(α)− b2s(α)δ̃2(α),

δ̃2(α) =
dδ2(α)

dα
, f̃2(α) =

µ2 − δ2
2(α)

δ̃2(α)
, µ2 = const,

ãäå δ2(α) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, âûïîëíåíî ñâîéñòâî (3), à òàêæå
âûïîëíåíî ñâîéñòâî

s ∈ Σ. (10)
Ââîäèìûé êëàññ Σ äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî øèðîê: îí ñîñòîèò èç ôóíêöèé ãëàä-
êèõ, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ, ÷åòíûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: s(α) > 0 ïðè α ∈
(0, π/2) , s(α) < 0 ïðè α ∈ (π/2, π), ïðè÷åì s(0) > 0, ds (π/2) /dα < 0 (êëàññ ôóíêöèé {s} = Σ).
Ôóíêöèÿ s ìåíÿåò çíàê ïðè çàìåíå α íà α + π.

Â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
s(α) = s0(α) = cosα ∈ Σ (11)

ñëóæèò òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì îïèñàííîãî êëàññà è ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè âîçäåéñòâèÿ ñðå-
äû, ïîëó÷åííîé â îäíîé èç ñâîèõ ðàáîò Ñ. À. ×àïëûãèíûì [17, 18, 26, 27] ïðè èññëåäîâàíèè
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ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî îáòåêàíèÿ ïëîñêîé ïëàñòèíû áåñêîíå÷íîé äëèíû îäíîðîäíûì ïîòîêîì ñðå-
äû.

Ñèñòåìó (9) ïðè b = b1 = b2 = 0 áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé (9'). Äëÿ ñèñòåìû (9') íà÷àëî êîîð-
äèíàò ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, èìåþùåé òîïîëîãè÷åñêèé òèï öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïîäõîäÿùèõ êàê óãîäíî áëèçêî ê òî÷êàì (5).

Â ÷àñòíîñòè, â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäîé [32,
33, 35], ñèñòåìà (9) ïðèíèìàëà áîëåå ÷àñòíûé âèä:





α′ = −ω +
σ

I
F (α) cos α + σω2 sinα +

s(α)
m

sinα,

ω′ =
1
I
F (α)− ωΨ(α, ω), σ, I, m > 0,

(12)

Ψ(α, ω) = −σω2 cosα +
σ

I
F (α) sin α− s(α)

m
cosα,

ãäå âûïîëíåíû ñâîéñòâà (3), (10).
Èçó÷àåìûå â ïðèìåðàõ ñèñòåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èëè íà ôàçîâîì öèëèíäðå S1{α mod

2π} × R1{ω (èëèΩ)} èëè íà ïëîñêîñòè R2{α, ω (èëèΩ)} .
Åñëè íå áóäåò äîïîëíèòåëüíî îãîâîðåíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (10).

1.3. Áîëåå îáùåå ïîíÿòèå ÒÑÏ. Ïîä ÒÑÏ áóäåì ïîíèìàòü ñèñòåìó âëîæåííûõ äðóã â äðó-
ãà çàìêíóòûõ êðèâûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè,
êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ ëèøü â òî÷êå, ê êîòîðîé ñõîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå âëîæåííûå çàìêíóòûå êðè-
âûå. Ñ ïîìîùüþ òàêîé ñèñòåìû ìîæíî óñïåøíî �ëîâèòü� çàìêíóòûå òðàåêòîðèè èññëåäóåìîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû: âû÷èñëÿÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ïîëÿ, îáðàçóþùèìè ñåìåéñòâî ÒÑÏ, è
âåêòîðàìè èññëåäóåìîãî ïîëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ðàñïîëîæå-
íèè òðàåêòîðèé èññëåäóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. ×òîáû äîêàçàòü îòñóòñòâèå çàìêíóòûõ ôàçîâûõ
õàðàêòåðèñòèê äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

∂F

∂x1
X1 +

∂F

∂x2
X2 6 (>) 0.

Çäåñü F (x1, x2) = const � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ, X = {X1, X2} � èñõîäíîå âåêòîðíîå ïîëå
(â êîîðäèíàòàõ x1, x2). Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæíî èññëåäîâàòü
êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé èñõîäíîé ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå îáÿçàòåëüíî
äîëæíî áûòü çàäàíî â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ.

Âûøå óêàçûâàëîñü, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ÒÑÏ áîëåå êîððåêòíî, íî ýòî íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.
Áîëåå òîãî, íàñ èíòåðåñóþò ëèøü ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ ÒÑÏ
è ôàçîâûõ êðèâûõ èññëåäóåìîãî ïîëÿ.

1.4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè è êðèâûå êîíòàêòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ñ ïîíÿ-
òèåì òîïîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû Ïóàíêàðå òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
äâóõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè. Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó íà ïëîñ-
êîñòè. Åñëè F (x1, x2) = const � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ, òî ñèñòåìà, èìåþùàÿ ÿâíûé âèä
ãàìèëüòîíîâîé, 




ẋ1 = − ∂F

∂x2
,

ẋ2 =
∂F

∂x1
,

çàäàåò âåêòîðíîå ïîëå, êàñàòåëüíîå ê ñåìåéñòâó êðèâûõ ÒÑÏ. Òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýê-
âèâàëåíòíî

X1Y2 −X2Y1 6 (>) 0,

â êîòîðîì
Y1 = − ∂F

∂x2
, Y2 =

∂F

∂x1

� âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû. Îíî êàñàåòñÿ êðèâûõ ÒÑÏ.
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Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè. Ýòè óðàâíåíèÿ çàäàþòñÿ ãëàäêèìè âåêòîð-
íûìè ïîëÿìè X = {X1, X2} è Y = {Y1, Y2} â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ x = (x1, x2). Åñòåñòâåííî
ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

χ = χ(X, Y ) = X1Y2 −X2Y1,

êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà çíàê ñèíóñà óãëà ìåæäó ïîëÿìè X è Y . Î÷åâèäíî χ(X, Y ) = 0 òàì è òîëüêî
òàì, ãäå ïîëÿ X è Y êàñàþòñÿ.

Ôóíêöèÿ χ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
χ(X,Y ) = −χ(Y, X), χ(λX, Y ) = λχ(X, Y )

äëÿ ëþáîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè λ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôóíêöèþ χ ìû íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé äâóõ âåêòîðíûõ
ïîëåé, à óðàâíåíèå

χ(X, Y ) = 0

íàçîâåì óðàâíåíèåì êðèâîé êîíòàêòîâ äëÿ ïîëåé X è Y .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ïîëîñ:

Π =
{

(α, Ω) ∈ R2 : −π

2
< α <

π

2

}
,

Π′ =
{

(α, Ω) ∈ R2 :
π

2
< α < 3

π

2

}
.

Â ïðèìåíåíèå ìåòîäà ÒÑÏ ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, âîçíèêàþùèì â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà,
âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäîé, ðàññìîòðèì ñèñòåìû âèäà (2) â ïîëîñå Π. Ðàíåå
[21, 34, 36] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ó äàííîé ñèñòåìû íå ñóùåñòâóåò òàê
íàçûâàåìûõ ìîíîòîííûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ó òàêîé ñèñòåìû
íå ñóùåñòâóåò íèêàêîé çàìêíóòîé êðèâîé, ñîñòîÿùåé èç ôàçîâûõ òðàåêòîðèé.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü A1 6= 0. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F (α)δ(α) > 0 (< 0) ïî÷òè âñþäó â
ïîëîñå Π, òî ó ñèñòåìû âèäà (2) íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé êðèâîé èç òðàåêòîðèé â ïîëîñå Π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìó (2) ïðè A1 = 0 áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé (2'). Êàê óæå îòìå÷àëîñü,
äëÿ ñèñòåìû (2') íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, èìåþùåé òîïîëîãè÷åñêèé òèï öåíòðà.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïîäõîäÿùèõ êàê óãîäíî áëèçêî
ê òî÷êàì (

−π

2
, 0

)
,
(π

2
, 0

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñèñòåìàì (2) è (2'), ðàâíà
A1F (α)δ(α).

Êðèâàÿ êîíòàêòîâ � ýòî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ âèäà

{(α, Ω) ∈ R2 : α = α0}, −π

2
< α0 <

π

2
.

Â îñòàëüíûõ æå òî÷êàõ ïîëîñû Π õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà.
Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ êðèâàÿ èç òðàåêòîðèé γ0, îãðàíè÷èâàþùàÿ îá-

ëàñòü S0. Ïóñòü òî÷êà (α0, 0) ∈ γ0, ãäå
0 < α0 <

π

2
.

Ðàññìîòðèì òî÷êó (α0 + ε, 0), ε � äîñòàòî÷íî ìàëî. ×åðåç íåå ïðîõîäèò çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ
γε èç ÒÑÏ, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü Sε. Î÷åâèäíî, ÷òî âûõîäÿ èç òî÷êè (α0, 0), ïîêèäàÿ îá-
ëàñòü Sε, òðàåêòîðèÿ γ0 íèêîãäà íå ïîïàäåò â îáëàñòü Sε, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ïî÷òè âñþäó
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Íî (α0, 0) ∈ Sε. Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè F ∈ Φ, δ ∈ Y , òî â ïîëîñå Π (âïðî÷åì, êàê è â ïîëîñå Π′) íå ñóùåñòâóåò
çàìêíóòîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû (2).
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Ââîäèìûé êëàññ Y äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî øèðîê: îí ñîñòîèò èç ôóíêöèé äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèõ, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ, íå÷åòíûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: δ(α) > 0
ïðè α ∈ (0, π), ïðè÷åì dδ(0)/dα > 0, dδ(π)/dα < 0 (êëàññ ôóíêöèé {δ} = Y ). Ôóíêöèÿ δ ìåíÿåò
çíàê ïðè çàìåíå α íà α + π. Òàêèì îáðàçîì,

δ ∈ Y. (13)

Â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

δ(α) = δ0(α) = sinα ∈ Y, (14)

ñëóæèò òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì îïèñàííîãî êëàññà
Ðàññìîòðèì äàëåå ñèñòåìó (7) â ïîëîñå Π. Àíàëîãè÷íî ëåììå 1.1 äîêàçûâàåòñÿ ëåììà ñëåäóþ-

ùàÿ.

Ëåììà 1.2. Åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà δ̃1(α), f̃1(α) > 0 (< 0) ïî÷òè âñþäó â ïîëîñå Π, òî
ó ñèñòåìû âèäà (7) â ïîëîñå Π ïðè b = b1 > 0 íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé êðèâîé èç òðàåêòîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìó (7) ïðè b = b1 = 0 áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé (7'). Àíàëîãè÷íî ëåììå
1.1, ñèñòåìà (7') îáëàäàåò îñîáîé òî÷êîé òèïà öåíòð, îêðóæåííîé çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè,
ïðîäîëæàþùèìèñÿ äî òî÷åê (

−π

2
, 0

)
,
(π

2
, 0

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñèñòåìàì (7) è (7'), ïðè b = b1 ðàâíà

b
{

F 2(α)f̃1(α) + ω4δ̃1(α)
}

.

Ëèøü íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû äàííàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ �
çíàêîïîñòîÿííà. Èç ðàññóæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1, ñëåäóåò ëåììà
1.2.

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè F ∈ Φ, δ̃1, f̃1 ∈ Σ, òî â ïîëîñå Π (âïðî÷åì, êàê è â ïîëîñå Π′) íå
ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû (7).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó (9) â ïîëîñå Π. Àíàëîãè÷íî ëåììàì 1.1, 1.2 äîêàçûâàåòñÿ ëåììà
ñëåäóþùàÿ.

Ëåììà 1.3. Åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà δ̃2(α), f̃2(α), F (α)δ2(α) > 0 (< 0) ïî÷òè âñþäó â
ïîëîñå Π, òî ó ñèñòåìû âèäà (9) â ïîëîñå Π ïðè b = b1, b2 > 0 íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé êðèâîé
èç òðàåêòîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (7') (ñì. ëåììó 1.2). Äëÿ íåå, ïî-ïðåæíåìó, íà÷àëî êîîð-
äèíàò èìååò òîïîëîãè÷åñêèé òèï öåíòðà, îáëàäàþùèé ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, ïðî-
äîëæàþùèõñÿ äî òî÷åê (

−π

2
, 0

)
,
(π

2
, 0

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñèñòåìàì (9) è (7'), ïðè b = b1 ðàâíà

b
{

F 2(α)f̃2(α) + ω4δ̃2(α)
}

+ b2

{
F (α)s(α)δ2(α) + ω2s(α)δ̃2(α)

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïî÷òè âñþäó â ïîëîñå Π õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà. Îñòàåòñÿ
ñîñëàòüñÿ íà ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ ëåìì 1.1 è 1.2.

Ñëåäñòâèå 1.3. Åñëè F ∈ Φ, s, δ̃2, f̃2,∈ Σ, δ2 ∈ Y , òî â ïîëîñå Π íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé
õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû (9).

Çàìå÷àíèå 1.1. Êàê áûëî ïîêàçàíî [21, 37, 38], â ïîëîñå Π′ ó ñèñòåìû âèäà (9) âîçìîæíû
ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïðîñòûå è ñëîæíûå ïðåäåëüíûå öèêëû.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (9) â îáëàñòè
O′ = {Π(0,π) ∩ {(α, ω) ∈ R2 : ω > 0}}.

Åñëè
s
(π

2

)
= F

(π

2

)
= δ̃2

(π

2

)
= 0, δ2

(π

2

)
6= 0,

òî ïðè b > 0 ñóùåñòâóåò îñîáàÿ òî÷êà (
π

2
,

1
bδ2 (π/2)

)
. (15)

Çäåñü
Π(0,π) = {(α, ω) ∈ R2 : 0 < α < π}.

Àíàëîãè÷íî ëåììàì 1.1�1.3 äîêàçûâàåòñÿ ëåììà ñëåäóþùàÿ.
Ëåììà 1.4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà (9) ïðè b, b1, b2 > 0 â îáëàñòè O′. Ïóñòü äëÿ ïðîñòî-

òû F ∈ Φ, s, δ̃2, f̃2 ∈ Σ, δ2 ∈ Y . Òîãäà âîêðóã òî÷êè ïîêîÿ (15) â îáëàñòè O′ íå ñóùåñòâóåò
çàìêíóòîé êðèâîé èç òðàåêòîðèé, åñëè íåðàâåíñòâî

ω2 δ̃2(α)
s(α)

− b1µ2
F (α)
s(α)

ω +
F (α)
s(α)

δ2(α) > 0 (16)

íå âûïîëíåíî â îáëàñòè O′ òîëüêî ïðè α = π/2.
Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (16) âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè òàê íàçûâàåìûõ íåòðèâèàëüíûõ ïîëîæå-

íèé ðàâíîâåñèÿ (ÍÏÐ) ñèñòåìû (9) [39, 40, 42].
Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáëàñòè O′ ðàññìîòðèì ñèñòåìó (9). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî, ïîñêîëüêó F ∈
Φ, δ̃2, f̃2 ∈ Σ, δ2 ∈ Y , òî òî÷êà ïîêîÿ (15) äëÿ ñèñòåìû (7) èìååò òîïîëîãè÷åñêèé òèï öåíòðà
[43, 44]. Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, îêðóæàþùåå òî÷êó (15). Ýòî ñåìåéñòâî
ìîæåò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñèñòåìàì (7) è (9),
ðàâíà

b2s
2(α)

{
ω2 δ̃2(α)

s(α)
− b1µ2

F (α)
s(α)

ω +
F (α)
s(α)

δ2(α)

}
.

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà çíàêîîïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó íå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (16) ëèøü ïðè α =
π/2. Ïîëÿ ñèñòåì (7) è (9) â îáëàñòè O′ êàñàþòñÿ ëèøü íà ïðÿìîé{

(α, ω) ∈ R2 : α =
π

2

}
.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî ω íåðàâåíñòâà (16)
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

F

s
∈ Y,

δ̃2

s
> 0.

Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ ëåìì 1.1�1.3.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (9), â çàâèñèìîñòè îò îáëàñòè, èñïîëüçóåòñÿ îäíà

èç ñèñòåì âèäà: èëè (7), èëè (7').

2. Êðèâûå êîíòàêòîâ è ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ. Çàìå÷àíèÿ î ïðåäåëüíûõ öèêëàõ è
ïðîáëåìå ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà è ôîêóñà

2.1. Ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ è èññëåäîâàíèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàñïîëîæåíèÿ
òðàåêòîðèé. Ìåòîä ÒÑÏ, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â [23, 29], ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìåòîäà
èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåì ñðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè è õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îïðåäåëÿþ-
ùèõ èõ âåêòîðíûõ ïîëåé, êîòîðàÿ, êàê óêàçûâàëîñü, îòâå÷àåò çà çíàê ñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîð-
íûìè ïîëÿìè äàííûõ ñèñòåì. Çíàÿ ïðèíöèï ðàçáèåíèÿ íà òðàåêòîðèè îäíîé èç íèõ, âîçìîæåí
àíàëèç óñòðîéñòâà ôàçîâîé ïëîñêîñòè äðóãîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, ÒÑÏ ïîçâîëÿåò, ê ïðèìåðó,
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èññëåäîâàòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ [3, 4, 7, 8]. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé óïîð
äåëàåòñÿ íà âû÷èñëåíèå óãëà ìåæäó äâóìÿ ïîëÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì â îäíîé è òîé æå
îáëàñòè ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè.

Âû÷èñëÿòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñ-
êîñòè. Â ýòîé ñâÿçè íàçîâåì ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû òó ñèñòåìó, êà÷åñòâåííîå
ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé êîòîðîé ïîëíîñòüþ èçâåñòíî.

Ðàíåå óæå ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé ñèñòåì (2'), (9), (7).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû âèäà (7) è (9) íà ïëîñêîñòè. Ñèñòåìà (7) ÿâëÿ-
åòñÿ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (9) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî÷òè âñþäó óãîë îò âåêòîðà
îäíîãî ïîëÿ äî âåêòîðà äðóãîãî ïîëÿ ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 0 äî π (ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ), è
ëèøü íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû ýòîò óãîë ðàâåí íóëþ, åñëè âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû
1.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F ∈ Φ, s ∈ Σ, òî, â ñèëó ëåììû 1.4, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ âî âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè çíàêîîïðåäåëåíà.

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4), (11), òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ïîëåé ñèñòåì
(12) è (8) ìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà

µ1 = 2
B

mn0
,

ãäå
n2

0 =
dF (0)
Idα

, B = s(0).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè µ1 = 0 ïîñëåäíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (8) íà ïëîñêîñòè èìååò òðè òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûõ
òèïà ôàçîâîãî ïîðòðåòà [37], äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (12) â êàæäîé èç îáëàñòåé åå ïàðà-
ìåòðîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîé òîïîëîãè÷åñêèé òèï (ñì. [5, 10]).

Â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (9) ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü è ñèñòåìó (7'),
îïèñûâàþùóþ êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó, � ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê íà ïëîñêîñòè.

Çàìå÷àíèå 2.3. Ó ñèñòåìû (9) íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòûõ êðèâûõ èç òðàåêòîðèé, îãèáàþ-
ùèõ ôàçîâûé öèëèíäð, åñëè âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò èñêîìàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ òàêîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (0, ω∗), ω∗ > 0. Ïðîâåäåì ÷å-
ðåç äàííóþ òî÷êó òðàåêòîðèþ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (7) â çàâèñèìîñòè îò òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà åå
ôàçîâîãî ïîðòðåòà [28, 31]. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1, åñëè òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ñóùåñòâóåò, òî îíà
ïðîéäåò ëèøü ÷åðåç òî÷êó (2π, ω∗ + δ), ãäå δ > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çàìêíóòîñòè êðèâîé.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñôîðìóëèðóåì äëÿ íàãëÿäíîñòè äëÿ ñèñòåì ÷àñòíîãî âèäà (12). Äëÿ
ñèñòåì áîëåå îáùåãî âèäà (9) äàííîå ïðåäëîæåíèå íåñëîæíî ïåðåïèñûâàåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû (12) è (8') âî âñåé ïëîñêîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå
ñèñòåìà (8') � ýòî ñèñòåìà (8) ïðè σ = 0. Ñèñòåìà (8') ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ
ñèñòåìû (12) ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïîëîñå Π ïî÷òè âñþäó óãîë îò âåêòîðà îäíîãî ïîëÿ äî âåê-
òîðà äðóãîãî ïîëÿ ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 0 äî π (ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ), è ëèøü íà ìíîæåñòâå
íóëåâîé ìåðû ýòîò óãîë ðàâåí íóëþ, à â ïîëîñå Π′ ïðè óñëîâèè, ÷òî

s(α)
m cosα

> σ

I

F (α)
sinα

, ∀α ∈
(
0,

π

2

)
,

ñóùåñòâóåò êðèâàÿ êîíòàêòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ äâóõ ïîëåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêîé îêðóæíîñòüþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F ∈ Φ, s ∈ Σ, òî â ïîëîñå Π êðèâàÿ êîíòàêòîâ � íà÷àëî
êîîðäèíàò. Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó (π, 0) è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé êîíòàêòîâ
â âèäå

σ cosα

{(
F (α)

I

)2

+ ω4

}
=

1
I
F (α)

s(α)
m

sinα + ω2 s(α)
m

cosα. (17)

Òîãäà óðàâíåíèå (17) êðèâîé êîíòàêòîâ, êîòîðóþ íàçîâåì íåòðèâèàëüíîé (ÍÊÊ), ìîæíî ðàçðå-
øèòü îòíîñèòåëüíî ω2:

2σω2 =
s(α)
m

±
√

s2(α)
m2

+ 4σ
F (α)

I
sinα

{
s(α)

m cosα
− σ

I

F (α)
sinα

}
. (18)

Â ïîëîñå Π óðàâíåíèå (18), âçÿòîå ñî çíàêîì �ìèíóñ�, çàäàåò ëèøü òî÷êó (0, 0), à âçÿòîå ñî
çíàêîì �ïëþñ�, � òî÷êó (0, 0) è ÍÊÊ.

ÍÊÊ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé êîîðäèíàò (ïîñëå ïåðåíîñà èç ïîëîñû Π′ â ïîëîñó
Π), ïåðåñåêàåò îáå îñè ïîä ïðÿìûì óãëîì è òîëüêî äâà ðàçà (ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè).
Òåì ñàìûì ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

2.2. Íåêîòîðûå îáùèå óòâåðæäåíèÿ î ÒÑÏ è ñèñòåìàõ ñðàâíåíèÿ. Ñ öåëüþ ðàññìîò-
ðåíèÿ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ êëþ÷åâûõ òðàåêòîðèé (çàìêíóòûõ ôàçîâûõ õàðàêòåðèñòèê è äð.),
äîêàæåì îäíó îáùóþ òåîðåìó. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî âïëîòü äî ïðÿìûõ Λ−1 è Λ0 (à òàêæå Λ0

è Λ1) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÒÑÏ (èíòåãðàëüíûå êðèâûå
ñèñòåìû (8'), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê). Çäåñü

Λk =
{

(α, ω) ∈ R2 : α =
π

2
+ πk

}
.

Ïîñòàâèì òàêæå âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè çàìêíóòûõ êðèâûõ èç òðàåêòîðèé äëÿ ñèñòåìû (12)
â ïîëîñå Π′. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ ëåìì
1.1�1.4.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó ïîêîÿ x0 äî-
ñòàòî÷íî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v1, ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ 3 x0, ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè
A,B ∈ ∂D (òî÷êè A,B ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íî óäàëåíû), òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ÒÑÏ ñ öåí-
òðîì â x0, çàäàâàåìàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé V , ïðîäîëæàþùàÿñÿ âäîëü γ äî A è B ,
çàïîëíÿþùàÿ îáëàñòü K ⊆ D è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

(v1, v2)|R2 > 0 (19)
(ãäå v2 = gradV) ïî÷òè âñþäó â K, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðûõ êðèâûõ, íå îõâà-
òûâàþùèõ x0. (Çäåñü V = const � ñåìåéñòâî êðèâûõ ÒÑÏ.)

Òîãäà âî âñåé îáëàñòè D âîêðóã òî÷êè x0 íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé çàìêíóòîé êðèâîé èç
òðàåêòîðèé ïîëÿ v1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü òàêàÿ êðèâàÿ γ0 ñóùåñòâóåò, îãðàíè÷èâàÿ îáëàñòü S0 3
x0. Ïóñòü {N1, N2} = γ ∩ γ0 6= ∅ (ïîñêîëüêó x0 ∈ γ) è òî÷êà N1 � íåîñîáîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè
äâèæåíèè ïî êðèâîé γ0. ×åðåç òî÷êó N1 ïðîõîäèò çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ̄ èç ÒÑÏ, ïðè÷åì γ̄ ⊂ K.
Åñëè êðèâàÿ γ̄ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü S̄, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 (êîòîðîå óìåíüøèì íàñêîëüêî íóæíî)
òàêîå, ÷òî:

1) Nε ∈ γ̄ε ∩ γ, ãäå γ̄ε � êðèâàÿ ÒÑÏ;
2) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Nε è N1 ðàâíî ε;
3) γ̄ε îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü S̄ε ⊃ S̄.
Âûáðàííîå çíà÷åíèå ε òàêîâî, ÷òî ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ òî÷êà, äâèãàÿñü ïî òðàåêòîðèè γ0 ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì N1, ïîêèíåò îáëàñòü S̄ε. Ïîñêîëüêó S̄ε ⊂ K è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (19)
ïî÷òè âñþäó â K, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðûõ êðèâûõ, íå îõâàòûâàþùèõ x0, òî òî÷êà
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì N1 íèêîãäà áîëüøå â îáëàñòü S̄ε ⊂ K ⊂ D íå âåðíåòñÿ. Òàê êàê S̄ ⊂ S̄ε, òî
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ çàìêíóòîñòüþ êðèâîé γ0.
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ïîëîñå Π′ äëÿ ñèñòåì âèäà (12) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò
ÒÑÏ ñ öåíòðîì â òî÷êå (π, 0) (ñèñòåìà (8')), ïðîäîëæàþùàÿñÿ äî òî÷åê

(π

2
, 0

)
,

(
3
π

2
, 0

)
. (20)

Ïðè ýòîì ÍÊÊ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (ÒÑÏ) è ïîëÿ ñèñòåìû (12) îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü, öåëèêîì
ñîäåðæàùóþ ÒÑÏ. Òàêèì îáðàçîì, ññûëàÿñü íà òåîðåìó 2.1, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ëåììà 2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (12) â ïîëîñå Π′, åñëè ÍÊÊ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (8') è ñè-
ñòåìû (12) îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü, öåëèêîì ñîäåðæàùóþ ÒÑÏ, ïðîäîëæàþùóþñÿ äî òî÷åê (20).
Òîãäà â ïîëîñå Π′ íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé êðèâîé èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (12).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìû âèäà (12) ïðè óñëîâèÿõ (3), (10). Âûøå ñòàâèëñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
çàìêíóòûõ êðèâûõ èç òðàåêòîðèé â ïîëîñå Π′, ò.å. êðèâûõ, îêðóæàþùèõ òî÷êó (π, 0). Ïîñòàâèì
òàêæå áîëåå îáùèé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ëþáûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû
(12), ñòÿãèâàåìûõ ïî ôàçîâîìó öèëèíäðó â òî÷êó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè òàêèõ êðèâûõ, äîëæíà ðàâ-
íÿòüñÿ 1. Çíà÷èò òàêèå êðèâûå ìîãóò âîçíèêíóòü âîêðóã òî÷åê (πk, 0), k ∈ Z. Âíóòðè òàêèõ
êðèâûõ íå ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ îäíîâðåìåííî äâà ñåäëà

(
−π

2
+ 2πk, 0

)
,
(π

2
+ 2πk, 0

)

è òî÷êà (2πk, 0), ïîñêîëüêó ñóììà èíäåêñîâ ïðè ýòîì ðàâíà −1. Òàêèå êðèâûå íå ìîãóò ñîäåðæàòü
âíóòðè ñåáÿ îäíîâðåìåííî òî÷êè (πk, 0) è (π(k +1), 0), ïîñêîëüêó, â ñèëó öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè
ïîëÿ ñèñòåìû (12) îòíîñèòåëüíî òî÷åê (πk, 0) è òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, ýòî íåâîçìîæíî.

Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé êðèâîé, ñîäåðæàùåé áîëåå îäíîé
îñîáîé òî÷êè âíóòðè ñåáÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè k = 0. Òàêàÿ êðèâàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü
òî÷êè

(0, 0),
(
−π

2
, 0

)
,
(π

2
, 0

)
,

(
−π

2
,− 1

σ

)
,

(
π

2
,
1
σ

)
,

ñóììà èíäåêñîâ êîòîðûõ ðàâíà 1. Íî â ñèëó ëåììû 1.4 ýòî íåâîçìîæíî, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî
òðàåêòîðèÿ, èìåþùàÿ â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êó (π/2, 1/σ), èìååò â êà÷åñòâå
α-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó [19, 30].

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (12), ñòÿãè-
âàåìûõ ïî ôàçîâîìó öèëèíäðó â òî÷êó, ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ëåììû 1.4, ñâåëñÿ ê îòûñêàíèþ
òàêèõ êðèâûõ â ïîëîñå Π′ âîêðóã òî÷êè (π, 0). Êàê áûëî ïîêàçàíî â [37], ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
òàêèå êðèâûå ñóùåñòâóþò.

2.3. Ïðîáëåìà ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà è ôîêóñà è ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà
ðàçëè÷åíèÿ â êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � ïðîáëåìà
öåíòðà è ôîêóñà � âîçíèêàåò â òî÷êå (π, 0) â ïîëîñå Π′ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà (12) ïðè
óñëîâèÿõ (3), (10), à òàêæå ïðè µ1 = µ2 è 0 < µ2 < 2 (ñì. [37]). Â [26, 27] äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøåíà
ïðè In 6= 0 â ïîëüçó ñëàáîãî ôîêóñà. Òàêèì îáðàçîì, â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (π, 0)
âñå òðàåêòîðèè-ñïèðàëè ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êå (π, 0) ëèáî ïðè t → +∞, ëèáî ïðè t → −∞ (çäåñü
t � íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð âäîëü òðàåêòîðèé).

Ïîñòàâèì âîïðîñ î ðàñøèðåíèè äàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (π, 0) â ïîëîñå Π′ (íà ïëîñêîñòè
R2{α, ω}). Äëÿ ýòîãî ïåðåâåäåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó (0, 0). Ïîñëå òàêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ
ñèñòåìà (12) (ðàññìàòðèâàåìàÿ óæå â ïîëîñå Π) ïðèìåò âèä:





α′ = −ω − σ

I
F (α) cosα− σω2 sinα +

s(α)
m

sinα,

ω′ =
1
I
F (α)− σω3 cosα +

σ

I
ωF (α) sin α +

ω

m
s(α) cos α.

(21)
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Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñèñòåìó (21) ïðè óñëîâèÿõ (4), (11), ò.å. êîãäà F (α) = F0(α), s(α) =
s0(α). Ïîñëå çàìåíû â ïîëîñå Π ïî ôîðìóëå τ = sin α, |τ | < 1, ñèñòåìå (21) ñîïîñòàâèì óðàâíåíèå

dω

dτ
=

n2
0τ − σω3 + σn2

0ωτ2 + σn2
0

2 ω
√

1− τ2

−ω − σn2
0τ(1− τ2)− σω2τ + σn0

2 τ
√

1− τ2
. (22)

Â óðàâíåíèè (22) óæå ó÷òåíî óñëîâèå µ1 = µ2, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî
B

mn0
=

σn0

2
.

Ïóñòü ôîðìàëüíî τ = x, ω = −y. Ñèñòåìà (21), ðàñìàòðèâàåìàÿ â ïîëîñå Π, ôàçîâûå òðàåêòî-
ðèè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè óðàâíåíèÿ (22), êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïîëîñå

{(x, y) ∈ R2 : −1 < x < 1},
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 




x′ = y − σn2
0x + σn2

0x
3 − σy2x +

σn0

2
x
√

1− x2,

y′ = −n2
0x− σy3 + σn2

0yx2 +
σn2

0

2
y
√

1− x2.

(23)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 



x′ = y − σn2
0

2
x +

3σn2
0

4
x3 − σy2x,

y′ = −n2
0x +

σn2
0

2
y − σy3 +

3σn2
0

4
yx2,

(24)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (23). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïàðû ñè-
ñòåì (23) è (24) ÿâëÿåòñÿ, êàê óæå îòìå÷àëîñü, êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé.

Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ñèñòåì X è Y èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç χ(X,Y).
Ïðåäëîæåíèå 2.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χ((23), (24)) ïðè σn0 < 2 â ïîëîñå {(x, y) ∈

R2 : −1 < x < 1} ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (îíà ðàâíà íóëþ ëèøü â íà÷àëå êîîðäèíàò).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

χ((23), (24)) =
σn2

0

2
[y2 − σn2

0xy + n2
0x

2]
[
1− x2

2
−

√
1− x2

]
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (24) îòëè÷àþòñÿ îò ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (23) ëèøü
÷ëåíàìè ïÿòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ρ = (x2 + y2)1/2, ò.å. ÷ëåíàìè ïîðÿäêà O(ρ5). Â ñâÿçè ñî
ñäåëàííûì òîëüêî ÷òî çàìå÷àíèåì î ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (23) îêîëî òî÷êè
(0, 0), ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 2.4. Òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì óñòîé÷èâûì ôîêóñîì ïðè σn0 < 2 äëÿ

ñèñòåìû (24).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èíäåêñ In (ñì. [2, 37]) òî÷êè (0, 0) äëÿ ñèñòåìû (24) ñîâïàäàåò
ñ èíäåêñîì In òî÷êè (0, 0) äëÿ ñèñòåìû (23) è îí îòðèöàòåëåí, ïîñêîëüêó çàâèñèò ëèøü îò âòîðûõ
è òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

Ïîñòàâèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ñîîòíîñèòñÿ çíàê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè êàê ôîðìû
îò óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ñèñòåì íà ïëîñêîñòè è óãîë ïîâîðîòà îò ïîëÿ îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó




x′ = y − σn2
0x + σn2

0x
3 − σy2x + λx

√
1− x2,

y′ = −n2
0x− σy3 + σn2

0yx2 + λy
√

1− x2,
(25)
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çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà λ > 0. Âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (25) îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì
ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè (ÑÌ) (ñì. äàëåå) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ è ïðè σn0 < 2 â ëþáîé îáëàñòè
áåç îñîáûõ òî÷åê. Åñëè ïðè λ = λ1 ñèñòåìó (25) îáîçíà÷èòü ÷åðåç (25'), à ïðè λ = λ2 � ÷åðåç
(25�), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

χ((25'), (25�)) = (λ2 − λ1)[y2 − σn2
0xy + n2

0x
2]

√
1− x2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ2 > λ1 ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â ïîëîñå
{(x, y) ∈ R2 : −1 < x < 1}

(ðàâíà íóëþ ëèøü â íà÷àëå êîîðäèíàò). Íî êàê ëåãêî ïîíÿòü, íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ ñèñòåìû
(25�) ÿâëÿåòñÿ �áîëåå íåóñòîé÷èâîé� îñîáîé òî÷êîé, ÷åì íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ ñèñòåìû (25').
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (25�) ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðè λ2 > λ1 îêîëî âåêòîðíîãî ïîëÿ
ñèñòåìû (25') íà ïîëîæèòåëüíûé óãîë.

Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü î õàðàêòåðå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (23), ñôîðìóëèðóåì îäíî âñïîìîãàòåëü-
íîå óòâåðæäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Äëÿ ïîèñêà ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ, â öåëÿõ èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ, ïðîáëåìû ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà è ôîêóñà è ò.ä., âîâñå íå îáÿçàòåëüíî èìåòü ÒÑÏ ñ öåíòðîì
â äàííîé îñîáîé òî÷êå. Èñêîìàÿ ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ ìîæåò èìåòü ëèáî ïðèòÿãèâàþùóþ, ëèáî
îòòàëêèâàþùóþ îñîáóþ òî÷êó.

Ïóñòü â îáëàñòè D, ñîäåðæàùåé åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó ñèñòåìû (À), çàäàííîé äëÿ ïðîñòî-
òû íà ïëîñêîñòè, ñòîèò ïðîáëåìà ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà è ôîêóñà. Ïóñòü â ýòîé æå îáëàñòè ñèñòåìà
(Á) èìååò òó æå åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó x0.

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè òàê íàçûâàåìûå îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðóåìûå ñèñòåìû, â êî-
òîðûõ òðàåêòîðèè îáõîäÿò òî÷êó x0 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ðàññìîòðå-
íû ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðóåìûå ñèñòåìû.
Ëåììà 2.2. Ïóñòü îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàåìîé (îòòàëêèâàåìîé) òî÷êîé x0 îò-

ðèöàòåëüíî îðèåíòèðóåìîé ñèñòåìû (Á). Òîãäà åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χ((À),(Á))
ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà â îáëàñòè D, òî îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàå-
ìîé (îòòàëêèâàåìîé) òî÷êîé x0 (îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðóåìîé) ñèñòåìû (À).

Ëåììà 2.2 íîñèò ÿâíî ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð. Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (Á)
ïîâåðíóòî îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (À) íà íåîòðèöàòåëüíûé (íåïîëîæèòåëüíûé)
óãîë.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äëÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ è ò.ä..

Èòàê, â êà÷åñòâå ñèñòåìû (À) âîçüìåì ñèñòåìó (23) (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îðèåíòè-
ðóåìîé), à â êà÷åñòâå ñèñòåìû (Á) � ñèñòåìó (24) (êîòîðàÿ òàêæå îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðóåìà).
Âîçíèêàåò âîïðîñ î ðàçìåðàõ îáëàñòè D, ôèãóðèðóþùåé â ëåììå 2.2.
Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ñèñòåìà (24) ïðè σn0 < 2 â ïîëîñå {(x, y) ∈ R2 : −1 < x < 1} îáëàäàåò

ïåðâûì èíòåãðàëîì, êîòîðûé îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé â ïîëîñå,
è ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé âî ìíîæåñòâå {(x, y) ∈ R2 : −1 < x < 1} áåç íà÷àëà êîîðäèíàò.
Ïîñëåäíÿÿ òî÷êà � åäèíñòâåííàÿ ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà äëÿ äàííîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ√

3
2

n0x− y = u,

√
3

2
n0x + y = v

ñèñòåìà (24) ïðèâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ

du

[
u

(
σn0

2
√

3
+

7
12

)
− v

12
− σ√

3n0

uv2

]
+ dv

[
u

12
+ v

(
− σn0

2
√

3
+

7
12

)
+

σ√
3n0

u2v

]
= 0.

Ïîñëå æå çàìåíû u = tv, v2 = p, v 6= 0, óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

dp[C1t
2 + C2] + 2p

[
C1t− 1− u

√
3

σ

n0
tp

]
dt = 0.
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Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
C1 = 7 + 2

√
3σn0, C2 = 7− 2

√
3σn0.

Çàìåíîé p = q−1 ïðèâîäèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ ê ëèíåéíîìó íåîä-
íîðîäíîìó óðàâíåíèþ âèäà

dq

dt
[C1t

2 + C2] + 2[1− C1t]q + 8
√

3
σ

n0
t = 0. (26)

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

q0(t) = C
C1t

2 + C2

exp
{

2
C1

arctg
√

C2t
C1

} , C = const.

Âàðüèðóÿ ïîñòîÿííóþ C, èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü òðàíñ-
öåíäåíòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26). Îñîáåííîñòè âîçíèêàþò ëèøü ïðè u = v = 0, ò. å. êîãäà
çíà÷åíèå t íå îïðåäåëåíî. Íî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è çàäàåò íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè
R2{x, y}.
Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ñèñòåìû (24) îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ � âñÿ ïîëîñà {(x, y) ∈ R2 : −1 <

x < 1}.
Ñëåäñòâèå 2.2. Ó ñèñòåìû (23) â ïîëîñå {(x, y) ∈ R2 : −1 < x < 1} íå ñóùåñòâóåò çàìêíó-

òûõ õàðàêòåðèñòèê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ ñèñòåìû (24) � àòòðàêòîð (ïðåäëîæåíèå 2.4). Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 2.5, îáëàñòü åãî ïðèòÿæåíèÿ � âñÿ ïîëîñà. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ïîïàäàåì â
óñëîâèÿ ëåììû 2.2.
Ñëåäñòâèå 2.3. Ïðè σn0 < 2, à òàêæå ïðè

B

mn0
<

σn0

2

ó ñèñòåì âèäà (12) ïðè óñëîâèÿõ (4), (11) â ïîëîñå Π′ íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ è ñëîæíûõ ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ, à òàêæå ëþáûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ èç òðàåêòîðèé.

3. Î òðàåêòîðèÿõ, èìåþùèõ â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ áåñêîíå÷íî
óäàëåííûå òî÷êè ïëîñêîñòè

3.1. Ïðèìåðû èç äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñî ñðåäîé. Â ýòîì ïà-
ðàãðàôå áóäóò ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì (1) íà ïëîñêîñòè, èìåþùèõ â êà÷åñòâå α- è ω-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íûå òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, íà ñôåðàõ Ðèìàíà èëè Ïóàíêàðå ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè äàííûõ
òðàåêòîðèé áóäåò ñåâåðíûé ïîëþñ. Òàêèå òðàåêòîðèè óæå ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè,
ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñèñòåìû âèäà (8) è (12).
Ëåììà 3.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (8) íà ìíîæåñòâå

Π ∩ {(α, ω) ∈ R2 : ω > 0}.
Òîãäà äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè F ∈ Φ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ,

óõîäÿùàÿ â áåñêîíå÷íîñòü (èìåþùàÿ â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êó (+0, +∞)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèì ôàçîâóþ ïëîñêîñòü R2{α, ω} áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé. Ïîëó÷èì
ðàñøèðåííóþ ôàçîâóþ ïëîñêîñòü R2{α, ω}. Îòîáðàçèì îáëàñòü Π∩{(α, ω) ∈ R2 : ω > 0} íà ñôåðó
Ðèìàíà èëè Ïóàíêàðå. Â îêðåñòíîñòè ñåâåðíîãî ïîëþñà ñôåðû ñóùåñòâóþò íîâûå êîîðäèíàòû

(α, y), y = − 1
ω

,
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â êîòîðûå ïåðåâîäÿòñÿ ñòàðûå êîîðäèíàòû èç ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ðàñøèðåííîé ôàçîâîé
ïëîñêîñòè íåîñîáûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Â ïåðåìåííûõ (α, y) ñèñòåìà (8) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ
dα

dy
=

y + σ
I y2F (α) cos α + σ sinα

y4

I F (α)− σy cosα + σ
I y3F (α) sin α

.

Ïðè ýòîì òðàåêòîðèè äàííîãî óðàâíåíèÿ ïàðàìåòðèçîâàíû ïî-äðóãîìó, íåæåëè òðàåêòîðèè ñè-
ñòåìû (8).

Âèäíî, ÷òî ó óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò îñîáàÿ òî÷êà (0, 0), ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íîé òî÷êå (0,+∞) ñèñòåìû (8). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òî÷êà (0, 0) óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèì ñåäëîì, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
Ëåììà 3.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (12) íà ìíîæåñòâå

Π ∩ {(α, ω) ∈ R2 : ω > 0}.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé F è s ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ,

óõîäÿùàÿ â áåñêîíå÷íîñòü (èìåþùàÿ â êà÷åñòâå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷êó (+0, +∞)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1, îòîáðàæàÿ ðàñøèðåííóþ ôàçîâóþ
ïëîñêîñòü íà ñôåðó, äåëàÿ àíàëîãè÷íóþ çàìåíó êîîðäèíàò, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

dα

dy
=

y + σ
I y2F (α) cos α + σ sinα + y2 s(α)

m sinα
y4

I F (α)− σy cosα + σ
I y3F (α) sin α− y3 s(α)

m cosα
.

Ïðè ýòîì òðàåêòîðèè äàííîãî óðàâíåíèÿ ïàðàìåòðèçîâàíû ïî-äðóãîìó, íåæåëè òðàåêòîðèè ñè-
ñòåìû (12).

Âèäíî, ÷òî ó óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò îñîáàÿ òî÷êà (0, 0), ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
òî÷êå (0,+∞) ñèñòåìû (12). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà èìååò òîïîëîãè÷åñêèé
òèï ãðóáîãî ñåäëà, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

3.2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òðàåêòîðèé, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) íà ïëîñêîñòè.
Áóäåì ñîïîñòàâëÿòü äàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèå, ôàçîâûå òðàåêòîðèè êîòîðîãî ïàðàìåòðèçîâàíû
ïî-äðóãîìó, à òàêæå ïîñëåäíèå îòîáðàæåíû ñ ðàñøèðåííîé ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìû íà ñôåðó
Ðèìàíà (èëè Ïóàíêàðå). Ïðè ýòîì, êàê óæå îòìå÷àëîñü, áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè ïåðåéäóò â
ñåâåðíûé ïîëþñ ñôåðû.
Òåîðåìà 3.1. 1) Åñëè ïîñëå çàìåíû ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (x1, x2) → (x1, y), ãäå

y =
1
x2

,

ó óðàâíåíèÿ, çàäàííîãî íà ñôåðå, ïîÿâèëàñü îñîáàÿ òî÷êà (x0
1, 0), òî ó ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê ïðÿìîé
{(x1, x2) ∈ R2 : x1 = x0

1}
è èìåþùàÿ â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó.

2) Åñëè ïîñëå çàìåíû ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (x1, x2) → (y, x2), ãäå

y =
1
x1

,

ó óðàâíåíèÿ, çàäàííîãî íà ñôåðå, ïîÿâèëàñü îñîáàÿ òî÷êà (0, x0
2), òî ó ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê ïðÿìîé
{(x1, x2) ∈ R2 : x2 = x0

2}
è èìåþùàÿ â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ ëåììàì 3.1, 3.2, äîïîëíèì ôàçîâóþ ïëîñêîñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
òî÷êîé, ïîëó÷èâ R2{α, ω}. Îòîáðàçèì ðàñøèðåííóþ ïëîñêîñòü íà ñôåðó Ðèìàíà èëè Ïóàíêàðå. Â
îêðåñòíîñòè ñåâåðíîãî ïîëþñà ñôåðû ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû, îòîáðàæàþùèå ýòó îêðåñòíîñòü
íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òàêèå, ÷òî â ñëó÷àå 1) îíè ðàâíû

(x1, y), y =
1
x2

,

à â ñëó÷àå 2) �
(y, x2), y =

1
x1

.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èçó÷àåì áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè âäîëü îñè x2, à âî âòîðîì � âäîëü îñè x1.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì ëåìì 3.1, 3.2.
Çàìå÷àíèå 3.1. Êîëè÷åñòâî òðàåêòîðèé, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç

òîïîëîãè÷åñêèé òèï áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, â ñèñòåìàõ (8) è (12)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ, óõîäÿùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòü, ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì (åñëè, êîíå÷íî, îòîáðàæàòü íå ïëîñêîñòü, à ôàçîâûé
öèëèíäð).
Çàìå÷àíèå 3.2. Ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ôàçîâûå òðàåêòîðèè, óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü íà

ôàçîâîé ïëîñêîñòè, âäîëü êîòîðûõ îáå ôàçîâûå ïåðåìåííûå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò. Â ýòîì
ñëó÷àå, ïîñëå çàìåíû

x1 =
1
y1

, x2 =
1
y2

,

èññëåäóÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñåâåðíîãî ïîëþñà ñôåðû, êîòîðûé âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷-
êîé, ìîæíî áóäåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òðàåêòîðèé, ïðèáëèæàþùèõñÿ
ê ïðÿìûì âèäà

A1x1 + A2x2 + A3 = 0,

ãäå A1A2 6= 0.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ê ñåâåðíîìó ïîëþñó ñôåðû òðàåêòîðèÿ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ïîä

îïðåäåëåííûì óãëîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòðåìëåíèþ òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòè R2{x1, x2} ê ïðÿ-
ìîé, èìåþùåé íåíóëåâîé è êîíå÷íûé óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîíà.

3.3. Ýëåìåíòû òåîðèè ìîíîòîííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî äîñòàòî÷íî
ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé ve â îáëàñòè D äâóìåðíîé îðèåíòèðîâàííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.
Â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TqD êàæäîé òî÷êè q ∈ D ìîæíî èçìåðÿòü óãëû ìåæäó âåêòîðàìè
ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîëåé ve (e ∈ E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ìîíîòîííîñòè (ÑÌ) â D, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê q ∈ D, e1 ∈ E, e2 ∈ E â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå TqD óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ve1 , ve2 ∈ TqD ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ðàçíîñòè ïà-
ðàìåòðîâ e2 − e1; ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ èçìåíåíèÿ óãëà. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ
ìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü ñòðîãàÿ, òî ãîâîðèì, ÷òî ve îáëàäàåò ÑÌ ñòðîãèì.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ïîëå ve îáëàäàåò ÑÌ â îáëàñòè D ïëîñêîñòè R2. Ïóñòü x0 � íåîñîáîå

íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïîëÿ ve ïðè âñåõ e ∈ E.
Òîãäà, åñëè äëÿ ëþáîãî e ∈ E ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ â x0, åñòü

ìíîæåñòâî g0, ëåæàùåå â êîíå÷íîé ÷èñòè ïëîñêîñòè, ïðè÷åì {A,B} = ∂g0, A � ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî òðàåêòîðèè ïîëÿ ve1, à B � ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèè ve2 , e1 < e2, òî
e ∈ (e1, e2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî C, ÿâëÿþùååñÿ ïðåäåëüíûì
ìíîæåñòâîì òðàåêòîðèè ïîëÿ ve, ïðè÷åì ïðè óâåëè÷åíèè e ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ìîíîòîí-
íî ñìåùàåòñÿ îò A äî B. (Çäåñü èäåò ðå÷ü îäíîâðåìåííî ëèáî îá α-, ëèáî îá ω-ïðåäåëüíûõ
ìíîæåñòâàõ ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé.)

Ïðè ýòîì èñêîìàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ åäèíñòâåííà, åñëè ÑÌ ñòðîãîå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïî òåîðåìå Áåíäèêñîíà [1] ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî íà
ïëîñêîñòè � òîëüêî ëèøü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ïðîñòîé èëè ñëîæíûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïî-
ýòîìó, â ïðèíöèïå, äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü âñå òðè ñëó÷àÿ (äàííîå èññëåäîâàíèå ìû äëÿ êðàòêîñòè
îïóñòèì).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî e ìíîæåñòâî g0 ñîñòîèò èç ω-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Ñîãëàñíî
òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèé, ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà e ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî îñòàíåòñÿ â áëèçêîé îêðåñòíî-
ñòè ïåðâîíà÷àëüíîãî (åñëè ìíîæåñòâî g0 îäíîñâÿçíî). Åñëè ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî ìíîãîñâÿçíî,
òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàåì êàæäóþ èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà
ìîíîòîííîñòè, ïðèìåíÿÿ òåîðèþ ñèñòåì ñðàâíåíèÿ, íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü òðàåêòîðèè îò
ïàðàìåòðà e èñêëþ÷àåòñÿ.

Ïóñòü ñèñòåìà îáëàäàåò ñòðîãèì ÑÌ. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ òî÷êè M ∈ g0 ñóùåñòâóþò
õîòÿ áû äâà ïàðàìåòðà e1, e2, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè ïîëåé ve1 , ve2 ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå M . Òîãäà
òðàåêòîðèè âñåõ ïîëåé vē, ē ∈ [e1, e2] ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå M (â ñèëó âûïîëíåíèÿ ÑÌ). Ïîñêîëüêó
ÑÌ ñòðîãîå, äëÿ ëþáîãî d > 0 ñèñòåìà ñ âåêòîðíûì ïîëåì ve+d (e + d ∈ E) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
ñðàâíåíèÿ äëÿ ve. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïîëÿ ve+d, âûïóùåííàÿ èç íåîñîáîãî íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ, íèêîãäà íå ïåðåñå÷åò ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ ïîëÿ ve, âûïóùåííóþ èç òîãî æå íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Â ñèëó ïîñëåäíåãî, òðàåêòîðèè ïîëåé vκ1 è vκ2 áóäóò èìåòü ðàçíûå ïðåäåëüíûå
ìíîæåñòâà, ïðè÷åì e1 < κ1 < κ2 < e2. Ïðîòèâîðå÷èå.

Óñëîâèÿ ïðèâåäåííîé òåîðåìû ìîæíî íåñêîëüêî îñëàáèòü äëÿ ãëàäêîé ðèìàíîâîé äâóìåðíîé
îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè P 2 ⊂ R3.

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü äîêàçàíà êà÷åñòâåííî äðóãàÿ ëåììà, êîòîðàÿ âåðíà è íà ëþáûõ ãëàä-
êèõ äâóìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ëåììà 3.3. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïîëåé ve (e ∈ E) â îáëàñòè ñôåðû S2 ñëåäóþùåãî âèäà.
Þæíûé (S) è ñåâåðíûé (N) ïîëþñà ñôåðû ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè. Ïóñòü äàííîå ñåìåéñòâî ïîëåé
îáëàäàåò ñòðîãèì ÑÌ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì e1 ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì òðà-
åêòîðèè, âûõîäÿùåé èç þæíîãî ïîëþñà, ÿâëÿåòñÿ þæíûé ïîëþñ, à ïðè íåêîòîðîì e2 > e1

ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì òðàåêòîðèè, âûõîäÿùåé èç ñåâåðíîãî ïîëþñà, ÿâëÿåòñÿ ñåâåðíûé
ïîëþñ. Ïðè ýòîì, îáå ðàññìîòðåííûå ñèòóàöèè � ýòî ãîìîêëèíè÷åñêèå ñèòóàöèè íà ñôåðå,
êîãäà ñóùåñòâóåò ëèøü îäíà òî÷êà ïîêîÿ (êðîìå N è S), êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè, îãðà-
íè÷åííîé óêàçàííûìè ñåïàðàòðèñàìè. Äðóãèõ íåòðèâèàëüíûõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ â ýòîé
îáëàñòè ñôåðû íåò.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà e = e0 ∈ (e1, e2), òàêîå, ÷òî òðàåê-
òîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç þæíîãî (ñåâåðíîãî) ïîëþñà, âõîäèò â ñåâåðíûé (þæíûé) ïîëþñ (ýòî �
ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ íà ñôåðå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äâà ïàðàìåòðà ē, ¯̄e îáëàäàþò óêàçàí-
íûì ñâîéñòâîì. Òîãäà, â ñèëó ñòðîãîãî ÑÌ, âñå ïàðàìåòðû èç èíòåðâàëà (ē, ¯̄e) îáëàäàþò óêàçàí-
íûì ñâîéñòâîì. Ðàññóæäàÿ êàê â òåîðåìå 3.2, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñî ñâîéñòâîì ìîíîòîí-
íîñòè.

Ñóùåñòâîâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà e = e0 òàêîå,
÷òî ïðè e < e0 ðåàëèçóåòñÿ îäíà ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ íà ñôåðå, à ïðè e > e0 � äðóãàÿ. Îò
ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ïðè e = e0 ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü çíà÷åíèÿ e = e0

∪d
e0

= {e : |e− e0| < d}
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî e ∈ ∪d

e0
ñïðàâåäëèâà îäíà è òà æå ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ. Ïðîòèâîðå-

÷èå. Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ìû ïîëó÷èëè åùå îäèí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 3.1 è 3.2. Äåéñòâè-
òåëüíî, èñêîìûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 3.3, ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ
òî÷êà ïðîåêòèðóåòñÿ â ñåâåðíûé ïîëþñ ñôåðû Ðèìàíà (èëè Ïóàíêàðå), à òî÷êà (π/2, 0) � â
þæíûé.
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4. Ìíîãîìåðíûå òîïîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû Ïóàíêàðå è ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ
4.1. Òîïîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Ìíîãîìåðíûå ÒÑÏ ìîæíî îïðå-
äåëèòü àíàëîãè÷íî ÒÑÏ íà ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì (íåâûðîæäåííûå) ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
êîðàçìåðíîñòè 1 â ïðîñòðàíñòâå Rn îáðàçóþò òîïîãðàôè÷åñêóþ ñèñòåìó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà
ãèïåðïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ âåðøèíó â îñîáîé òî÷êå.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîäåðæàùåé åäèíñòâåí-

íóþ òî÷êó ïîêîÿ x0 äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v1, ñóùåñòâóåò ãèïåðïîâåðõíîñòü
Γ 3 x0, ïðîäîëæàþùàÿñÿ äî ãðàíèöû ∂D è ïåðåñåêàþùàÿ åå ïî ïîâåðõíîñòè g (ïîâåðõíîñòü g
ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî óäàëåíà), òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ÒÑÏ ñ öåíòðîì â x0, çàäàâàåìàÿ
ãëàäêîé ôóíêöèåé V , ïðîäîëæàþùàÿñÿ âäîëü Γ äî g, çàïîëíÿþùàÿ îáëàñòü K ⊆ D è îáëàäàþùàÿ
ñâîéñòâîì

(v1, v2)|Rn > 0
(v2 = gradV) ïî÷òè âñþäó â K, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé,
íå ñîäåðæàùèõ âíóòðè ñåáÿ x0. (Çäåñü V = const � ñåìåéñòâî ãèïåðïîâåðõíîñòåé ÒÑÏ.)

Òîãäà âî âñåé îáëàñòè D íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé çàìêíóòîé êðèâîé, ñîñòîÿùåé èç òðàåê-
òîðèé ïîëÿ v1, ïåðåñåêàþùåé ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü òàêàÿ êðèâàÿ g0 ñóùåñòâóåò, {N1, N2} = Γ ∩ g0 6= ∅ è
òî÷êà N1 � íåîñîáîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé g0. ×åðåç òî÷êó N1 ïðîõîäèò
çàìêíóòàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ̄ èç ÒÑÏ, ïðè÷åì Γ̄ ⊂ K. Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ̄ îãðàíè÷èâàåò
îáëàñòü S̄, òî ñóùåñòâóåò e > 0 (êîòîðîå óìåíüøèì íàñêîëüêî íóæíî) òàêîå, ÷òî:

1) Ne ∈ Γ̄e ∩ Γ, ãäå Γ̄e � ãèïåðïîâåðõíîñòü ÒÑÏ;
2) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Ne è N1 ðàâíî e;
3) Γ̄e îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü S̄e ⊃ S̄.
Âûáðàííîå çíà÷åíèå e òàêîâî, ÷òî ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ òî÷êà, äâèãàÿñü ïî òðàåêòîðèè g0 ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì N1, ïîêèíåò îáëàñòü S̄e. Ïîñêîëüêó S̄e ⊂ K è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òåîðåìû
ïî÷òè âñþäó â K, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, íå ñîäåðæàùèõ
âíóòðè ñåáÿ x0, òî òî÷êà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì N1 íèêîãäà áîëüøå â îáëàñòü S̄e ⊂ K ⊂ D íå
âåðíåòñÿ. Òàê êàê S̄ ⊂ S̄e, òî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ çàìêíóòîñòüþ êðèâîé g0.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîìåðíûå ÒÑÏ îñîáåííî óäà÷íî ïîìîãàþò ðåøèòü â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîáëåìó
ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà è ôîêóñà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âîâñå íå îáÿçàòåëüíî èìåòü ÒÑÏ ñ öåíòðîì â
äàííîé îñîáîé òî÷êå. Ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ ìîæåò èìåòü ëèáî ïðèòÿãèâàþùóþ, ëèáî îòòàëêèâàþ-
ùóþ îñîáóþ òî÷êó.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
v1, v2 � äâà ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïî ïîëþ v1 ñòðîèòñÿ (íåîäíîçíà÷íî)
íîðìàëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå n. Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïîëå n ñòðîèòñÿ èç òåõ ñîîá-
ðàæåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü â äàëüíåéøåì çíàêîîïðåäåëåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

χ = (n, v2).

Ëåììà 2.2 ñ íåêîòîðûìè óòî÷íåíèÿìè ñïðàâåäëèâà è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.
4.2. ×åòíîìåðíûé ñëó÷àé. Â ÷åòíîìåðíîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò íàè-
áîëåå åñòåñòâåííûé âèä.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñëàáî ïåðåâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ, ò.å. êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó ñ

ìàëûìè (íåêîíñåðâàòèâíûìè) äîáàâêàìè, çàäàâàåìóþ ïîëåì {X1, X
1, . . . , Xn, Xn} â êîîðäèíàòàõ

x = {x1, x
1, . . . , xn, xn} ñëåäóþùåãî âèäà:

Xi = −xi + eFi(x), Xi = Gi(x) + eF i(x), dG(0) > 0.

Òîãäà åñòåñòâåííî âûáðàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ â âèäå

χ =
n∑

i=1

(XiY
i −XiYi),
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ãäå âåêòîðíîå ïîëå Y ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Y = {Y1, Y
1, . . . , Yn, Y n},

ãäå Yi = −xi, Y i = Gi(x).
È â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ïîäîáíî äâóìåðíûì

ÒÑÏ è ñèñòåìàì ñðàâíåíèÿ.
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