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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà òâåðäîå òåëî ñ
ó÷àñòêîì åãî âíåøíåé ïîâåðõíîñòè â âèäå êîíóñà. Ïðèâîäèòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äèíàìè÷åñêîé è êèíåìàòè÷åñêîé ÷àñòåé. Äèíàìè÷åñêàÿ
÷àñòü îáðàçóåò íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åíî íîâîå ñåìåéñòâî
ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ôàçîâîì öèëèíäðå êâàçèñêîðîñòåé.

Îðäèíàòà òî÷êè N ïðèëîæåíèÿ ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ êàê yN =
R(α), α � óãîë àòàêè. Ñèëû ëîáîâîãî è áîêîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ áóäåì ïðåäñòàâëÿòü
â âèäå Sx = −s(α)v2ex, Sy = −b(α)v2ey, |vD| = v.

Äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïåðåïèøåòñÿ â âèäå (m � ìàññà òåëà, I
� öåíòðàëüíûé ìîìåíò åãî èíåðöèè, σ = CD):

v̇ cosα− α̇v sinα + Ωv sinα + σΩ2 = −s(α)
m

v2, (1)

v̇ sinα + α̇v cosα− Ωv cosα + σΩ̇ = −b(α)
m

v2, (2)

IΩ̇ = −F (α)s(α)v2 + σb(α)v2 − hΩv, (3)

ïðè ýòîì F (α) = R(α)s(α), à êîýôôèöèåíò h > 0 õàðàêòåðèçóåò äîïîëíèòåëüíûé
ìîìåíò, çàâèñÿùèé îò óãëîâîé ñêîðîñòè [1, 2].

Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà è îáîáùåííûå ñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâóþ-
ùèå íà òåëî, íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ òåëà íà ïëîñêîñòè, ïîçèöèîííûå êîîðäèíàòû
â ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (1)�(3) â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè [1, 2] â îñíîâíîì áóäåì ðàññìîòðèâàòü ñëåäóþùåå ïðåä-
ñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèé R(α), s(α), b(α), îïðåäåëÿþùèõ âîçäåéñòâèå ñðåäû:

R(α) = A sinα, A > 0, (4)

s(α) = B cosα, b(α) = b1 sinα, B, b1 > 0, (5)

è èìåíîâàòü ôóíêöèè R, s, b ôóíêöèÿìè ×àïëûãèíà.
Óðàâíåíèÿ (1), (2) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

v̇ + σΩ2 cosα + σΩ̇ sinα = −s(α)
m

v2 cosα− b(α)
m

v2 sinα, (6)

α̇v − Ωv + σΩ̇ cos α− σΩ2 sinα = −b(α)
m

v2 cosα +
s(α)
m

v2 sinα. (7)



Ââîäÿ äàëåå íîâîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ôîðìóëå < · >= d/dt = vd/dq = v <′>,
ãäå q � ïóòü, ïðîéäåííûé òî÷êîé D, èìååì: Ω = ωv, Ω̇ = v(ω′v + ωv′). Òîãäà äèíàìè-
÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â íàøåì ñëó÷àå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

v′ = vΨ1(α, ω), (8)

α′ = ω +
σ

I
ψ(α, ω) cos α + σω2 sinα +

s(α)
m

sinα− b(α)
m

cosα, (9)

ω′ = −1
I
ψ(α, ω)− ωΨ1(α, ω), (10)

ãäå
ψ(α, ω) = F (α)− σb(α) + hω,

Ψ1(α, ω) =
σ

I
ψ(α, ω) sinα− σω2 cosα− s(α)

m
cosα− b(α)

m
sinα.

Ââîäÿ äàëåå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è äèôôåðåíöèðîâàíèå â âèäå

q = Qσ, ω̄ = ωσ, β1 =
σ2AB

I
, β2 =

σ3b1

I
, β3 =

σh

I
, β4 =

Bσ

m
, β5 =

b1σ

m
,

îïóñêàÿ ïðè ýòîì ÷åðòó â äàëüíåéøåì íàä áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé ω̄, à òàêæå ïî-
ïðåæíåìó îáîçíà÷àÿ øòðèõîì ïðîèçâîäíóþ ïî áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíå Q, èìååì ñè-
ñòåìó (9), (10) â ñëó÷àÿõ (4), (5) â ñëåäóþùåì âèäå:

α′ = ω + β1 sinα cos2 α− β2 sinα cosα + β3ω cosα+

+ω2 sinα + β4 sinα cosα− β5 sinα cosα, (11)
ω′ = −β1 sinα cosα + β2 sinα− β3ω + ω3 cosα− β1ω sin2 α cosα+

+β2ω sinα− β3ω
2 sinα + β4ω cos2 α + β5ω sin2 α. (12)

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû βk, k = 1, . . . , 5, åñòåñòâåííî ÿâëÿþòñÿ: β1 � ïàðàìåòðîì
ìîìåíòà ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ; β2 � ïàðàìåòðîì ìîìåíòà áîêîâîé ñèëû; β3

� ïàðàìåòðîì äîïîëíèòåëüíîãî äåìïôèðóþùåãî ìîìåíòà; β4 � ïàðàìåòðîì ñèëû
ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ; β5 � ïàðàìåòðîì ìîìåíòà áîêîâîé ñèëû.

Èìååì, òàêèì îáðàçîì, ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì (11), (12) íà äâó-
ìåðíîì ôàçîâîì öèëèíäðå {(α, ω) ∈ R2 : α mod 2π}.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàëè÷èÿ äâóõ ïàð ñèë, à èìåííî, ïðèäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

β1 = β2 = β3 = 0. (13)
Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò äâå ïàðû ñèë: ïàðà ñèëû ñèëû ëîáîâîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ è ïàðà áîêîâîé ñèëû. Òîãäà ñèñòåìà (11), (12) ïðè óñëîâèÿõ (13) îá-
ëàäàåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ. Ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî
îòëè÷àåòñÿ îò ðàíåå ïîëó÷åííûõ [1�3].
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