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 Как известно, задача о движении твердого тела в безграничном объ-

еме среды из-за своей сложности требует введения целого ряда упрощаю-

щих предположений, при этом основным является введение таких гипотез, 

которые позволили бы изучать движение твердого тела отдельно от движе-

ния среды, в которую данное тело помещено. Подобные действия были 

предприняты в классической задаче Кирхгофа [1], но и она не исчерпывает 

возможностей моделирования подобного типа.  

Данная работа представляет собой исследование задачи плоскопа-

раллельного движения симметричного твердого тела, взаимодействующего 

со средой лишь через плоский участок (кавитатор) его внешней поверхно-

сти. При построении силового поля используется информация о свойствах 

струйного обтекания в условиях квазистационарности, при этом движение 

среды не изучается [2,3].  

 В отличие от предыдущих работ (см. также [4]), в которых зависимо-

стью момента силы воздействия среды от угловой скорости тела пренебре-

галось, в данной работе, в соответствие с экспериментом [5], учитываются 

эффекты от влияния вращательных производных момента гидроаэродина-

мических сил по компонентам угловой скорости тела [6,7].  

 С практической точки зрения важен вопрос исследования устойчиво-

сти прямолинейного поступательного движения, при котором скорости то-

чек тела перпендикулярны кавитатору (угол атаки при этом тождественно 

равен нулю).  

 Необходимость же полного нелинейного исследования подтверждает-

ся важностью нахождения таких условий, при которых существуют коле-

бания ограниченной амплитуды возле прямолинейного поступательного 

движения, которое является неустойчивым по отношению к углу атаки и 

угловой скорости [5].  

 1. Динамическая часть уравнений движения  

 Рассмотрим плоскопараллельное движение симметричного однород-

ного твердого тела массы m с передним плоским торцом (пластиной) в со-
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противляющейся среде (см. также [2-5]). В случае отсутствия касательных 

сил воздействие среды на тело сводится к силе S (приложенной в некото-

рой точке N), ортогональной пластине.  

В динамической модели органично вводятся следующие три фазовые 

координаты: vv


  – величина скорости центра D пластины относительно 

среды,   – угол атаки,   – алгебраическое значение проекции угловой ско-

рости тела на ось, перпендикулярную движению.  

Величина силы S квадратично зависит от v  ( 2

1vsS  ) с коэффициен-

том 1s  (ньютоновское сопротивление). Воздействие среды на тело определя-

ется двумя знакопеременными функциями фазовых переменных: DNyN   

и cossgn1ss  . В принципе будем считать величину s  функцией  , а вели-

чину Ny  функцией пары безразмерных переменных ),(  , v/ .  

Фазовое состояние системы определяется с помощью шести функций, 

три из которых — ,,v  — рассматриваются в качестве квазискоростей 

системы, при этом три других (кинематические переменные) являются 

циклическими, что приводит к понижению порядка общей системы урав-

нений движения.  

 В нее также входят функции ),( Ny  и )(s , определяющие воздей-

ствие среды на тело. Как уже отмечалось, функция Ny , кроме как от угла 

атаки, зависит еще и от приведенной угловой скорости  . Если, в частно-

сти, последней зависимостью пренебречь (как было в ряде предыдущих ра-

бот), то величина Ny  является функцией лишь угла атаки: )(yyN  , а ее за-

висимость от единственного аргумента определяется с помощью экспери-

ментальной информации о свойствах струйного обтекания. Тогда в даль-

нейшем применяется метод «погружения» задачи в более общий класс за-

дач [3].  

 Основной целью данной работы является учет влияния вращательных 

производных момента силы воздействия среды по угловой скорости тела, 

требующий введения в функции воздействия среды дополнительного аргу-

мента, что само по себе является нетривиальной задачей моделирования. В 

данной работе ограничимся введением угловой скорости в качестве аргу-
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мента лишь в функцию Ny , а подобным ее введением в приведенный ко-

эффициент сопротивления s пренебрежем.  

 В дальнейшем величину Ny  будем рассматривать в следующем виде:  
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при этом H > 0, в силу результатов эксперимента [5].  

 Тогда уравнение об изменении кинетического момента запишется 

как  

 vHsvFI  )()( 2  , )()()(  syF  ,  

при этом, поменяв дифференцирование, динамическая часть уравнений 

движения приводится к следующему виду:  
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уравнения (2) системы (1), (2) образуют независимую подсистему второго 

порядка на фазовом цилиндре }{}2mod{ 11  RS  .  

2. «Погружение» задачи в более широкий класс задач  

Система (1), (2) содержит функции )(F , )(s , явный вид которых, 

даже для пластин простой формы, аналитически описать довольно затруд-

нительно. По этой причине используется прием «погружения» данной зада-

чи в более широкий класс задач, учитывающий лишь качественные свой-

ства функций )(F , )(s .  

 Опорным для нас является результат С. А. Чаплыгина, который для 

плоскопараллельного струйного обтекания пластины бесконечной длины 

получил функции )(y , )(s  в аналитическом виде [8]:  

}{sin)()( 0 yAyy   , 0A ,       (3) 

}{cos)()( 0 sBss   , 0B .       (4) 
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Этот результат помогает построить функциональные классы }{y , }{s , 

а затем и }{F . Сочетая (3), (4) с экспериментальной информацией о свой-

ствах струйного обтекания, опишем необходимые классы, состоящие из 

функций достаточно гладких, 2 –периодических ( )(y  – нечетная, а )(s  – 

четная), удовлетворяющих следующим условиям: 0)( y  при ),0(  , при-

чем 0)(',0)0('  yy  (класс функций }{y ); 0)( s  при  2/,0  , 0)( s  

при   ,2/ , причем   02/',0)0(  ss  (класс функций }{s ). Как y , так 

и s  меняют знак при замене   на   . Таким образом,  

y , s .  

Из вышеперечисленных условий следует, что F  – достаточно гладкая 

нечетная  –периодическая функция, удовлетворяющая условиям: 0)( F  

при     02/',0)0(',2/,0   FF  (класс функций   F ). Таким образом,  

.F   

В частности, аналитическая функция [8]  

  cossin)(0 ABFF         (5) 

является типичным представителем класса функций  .  

В связи с отмеченной в [5] неустойчивостью прямолинейного посту-

пательного торможения можно поставить следующий вопрос: существуют 

ли угловые колебания оси симметрии тела конечной (ограниченной) ампли-

туды?  

Сформулируем этот вопрос в более общем виде: существует ли пара 

функций y  и s  воздействия среды такая, чтобы для некоторого решения 

динамической части уравнений движения выполнялось бы ограничение 

2/)(0 *   t , начиная с некоторого момента времени 1tt  ?  

При простейшем предположении на функции Ny  и s  воздействия 

среды на тело ранее показано [3,4], что при квазистационарном описании 

взаимодействия среды с симметричным телом (когда величины Ny  и s  за-

висят лишь от угла атаки (H = 0)) для любой допустимой пары функций 

)(y  и )(s  воздействия среды во всем диапазоне ( 2/0   ) конечных уг-

лов атаки в системе отсутствуют какие-либо колебательные решения ко-

нечной (ограниченной) амплитуды.  
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Таким образом, для возможного положительного ответа на вопрос, 

поставленный выше, необходимо «привлекать» зависимость момента силы 

воздействия среды от приведенной угловой скорости. Как будет показано 

далее, при некоторых предположениях ответа на данный вопрос в принци-

пе можно ожидать положительного.  

Конечно, с практической точки зрения важен анализ динамических 

уравнений лишь в окрестности прямолинейного поступательного торможе-

ния, поскольку при некоторых углах атаки происходит замыв боковой по-

верхности, и настоящая модель воздействия среды на тело перестает быть 

достоверной. Но, во-первых, для тел с боковой поверхностью различной 

формы величины критических углов атаки, вообще говоря, различны и не-

известны. Поэтому приходится исследовать весь диапазон углов. Во-

вторых, исходная система (1), (2) является механической системой маятни-

кового типа, обладающей интересными нелинейными свойствами, что по-

буждает проводить полный нелинейный анализ. Тем самым, вторая часть 

данной работы представляет самостоятельный методический интерес.  

Итак, для исследования плоскопараллельного обтекания пластины 

средой используются классы динамических систем, определенные с помо-

щью пары функций воздействия среды, что значительно усложняет прове-

дение качественного анализа.  

3. Многопараметрическое семейство фазовых портретов систе-

мы на двумерном цилиндре  

 Динамическая система (2) имеет на двумерном фазовом цилиндре 

следующие положения равновесия.  

 (0,0) и (π,0).          (6) 

 (π/2,0) и (3π/2,0).         (7) 

 (π/2,1/σ) и (–π/2,–1/σ).        (8) 

 Необходимо заметить, что положения равновесия (7) при любых допу-

стимых параметрах задачи являются седлами, а положения равновесия (8) 

— притягивающими.  

 Для системы вида (1), (2) удобно ввести следующие три безразмерных 

параметра:  

 
0

1 2
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0 , B = s(0), AB = F’(0).   (9) 



 6 

 Введем обозначения для полос на фазовом цилиндре:  
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 Теорема 1. В бесконечномерном пространстве параметров системы 

(2) имеется область J положительной меры, которая соответствует следую-

щему поведению траекторий данной системы:  

 1) других положений равновесия, кроме как (6)-(8), система (2) не име-

ет;  

 2) в полосе П’ система (2) не имеет замкнутых фазовых характери-

стик;  

 3) в полосе П около положения равновесия (0,0) при изменении пара-

метров (9) может происходить бифуркация рождения единственного 

устойчивого предельного цикла из слабого фокуса.  

 Рассмотрим также следующую подобласть области J:  

 }20:),,{( 23

3

3211   RJ .  

 В данной работе рассматривается лишь следующая бесконечномер-

ная область параметров системы (2):  

 J ∩ J1.           (10) 

 Замечание. Области параметров (10) соответствует следующее пове-

дение фазовых траекторий возле положений равновесия (6):  

 1) положение равновесия (π,0) является отталкивающим;  

 2) положение равновесия (0,0) является отталкивающим, если 

231   , и притягивающим, если 231   , при этом если 231   , то 

оно является слабым притягивающим фокусом.  

 Замкнутые кривые, состоящие из фазовых траекторий системы (2), 

для области параметров (10) могут существовать лишь в полосе   [3,9].  

 Основным вопросом классификации портретов является вопрос о 

поведении устойчивых и неустойчивых сепаратрис имеющихся гиперболи-

ческих седел.  

 Рассмотрим ключевые вопросы – о глобальном поведении следующих 

сепаратрис:  

 а) выходящей из точки 







0,

2


 в полосу ' ;  
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 б) входящей в точку 







 0,

2


 из полосы  ;  

 в) выходящей из точки 







0,

2


 в полосу  .  

 Под независимостью поведения данных сепаратрис будем понимать 

ситуацию, при которой они имеют предельные множества, независимо вы-

бираемые из области определения всех логически возможных их предель-

ных множеств, принимая во внимание характер расположения всех изо-

клин системы и имеющихся положений равновесия.  

 Теорема 2. Глобальное поведение любых двух сепаратрис из а)–в) 

независимо, т. е. поведение третьей сепаратрисы определяется через по-

ведение двух других.  

 Выберем в качестве пары ключевых сепаратрис, поведение которых 

независимо, сепаратрисы а) и б).  

 Определение 1. Индексом 1k  сепаратрисы а) назовем рациональное 

число, выбираемое из множества  
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 Скажем, что rk 1 , если сепаратриса а) имеет в качестве  –

предельного множества точку 











1
,2 r , если mr 

4

1
, и точку   ,02 r , 

если mr 
2

1
.  

 Определение 2. Индексом 2k  сепаратрисы б) назовем натуральное 

число j , выбираемое из множества  

 }5,4,3,2,1:{  jNj .  

 Скажем, что jk 2 , если сепаратриса б) имеет в качестве  –

предельного множества точку )0,0(  или устойчивый предельный цикл 

( 1j ); точку 







0,

2


 ( 2j ); точку )0,(  ( 3j ); точку ),0(   ( 4j ); точку 

)0,(   ( 5j ).  

 Таким образом, видно, что глобальное поведение сепаратрисы в) дей-

ствительно зависит от индексов 1k  и 2k , т. е. от поведения сепаратрис а) и 

б) в каждом конкретном случае.  
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 Замечание. Если фиксировать индекс 1k , то индекс 2k  может в неко-

торых случаях выбираться из более узкого множества, описанного в опре-

делении 2.  

 Теорема 3. Для любого k  из (возможно усеченной) области определе-

ния допустимо соответствующее глобальное поведение сепаратрис а) и б).  

 Таким образом, определения 1 и 2 корректны, и строится бесконеч-

ное семейство фазовых портретов, содержащее портреты с предельными 

циклами, при этом все портреты имеют различные качественные свойства.  

 Теорема 3 позволяет сделать следующий вывод: любое достаточно ма-

лое возмущение, дающее искомую систему в рассматриваемой области па-

раметров, описывающей физический маятник на плоскости, бесконечно 

много раз перестраивает глобальный тип гамильтонового фазового портре-

та физического маятника.  

 Некоторые из портретов (индекс k  принимает значения (1/4,2)*, 

(1/4,4)*, (1/4,5), (1/2,3)*) показаны, соответственно, на фиг. 1-4. Здесь звез-

дочкой помечены фазовые портреты, имеющие в полосе   предельные 

циклы.  

 Для системы частного вида (2) при выполнении условий (3), (4) (или 

(5)) имеем, таким образом, некоторое трехпараметрическое семейство 

фазовых портретов.  

 Двухпараметрическое семейство, построенное в [4], не содержит пре-

дельных циклов, в отличие от только что построенного семейства. Но эти 

два семейства объединяет тот факт, что каждым значениям безразмерных 

параметров задачи соответствует пара независимых индексов (в данном 

случае 1k , 2k ), «кодирующих» топологический тип фазового портрета.  

 Заметим, что многие утверждения данного параграфа справедливы и 

в более широких областях параметров.  

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 

фундаментальных исследований (гранты 05-08-01378-а и 05-01-00401-а).  
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Трехпараметрическое семейство фазовых портретов в динамике твердого 

тела, взаимодействующего со средой  

М. В. Шамолин  

АВТОРЕФЕРАТ  

 Работа представляет собой исследование задачи плоскопараллельного 

движения симметричного твердого тела, взаимодействующего со средой 

через плоский участок своей внешней поверхности. При построении сило-

вого поля используется информация о свойствах струйного обтекания при 

учете вращательных производных момента силы воздействия среды по уг-

ловой скорости тела в условиях квазистационарности, при этом движение 

среды не изучается.  

 Применяется разработанная автором ранее методика полного нели-

нейного исследования диссипативных динамических систем определенного 

вида, при этом получено трехпараметрическое семейство фазовых портре-

тов с предельными циклами на фазовом цилиндре, состоящее из топологи-

чески неэквивалентных портретов.  
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