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Òðàíñöåíäåíòíûå ïåðâûå èíòåãðàëû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ñôåðå

M. Â. Øàìîëèí

Àííîòàöèÿ
Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû íàëè÷èÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ íåêîòîðûõ

êëàññîâ ñèñòåì ñ ñèììåòðèÿìè. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ
â íåàâòîíîìíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåìàõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè, êàê â ñìûñëå òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé,
òàê è â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, è âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñóæäåíèÿ è ðåçóëüòàòû
Ðåçóëüòàòû ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé, â

òîì ÷èñëå, è íåêîòîðîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è èç äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà [9, 10, 13, 16],
ãäå áûëè ïîëó÷åíû ïîëíûå ñïèñêè òðàíñöåíäåíòíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõ-
ñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïîçäíåå äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî
ïîçâîëèëî ïðîâåñòè ïîëíûé àíàëèç âñåõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è óêàçàòü íà òå èõ ñâîé-
ñòâà, êîòîðûå îáëàäàëè ãðóáîñòüþ è ñîõðàíÿëèñü äëÿ ñèñòåì áîëåå îáùåãî âèäà. Ïîëíàÿ
èíòåãðèðóåìîñòü òàêèõ ñèñòåì áûëà ñâÿçàíà ñ ñèììåòðèÿìè ñêðûòîãî òèïà.

Êàê èçâåñòíî, ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî ðàñïëûâ÷àòîå. Ïðè
åãî ïîñòðîåíèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â êàêîì ñìûñëå îíî ïîíèìàåòñÿ (èìååòñÿ â âèäó
íåêèé êðèòåðèé, ïî êîòîðîìó äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàåìîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óñòðîåíû îñîáåííî �ïðèâëåêàòåëüíî è ïðîñòî�), â êëàññå êàêèõ
ôóíêöèé èùóòñÿ ïåðâûå èíòåãðàëû è ò.ä. (ñì. òàêæå [1, 2, 6, 7, 8]).

Â äàííîé ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ òàêîé ïîäõîä, êîòîðûé ó÷èòûâàåò â êà÷åñòâå êëàññà
ôóíêöèé êàê ïåðâûõ èíòåãðàëîâ òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì ýëåìåíòàðíûå. Çäåñü
òðàíñöåíäåíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ íå òîëüêî â ñìûñëå òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (íàïðè-
ìåð, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ), à â ñìûñëå íàëè÷èÿ ó íèõ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê (â ñèëó
êëàññèôèêàöèè, ïðèíÿòîé â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, êîãäà ôóíêöèÿ
èìååò ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè). Ïðè ýòîì èõ íåîáõîäèìî ôîðìàëüíî ïðîäîëæèòü â
êîìïëåêñíóþ îáëàñòü (ñì. òàêæå [5, 14, 15]).

Êîíå÷íî, â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîèòü êàêóþ-ëèáî òåîðèþ èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèõ íåêîí-
ñåðâàòèâíûõ ñèñòåì (õîòÿ áû è íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè) äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî. Íî â
ðÿäå ñëó÷àåâ, êîãäà èññëåäóåìûå ñèñòåìû îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûìè ñèììåòðèÿìè, óäà-
åòñÿ íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû ÷åðåç êîíå÷íûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ìíîãèå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ðåãóëÿðíî äîêëàäûâàëèñü, â òîì ÷èñëå è íà ñåìè-
íàðå �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè� èì. ïðîôåññîðà Â. Â. Òðîôèìîâà ïîä
ðóêîâîäñòâîì Ä. Â. Ãåîðãèåâñêîãî è Ì. Â. Øàìîëèíà.
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2 Ñèñòåìû ñ ñèììåòðèÿìè è ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ
íóëåâûì ñðåäíèì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñëåäóþùåãî âèäà (òî÷êîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè):

α̇ = fα(ω, sin α, cos α),

ω̇k = fk(ω, sin α, cos α), k = 1, . . . , n,
(1)

çàäàííûå íà ìíîæåñòâå
S1{α mod 2π}\K ×Rn{ω}, (2)

ω = (ω1, . . . , ωn), ãäå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè fλ(u1, u2, u3), λ = α, 1, . . . , n, òðåõ ïåðå-
ìåííûõ u1, u2, u3 òàêîâû:

fλ(−u1,−u2, u3) = −fλ(u1, u2, u3),

fα(u1, u2,−u3) = fα(u1, u2, u3),

fk(u1, u2,−u3) = −fk(u1, u2, u3),

(3)

ïðè ýòîì ôóíêöèè fk(u1, u2, u3) îïðåäåëåíû ïðè u3 = 0 äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n.
Ìíîæåñòâî K èëè ïóñòî, èëè ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê îêðóæíîñòè S1{α

mod 2π}.
Ïîñëåäíèå äâå ïåðåìåííûå u2, u3 â ôóíêöèÿõ fλ(u1, u2, u3) çàâèñÿò îò îäíîãî ïàðàìåò-

ðà α, íî îíè âûäåëåíû â ðàçíûå ãðóïïû ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, íå âî âñåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îíè îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, à, âî-âòîðûõ,
ïåðâàÿ èç íèõ íå÷åòíàÿ, à âòîðàÿ � ÷åòíàÿ ôóíêöèè α, ÷òî ïî-ðàçíîìó âëèÿåò íà ñèììåò-
ðèè ñèñòåìû (1).

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå (1) ñëåäóþùóþ óæå íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó

dωk

dα
=

fk(ω, sin α, cos α)

fα(ω, sin α, cos α)
, k = 1, . . . , n, (4)

ïîäñòàíîâêîé τ = sin α ïðèâîäèìóþ ê âèäó

dωk

dτ
=

fk(ω, τ, ϕk(τ))

fα(ω, τ, ϕα(τ))
, k = 1, . . . , n, (5)

ϕλ(−τ) = ϕλ(τ), λ = α, 1, . . . , n.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ìîæåò èìåòü, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêóþ ïðàâóþ ÷àñòü (ò.å. áûòü
îòíîøåíèåì äâóõ ïîëèíîìîâ), ÷òî èíîãäà ïîìîãàåò èñêàòü åå ïåðâûå èíòåãðàëû â ÿâíîì
âèäå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó (n + 1)-ãî ïîðÿäêà íîð-
ìàëüíîãî âèäà, çàäàííóþ íà öèëèíäðå Rn{x} × S1{α mod 2π}, ãäå α � ïåðèîäè÷åñêàÿ
êîîðäèíàòà ïåðèîäà T > 0. Äèâåðãåíöèþ ïðàâîé ÷àñòè V(x, α) (êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ) äàííîé
ñèñòåìû îáîçíà÷èì ÷åðåç divV(x, α). Íàçîâåì òàêóþ ñèñòåìó ñèñòåìîé ñ ïåðåìåííîé
äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì (íåíóëåâûì) ñðåäíèì, åñëè ôóíêöèÿ

∫ T

0

divV(x, α)dα (6)
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ðàâíà (íå ðàâíà) òîæäåñòâåííî íóëþ. Ïðè ýòîì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, êî-
ãäà â îòäåëüíûõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè S1{α mod 2π} âîçíèêàþò îñîáåííîñòè) äàííûé
èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ
íóëåâûì (íåíóëåâûì) ñðåäíèì äîñòàòî÷íî íåïðîñòî. Ïðèâåäåííîå òîëüêî ÷òî îïðåäåëåíèå
èñïîëüçóåò ïîíÿòèå äèâåðãåíöèè (êàê èçâåñòíî, äèâåðãåíöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû íîð-
ìàëüíîãî âèäà õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äàííîé
ñèñòåìû).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîãðóæàåò ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ñèñòåì (1) â êëàññ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Îáðàòíîå âëîæåíèå,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ñèñòåìû âèäà (1) ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ïåðåìåííîé äèñ-
ñèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

Äàííàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèøü íåêîòîðûõ èç âûøåïåðå÷èñëåí-
íûõ ñèììåòðèé (3) ñèñòåìû (1), à òàêæå èñïîëüçóåò ïåðèîäè÷íîñòü ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû
ïî α.

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì óêàçàííóþ äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1). Îíà
ðàâíà

∂fα(ω, sin α, cos α)

∂u2

cos α− ∂fα(ω, sin α, cos α)

∂u3

sin α +
n∑

k=1

∂fk(ω, sin α, cos α)

∂u1

. (7)

Ñëåäóþùèé èíòåãðàë îò ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ (7) ðàâåí íóëþ:
∫ 2π

0

{
∂fα(ω, sin α, cos α)

∂u2

d sin α +
∂fα(ω, sin α, cos α)

∂u3

d cos α

}
=

=

∫ 2π

0

∂fα(ω, sin α, cos α)

∂α
dα = hα(ω) ≡ 0, (8)

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fα(ω, sin α, cos α) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî α.
Äàëåå, â ñèëó òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (3) äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n âûïîëíåíî ñâîéñòâî

∂fk(ω, sin α, cos α)

∂u1

= cos α · ∂gk(ω, sin α)

∂u1

, (9)

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ gk(u1, u2) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ äëÿ ëþáîãî íîìåðà k = 1, . . . , n.
Òîãäà èíòåãðàë ïî ïåðèîäó 2π îò ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9) äàåò

∫ 2π

0

∂gk(ω, sin α)

∂u1

d sin α = hk(ω) ≡ 0 (10)

äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n. Èç ðàâåíñòâ (8), (10) è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1.
Â äàííîé ðàáîòå â îñíîâíîì áóäåò çàòðîíóò ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè fλ(ω, τ, ϕk(τ)) (λ =

α, 1, . . . , n) � ïîëèíîìû ïî ω, τ .
Ïðèìåð 1. Â ðàáîòàõ [9, 13, 19, 20, 23] ðàññìîòðåíû ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû íà äâóìåð-

íîì öèëèíäðå S1{α mod 2π} ×R1{ω} ñ ïàðàìåòðîì b > 0:

α̇ = −ω + b sin α, ω̇ = sin α cos α, (11)
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è
α̇ = −ω + b sin α cos2 α + bω2 sin α,

ω̇ = sin α cos α− bω sin2 α cos α + bω3 cos α,
(12)

êîòîðûì â ïåðåìåííûõ (ω, τ) ìîæíî ñîïîñòàâëÿòü óðàâíåíèÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ïðàâûìè
÷àñòÿìè

dω

dτ
=

τ

−ω + bτ
, (13)

è
dω

dτ
=

τ + bω[ω2 − τ 2]

−ω + bτ + bτ [ω2 − τ 2]
(14)

âèäà (5), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì äàííûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè
ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ÷òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü íàïðÿìóþ.

Äåéñòâèòåëüíî, äèâåðãåíöèè èõ ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî b cos α è
b cos α[4ω2 + cos2 α− 3 sin2 α], ïðè ýòîì îíè ïîïàäàþò â êëàññ ñèñòåì (1).

Áîëåå òîãî, êàæäàÿ èç íèõ îáëàäàåò ïåðâûì èíòåãðàëîì, ÿâëÿþùèìñÿ òðàíñöåíäåíò-
íîé (â ñìûñëå òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî) ôóíêöèåé, âûðàæàþùåéñÿ ÷å-
ðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 2. Ñëåäóþùåé ñèñòåìå ñ ïàðàìåòðîì b, ðàññìàòðèâàåìîé óæå â òðåõìåðíîé
îáëàñòè

{0 < α < π} ×R2{z1, z2} (15)
(òàêàÿ ñèñòåìà îòäåëÿåòñÿ îò ñèñòåìû íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T∗S2{z2, z1; α, β} äâó-
ìåðíîé ñôåðû S2{α, β}):

α̇ = −z2 + b sin α,

ż2 = sin α cos α− z2
1

cos α

sin α
,

ż1 = z1z2
cos α

sin α
,

(16)

(ñì. òàêæå [24, 27, 32, 33, 34]) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó ñ àëãåáðà-
è÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ (τ = sin α):

dz2

dτ
=

τ − z2
1/τ

−z2 + bτ
,

dz1

dτ
=

z1z2/τ

−z2 + bτ
. (17)

Ñëåäóþùåé ñèñòåìå ñ ïàðàìåòðàìè b,H1, ðàññìàòðèâàåìîé â òðåõìåðíîé îáëàñòè (15)
(òàêàÿ ñèñòåìà òàêæå îòäåëÿåòñÿ îò ñèñòåìû íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T∗S2{z2, z1; α, β}
äâóìåðíîé ñôåðû S2{α, β}):

α̇ = −(1 + bH1)z2 + b sin α,

ż2 = sin α cos α− (1 + bH1)z
2
1

cos α

sin α
−H1z2 cos α,

ż1 = (1 + bH1)z1z2
cos α

sin α
−H1z1 cos α,

(18)

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó ñ àëãåáðàè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ (τ =
sin α):

dz2

dτ
=

τ − (1 + bH1)z
2
1/τ −H1z2

−(1 + bH1)z2 + bτ
,

dz1

dτ
=

(1 + bH1)z1z2/τ −H1z1

−(1 + bH1)z2 + bτ
. (19)
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È â äàííûõ ñëó÷àÿõ âèäíî, ÷òî ñèñòåìà (16) (èëè (18)) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ ïåðåìåí-
íîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì; ÷òîáû áûëî ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ñ îïðåäåëåíèåì
äîñòàòî÷íî ââåñòè íîâóþ ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ z∗1 = ln |z1|.

Åñëè ïîäñ÷èòàòü äèâåðãåíöèþ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (16) â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
α, z∗1 , z2, òî ïîëó÷èì, ÷òî îíà ðàâíà b cos α. Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ (15), â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ èìååì:

lim
ε→0

∫ π−ε

ε

b cos α + lim
ε→0

∫ 2π−ε

π+ε

b cos α = 0.

Áîëåå òîãî, îíà îáëàäàåò äâóìÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè (ò.å. ïîëíûì ñïèñêîì), ÿâëÿþ-
ùèìèñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè è âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ÷òî è ñòàëî âîçìîæíûì ïîñëå ñîïîñòàâëåíèÿ åé (âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íåàâòîíîìíîé) ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ àëãåáðàè÷åñêîé (ïîëèíîìèàëüíîé) ïðàâîé ÷àñòüþ
(17).

Ïðèâåäåííûå âûøå ñèñòåìû (11), (12), (16), (18), ìàëî òîãî, ÷òî ïîïàäàþò â êëàññ ñè-
ñòåì (1) è îáëàäàþò ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì, îíè åùå è èìåþò ïîëíûé
ñïèñîê òðàíñöåíäåíòíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé [28, 29, 30, 31, 35].

Èòàê, äëÿ ïîèñêà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ëó÷øå ïðèâåñòè ñèñòå-
ìû âèäà (1) ê ñèñòåìàì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè (5), îò âèäà êîòîðûõ çàâè-
ñèò âîçìîæíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó
ïîéäåì ñëåäóþùèì ïóòåì: áóäåì èñêàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè â ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèÿõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, èññëåäóÿ ïðè
ýòîì ñèñòåìû íàèáîëåå îáùåãî âèäà.

3 Ñèñòåìû íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê äâóìåðíîé
ñôåðå

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó:

θ̈ + bθ̇ cos θ + sin θ cos θ − ψ̇2 sin θ

cos θ
= 0,

ψ̈ + bψ̇ cos θ + θ̇ψ̇

[
1 + cos2 θ

sin θ cos θ

]
= 0

(20)

íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T∗S2 äâóìåðíîé ñôåðû S2{θ, ψ}. Äàííàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåò
ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê, ïîìåùåííûé â ïîòîê íàáåãàþùåé ñðåäû (ñì. òàêæå [11, 12, 22, 36]).
Ïðè ýòîì â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò êîíñåðâàòèâíûé ìîìåíò sin θ cos θ, à òàêæå ìîìåíò ñèëû,
ëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñÿùèé îò ñêîðîñòè ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì: b

(
θ̇

ψ̇

)
cos θ.

Îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè, à
èìåííî:

Γθ
ψψ = − sin θ

cos θ
, Γψ

θψ =
1 + cos2 θ

sin θ cos θ
.

Ñèñòåìà (20) ôàêòè÷åñêè èìååò ïîðÿäîê 3, ïîñêîëüêó ïåðåìåííàÿ ψ ÿâëÿåòñÿ öèêëè-
÷åñêîé, ïðè ýòîì â ñèñòåìó âõîäèò ëèøü ïðîèçâîäíàÿ ψ̇.
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Ïðåäëîæåíèå 3.1. Óðàâíåíèå
ψ̇ = 0 (21)

çàäàåò ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ ïëîñêîñòåé äëÿ ñèñòåìû (20).

Áîëåå òîãî, óðàâíåíèå (21) ðåäóöèðóåò ñèñòåìó (20) ê óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìó öè-
ëèíäðè÷åñêèé ìàÿòíèê, íàõîäÿùèéñÿ â ïîòîêå íàáåãàþùåé ñðåäû (ñì. òàêæå [35, 36]).

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ñèñòåìà (20) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

θ̇ = −z2 + b sin θ,

ż2 = sin θ cos θ − z2
1

cos θ

sin θ
,

ż1 = z1z2
cos θ

sin θ
,

ψ̇ = z1
cos θ

sin θ

(22)

íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T∗S2{z2, z1; θ, ψ} äâóìåðíîé ñôåðû S2{θ, ψ}.
Áîëåå òîãî, ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (22) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó òðåòüå-

ãî ïîðÿäêà è ñîâïàäàþò ñ ñèñòåìîé (16) (åñëè ïîëîæèòü α = θ). Îòäåëåíèå ÷åòâåðòîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (22) òàêæå ïðîèçîøëî ïî ïðè÷èíå öèêëè÷íîñòè ïåðåìåííîé ψ.

Î ïîñòðîåíèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (20), èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1, ñì. [36].
Ïðèìåð 3. Èññëåäóåì ñèñòåìó âèäà (16), êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê (17), à òàêæå ñëåäóþùóþ

ñèñòåìó:
α̇ = −z2 + b(z2

1 + z2
2) sin α + b sin α cos2 α,

ż2 = sin α cos α + bz2(z
2
1 + z2

2) cos α−
− bz2 sin2 α cos α− z2

1

cos α

sin α
,

ż1 = bz1(z
2
1 + z2

2) cos α−
− bz1 sin2 α cos α + z1z2

cos α

sin α
,

β̇ = z1
cos α

sin α
,

(23)

òðè ïåðâûõ (îòäåëÿùèõñÿ) óðàâíåíèÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùåé íåàâòîíîìíîé
ñèñòåìå ñ àëãåáðàè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ:

dz2

dτ
=

τ + bz2(z
2
1 + z2

2)− bz2τ
2 − z2

1/τ

−z2 + bτ(z2
1 + z2

2) + bτ(1− τ 2)
,

dz1

dτ
=

bz1(z
2
1 + z2

2)− bz1τ
2 + z1z2/τ

−z2 + bτ(z2
1 + z2

2) + bτ(1− τ 2)
.

(24)

Èòàê, ìû ïî-ïðåæíåìó ðàññìàòðèâàåì ïàðó ñèñòåì: òðè ïåðâûõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(23) è ñîîòâåòñòâóþùóþ èì àëãåáðàè÷åñêóþ íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó (24).

Ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä ê îäíîðîäíûì êîîðäèíàòàì uk, k = 1, 2, ïî ôîðìóëàì

zk = ukτ. (25)
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Ðèñ. 1: Îòíîñèòåëüíî ãðóáûé ôàçîâûé ïîðòðåò â òðåõìåðíîé îáëàñòè

Ñèñòåìà (17) (ñì. âûøå) ïðèâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåé çàìåíû ê âèäó

τ
du2

dτ
+ u2 =

τ − u2
1τ

−u2τ + bτ
, τ

du1

dτ
+ u1 =

u1u2τ

−u2τ + bτ
, (26)

êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ
du2

du1

=
1− bu2 + u2

2 − u2
1

2u1u2 − bu1

. (27)

Äàííîå óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, ïîñêîëüêó èíòåãðèðóåòñÿ
òîæäåñòâî

d

(
1− bu2 + u2

2

u1

)
+ du1 = 0, (28)

è èìååò â êîîðäèíàòàõ (τ, z1, z2) ïåðâûé èíòåãðàë ñëåäóþùåãî âèäà (ñð. ñ [3, 4, 17, 18, 25,
26]):

z2
1 + z2

2 − bz2τ + τ 2

z1τ
= const.

Ñèñòåìà æå (23) ïîñëå åå ïðèâåäåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå

τ
du2

dτ
+ u2 =

τ + bu2τ
3(u2

1 + u2
2)− bu2τ

3 − u2
1τ

−u2τ + bτ 3(u2
1 + u2

2) + bτ(1− τ 2)
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

bu1τ
3(u2

1 + u2
2)− bu1τ

3 + u1u2τ

−u2τ + bτ 3(u2
1 + u2

2) + bτ(1− τ 2)
,

(29)

êîòîðàÿ òàêæå ïðèâîäèòñÿ ê (27) è ìîæåò áûòü àíàëîãè÷íî ïðîèíòåãðèðîâàíà.
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4 Íåàâòîíîìíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà
Çàäàäèì âîïðîñ: êàêîâû âîçìîæíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ñëå-

äóþùåé ñèñòåìû áîëåå îáùåãî âèäà, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ ðàññìîòðåííûå âûøå ñèñòåìû
(17), (19), â òðåõìåðíûõ ôàçîâûõ îáëàñòÿõ:

dz

dx
=

ax + by + cz + c1z
2/x + c2zy/x + c3y

2/x

d1x + ey + fz
,

dy

dx
=

gx + hy + iz + i1z
2/x + i2zy/x + i3y

2/x

d1x + ey + fz
,

(30)

èìåþùåé îñîáåííîñòü òèïà 1/x?
Äðóãèìè ñëîâàìè, èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ êëàññà

íåàâòîíîìíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðàíåå óæå áûë ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëü-
òàòîâ ïî äàííîìó âîïðîñó (ñì. òàêæå [35]).

Ââîäÿ ïîäñòàíîâêè
y = ux, z = vx, (31)

ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà (30) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

x
dv

dx
+ v =

ax + bux + cvx + c1v
2x + c2vux + c3u

2x

d1x + eux + fvx
, (32)

x
du

dx
+ u =

gx + hux + ivx + i1v
2x + i2vux + i3u

2x

d1x + eux + fvx
, (33)

ýêâèâàëåíòíîé

x
dv

dx
=

ax + bux + (c− d1)vx + (c1 − f)v2x + (c2 − e)vux + c3u
2x

d1x + eux + fvx
, (34)

x
du

dx
=

gx + (h− d1)ux + ivx + i1v
2x + (i2 − f)vux + (i3 − e)u2x

d1x + eux + fvx
, (35)

êîòîðîé ñîïîñòàâèì ñëåäóþùåå íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå ñ àëãåáðàè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ:

dv

du
=

a + bu + cv + c1v
2 + c2vu + c3u

2 − v[d1 + eu + fv]

g + hu + iv + i1v2 + i2vu + i3u2 − u[d1 + eu + fv]
. (36)

Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ â ïîë-
íûõ äèôôåðåíöèàëàõ:

[g + hu + iv + i1v
2 + i2vu + i3u

2 − d1u− eu2 − fuv]dv =

= [a + bu + cv + c1v
2 + c2vu + c3u

2 − d1v − euv − fv2]du,
(37)

èëè
[g + (h− d1)u + iv + i1v

2 + (i2 − f)uv + (i3 − e)u2]dv =

= [a + bu + (c− d1)v + (c1 − f)v2 + (c2 − e)uv + c3u
2]du.

(38)

Èìååì, âîîáùå ãîâîðÿ, 15�ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé âèäà (37) (èëè (38)).
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5 Íåêîòîðûå ñëó÷àè íàëè÷èÿ ðàöèîíàëüíîãî ïåðâîãî
èíòåãðàëà

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ èçó÷àåìàÿ íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà âòîðîãî ïîðÿäêà îáëàäà-
åò ïîëíûì íàáîðîì (äâóìÿ) ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíà-
öèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Îáà ïåðâûõ èíòåãðàëà ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåí-
äåíòíûìè ôóíêöèÿìè ñâîèõ ïåðåìåííûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Ïðè ýòîì
îäèí èç ïðåäúÿâëÿåìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé îäíîðîäíîé ôóíêöèåé
� îòíîøåíèåì äâóõ ïîëèíîìîâ îäíîé ñòåïåíè:

Pm(x, y, z)

Qm(x, y, z)
, (39)

ãäå Pm(x, y, z), Qm(x, y, z) � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè m.

5.1 Ñëó÷àé m = 2. I
5.1.1 Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (38)

Áóäåì èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (38) ñ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì (ïîñëåäíèì ìíî-
æèòåëåì ßêîáè) ñëåäóþùåãî âèäà:

%(u) =
1

us
, s = 2. (40)

Òîãäà óðàâíåíèå (38) ïðèìåò âèä
[

g

u2
+

h− d1

u
+

iv

u2
+

i1v
2

u2
+

(i2 − f)v

u
+ (i3 − e)

]
dv =

=

[
a

u2
+

b

u
+

(c− d1)v

u2
+

(c1 − f)v2

u2
+

(c2 − e)v

u
+ c3

]
du.

(41)

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà äîñòàòî÷íî íà-
ëîæèòü 6 íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèé:

g = 0, i = 0, i1 = 0, e = c2, h = c, i2 = 2c1 − f. (42)

Ââåäåì 9 ïàðàìåòðîâ β1, . . . , β9 è ðàññìîòðèì èõ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2,

β6 = c3, β7 = d1, β8 = f, β9 = i3.
(43)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (38) ïðè âûïîëíåíèè ãðóïï óñëîâèé (42), (43) ñâîäèòñÿ ê
âèäó

dv

du
=

β1 + β2u + (β3 − β7)v + (β4 − β8)v
2 + β6u

2

(β3 − β7)u + 2(β4 − β8)vu + (β9 − β5)u2
, (44)
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à ñèñòåìà (34), (35), ñîîòâåòñòâåííî, ê âèäó

x
dv

dx
=

β1 + β2u + (β3 − β7)v + (β4 − β8)v
2 + β6u

2

β7 + β5u + β8v
, (45)

x
du

dx
=

(β3 − β7)u + 2(β4 − β8)vu + (β9 − β5)u
2

β7 + β5u + β8v
, (46)

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (44) èíòåãðèðóåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé.

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ òîæäåñòâî (41), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

d

[
(β3 − β7)v

u

]
+ d

[
(β4 − β8)v

2

u

]
+ d[(β9 − β5)v] + d

[
β1

u

]
−

− d[β2 ln |u|]− d[β6u] = 0,

(47)

êîòîðîå äëÿ íà÷àëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå:

(β3 − β7)v

u
+

(β4 − β8)v
2

u
+ (β9 − β5)v +

β1

u
−

− β2 ln |u| − β6u = C1 = const,
(48)

à çàòåì â êîîðäèíàòàõ (x, y, z) � ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (30) â ñëåäóþùåì âèäå:

(β4 − β8)z
2 − β6y

2 + (β3 − β7)zx + (β9 − β5)zy + β1x
2

yx
−

− β2 ln
∣∣∣y
x

∣∣∣ = C1 = const.
(49)

Òàêèì îáðàçîì, äåëàåòñÿ âûâîä îá èíòåãðèðóåìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ñëåäó-
þùåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùåé îò 9 ïàðà-
ìåòðîâ:

dz

dx
=

β1x + β2y + β3z + β4z
2/x + β5zy/x + β6y

2/x

β7x + β5y + β8z
,

dy

dx
=

β3y + (2β4 − β8)zy/x + β9y
2/x

β7x + β5y + β8z
.

(50)

Ñëåäñòâèå 5.1. Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà

α̇ = β7 sin α + β5z1 + β8z2,

ż2 = β1 sin α cos α + β2z1 cos α + β3z2 cos α+

+ β4z
2
2

cos α

sin α
+ β5z1z2

cos α

sin α
+ β6z

2
1

cos α

sin α
,

ż1 = β3z1 cos α + (2β4 − β8)z1z2
cos α

sin α
+ β9z

2
1

cos α

sin α
,

(51)

çàâèñÿùàÿ îò 9 ïàðàìåòðîâ β1, . . . , β9, ðàññìîòðåííàÿ íà ìíîæåñòâå

{α ∈ R1 : 0 < α < π} ×R2{z1, z2}, (52)
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îáëàäàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì, âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

(β4 − β8)z
2
2 − β6z

2
1 + (β3 − β7)z2 sin α + (β9 − β5)z2z1 + β1 sin2 α

z1 sin α
−

− β2 ln
∣∣∣ z1

sin α

∣∣∣ = C1 = const.
(53)

Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà (51):

• ïðè β1 = 1, β2 = β3 = β4 = β5 = β9 = 0, β6 = β8 = −1, β7 = b èìååò âèä ñèñòåìû (16);

• ïðè β1 = 1, β2 = β4 = β5 = β9 = 0, β3 = −H1, β6 = β8 = −(1 + bH1), β7 = b èìååò âèä
ñèñòåìû (18).

5.1.2 Íàõîæäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (50) èñ-

ïîëüçóåòñÿ íàéäåííûé ïåðâûé èíòåãðàë (49), âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ïðåîáðàçóåì äëÿ íà÷àëà ñîîòíîøåíèå (48) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(β4 − β8)v
2 + [(β9 − β5)u + (β3 − β7)] v + f1(u) = 0, (54)

ãäå
f1(u) = β1 − β6u

2 − β2u ln |u| − C1u.

Ïðè ýòîì ôîðìàëüíî âåëè÷èíó v ìîæíî íàéòè èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

v1,2(u) =
1

2(β4 − β8)

{
(β5 − β9)u + (β7 − β3)±

√
f2(u)

}
, β4 6= β8, (55)

ãäå
f2(u) = A1 + A2u + A3u

2 + A4u ln |u|,
A1 = (β3 − β7)

2 − 4β1(β4 − β8), A2 = 2(β9 − β5)(β3 − β7) + 4C1(β4 − β8),

A3 = (β9 − β5)
2 + 4β6(β4 − β8), A4 = 4β2(β4 − β8),

èëè
v0(u) = − f1(u)

(β9 − β5)u + (β3 − β7)
, β4 = β8, (β9 − β5)u + (β3 − β7) 6= 0. (56)

Òîãäà èñêîìàÿ êâàäðàòóðà ïðè β4 6= β8 äëÿ ïîèñêà äîïîëíèòåëüíîãî, âîîáùå ãîâîðÿ,
òðàíñöåíäåíòíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû (45), (46) (ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå
(46)) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

∫
dx

x
=

∫
[β7 + β5u + β8v1,2,0(u)]du

(β3 − β7)u + (β9 − β5)u2 + 2(β4 − β8)uv1,2,0(u)
=

= ±
∫

[B1 + B2u + B3

√
f2(u)]du

u
√

f2(u)
, (57)

B1 = β7 +
β8(β7 − β3)

2(β4 − β8)
, B2 = β5 +

β8(β5 − β9)

2(β4 − β8)
, B3 = ± β8

2(β4 − β8)
;
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ïðè β4 = β8 èñêîìàÿ êâàäðàòóðà ïðèìåò âèä
∫

dx

x
=

∫ {(β7 + β5u)[(β9 − β5)u + (β3 − β7)]− β8f1(u)}du

(β3 − β7)u + (β9 − β5)u2[(β9 − β5)u + (β3 − β7)]
. (58)

Èñêîìàÿ æå êâàäðàòóðà äëÿ ïîèñêà äîïîëíèòåëüíîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíî-
ãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû (45), (46) (ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå (45)) ïðèìåò
ñëåäóþùèé âèä:

∫
dx

x
=

∫
[β7 + β5u(v) + β8v]dv

β1 + β2u(v) + (β3 − β7)v + (β4 − β8)v2 + β6u2(v)
, (59)

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ u(v) äîëæíà áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ðàçðåøåíèÿ íåÿâíîãî óðàâíå-
íèÿ (48) îòíîñèòåëüíî u (÷òî, â îáùåì ñëó÷àå, íå âñåãäà î÷åâèäíî).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûðàæåíèÿ èíòåãðàëîâ â (57) ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé äàåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 5.1. Ïðè A4 = 0, ò.å. ïðè
β2 = 0 (60)

èëè ïðè
β4 = β8 (61)

íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë â (57) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé.

Ñëåäóþùåå âàæíîå ñëåäñòâèå èç ëåììû 5.1 ñôîðìóëèðóåì â êà÷åñòâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.1. Ñèñòåìà (50) (à òàêæå (51)) ïðè âûïîëíåíèè ñâîéñòâà (60), îáëàäàåò
ïîëíûì íàáîðîì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

5.1.3 Íåêîòîðûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïîñëåäíåãî ìíîæèòåëÿ ßêîáè
Â äàííîì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü (ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü

ßêîáè) âèäà (40). Â ÷àñòíîñòè. îí ïîçâîëèë íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ñèñòåìû (16) (è
(18)). Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè èíòåãðèðóþùèå ìíîæèòåëè (ïîñëåäíèå ìíîæèòå-
ëè ßêîáè) äðóãîãî âèäà, íåçàâèñèìîãî ñ (40), ïîçâîëÿþùèå ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå
(44) (â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (27))?

Íåêîòîðûå îòâåòû íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ äàþò äâå ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 5.2. Óðàâíåíèå (44) íå èìååò èíòåãðèðóþùèõ ìíîæèòåëåé (ïîñëåäíèõ ìíîæè-
òåëåé ßêîáè) âèäà

% = %(u) (62)
êðîìå ñëó÷àÿ (40).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.2. Ïðåäúÿâèì äëÿ íà÷àëà îáùåå óðàâíåíèå, êîòîðîìó äîë-
æåí óäîâëåòâîðÿòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü %(u, v) óðàâíåíèÿ (44):

[β1 + β2u + (β3 − β7)v + (β4 − β8)v
2 + β6u

2]%(u, v)du =

= [(β3 − β7)u + 2(β4 − β8)vu + (β9 − β5)u
2]%(u, v)dv.

(63)
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Åñëè %(u, v) � èñêîìûé èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, òî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñëå-
äóþùåå ðàâåíñòâî:

[(β3 − β7) + 2(β4 − β8)v + 2(β9 − β5)u]%(u, v)+

+ [(β3 − β7)u + 2(β4 − β8)vu + (β9 − β5)u
2]

∂%(u, v)

∂u
=

= −[(β3 − β7) + 2(β4 − β8)v]%(u, v)−
− [β1 + β2u + (β3 − β7)v + (β4 − β8)v

2 + β6u
2]

∂%(u, v)

∂v
.

(64)

Åñëè æå ìû èùåì èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü â âèäå (62), òî ðàâåíñòâî (64) ïåðåïè-
øåòñÿ â âèäå

[(β3 − β7) + 2(β4 − β8)v + (β9 − β5)u]

[
2%(u) + u

d%(u)

du

]
= 0, (65)

è äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî áûòü
âûïîëíåíî óðàâíåíèå

2%(u) + u
d%(u)

du
= 0, (66)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

%(u) =
C

u2
, C = const, (67)

ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àþ (40). Ëåììà 5.2 äîêàçàíà.

Ëåììà 5.3. Óðàâíåíèå (44) íå èìååò èíòåãðèðóþùèõ ìíîæèòåëåé (ïîñëåäíèõ ìíîæè-
òåëåé ßêîáè) âèäà

% = %(u, v) =
1

umvn
, m, n ∈ R, (68)

êðîìå ñëó÷àÿ m = 2, n = 0 (ò.å. êðîìå (40)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.3 äëÿ ïðîñòîòû ïðîâåäåì äëÿ óðàâíåíèÿ (27).
Åñëè %(u, v) � èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (68), òî äîëæíî

áûòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

[2u1−mv1−n − bu1−mv−n]dv =

= [u−mv−n − bu−mv1−n + u−mv2−n − u2−mv−n]du.
(69)

Òîãäà äîëæíî òîæäåñòâåííî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

2(1−m)u−mv1−n − b(1−m)u−mv−n =

= −[(−n)u−mv−n−1 − b(1− n)u−mv−n + (2− n)u−mv1−n + nu2−mv−n−1].
(70)

Îíî âûïîëíÿåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

2(1−m) = n− 2, m− 1 = 1− n, n = 0. (71)

Ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ñîîòíîøåíèé âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè m = 2, n = 0, ÷òî è äîêàçûâàåò
ëåììó 5.3.
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5.2 Ñëó÷àé m = 2. II
Áóäåì èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (38) ñ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì (ïîñëåäíèì ìíî-

æèòåëåì ßêîáè) ñëåäóþùåãî âèäà:

%(u) =
1

us
, s = 3. (72)

Òîãäà óðàâíåíèå (38) ïðèìåò âèä
[

g

u3
+

h− d1

u2
+

iv

u3
+

i1v
2

u3
+

(i2 − f)v

u2
+

i3 − e

u

]
dv =

=

[
a

u3
+

b

u2
+

(c− d1)v

u3
+

(c1 − f)v2

u3
+

(c2 − e)v

u2
+

c3

u

]
du.

(73)

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà äîñòàòî÷íî íà-
ëîæèòü 6 íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèé:

g = 0, i = 0, i1 = 0, h =
c + d1

2
, i2 = c1, i3 = c2. (74)

Ââåäåì 9 ïàðàìåòðîâ β1, . . . , β9 è ðàññìîòðèì èõ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2,

β6 = c3, β7 = d1, β8 = e, β9 = f.
(75)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (38) ïðè âûïîëíåíèè ãðóïï óñëîâèé (74), (75) ñâîäèòñÿ ê
âèäó

dv

du
=

β1 + β2u + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v
2 + (β5 − β8)uv + β6u

2

(β3 − β7)u/2 + (β4 − β9)uv + (β5 − β8)u2
, (76)

à ñèñòåìà (34), (35), ñîîòâåòñòâåííî, ê âèäó

x
dv

dx
=

β1 + β2u + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v
2 + (β5 − β8)uv + β6u

2

β7 + β8u + β9v
, (77)

x
du

dx
=

(β3 − β7)u/2 + (β4 − β9)uv + (β5 − β8)u
2

β7 + β8u + β9v
, (78)

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (76) èíòåãðèðóåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé.

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ òîæäåñòâî (73), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

d

[
(β5 − β8)v

u

]
+ d

[
(β4 − β9)v

2

2u2

]
+ d

[
(β3 − β7)v

2u2

]
+ d

[
β1

2u2

]
+ d

[
β2

u

]
−

− d[β6 ln |u|] = 0,

(79)

êîòîðîå äëÿ íà÷àëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå:

(β5 − β8)uv + (β4 − β9)v
2/2 + (β3 − β7)v/2 + β1/2 + β2u

u2
−

− β6 ln |u| = C1 = const,
(80)
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à çàòåì â êîîðäèíàòàõ (x, y, z) � ïåðâûé èíòåãðàë â ñëåäóþùåì âèäå:
(β5 − β8)yz + (β4 − β9)z

2/2 + (β3 − β7)zx/2 + β1x
2/2 + β2yx

y2
−

− β6 ln
∣∣∣y
x

∣∣∣ = C1 = const.
(81)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá èíòåãðèðóåìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ
ñëåäóþùåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùåé îò 9
ïàðàìåòðîâ:

dz

dx
=

β1x + β2y + β3z + β4z
2/x + β5zy/x + β6y

2/x

β7x + β8y + β9z
,

dy

dx
=

(β3 + β7)y/2 + β4zy/x + β5y
2/x

β7x + β8y + β9z
.

(82)

Ñëåäñòâèå 5.2. Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà
α̇ = β7 sin α + β8z1 + β9z2,

ż2 = β1 sin α cos α + β2z1 cos α + β3z2 cos α+

+ β4z
2
2

cos α

sin α
+ β5z1z2

cos α

sin α
+ β6z

2
1

cos α

sin α
,

ż1 = ((β3 + β7)/2)z1 cos α + β4z1z2
cos α

sin α
+ β5z

2
1

cos α

sin α
,

(83)

çàâèñÿùàÿ îò 9 ïàðàìåòðîâ β1, . . . , β9, ðàññìîòðåííàÿ íà ìíîæåñòâå
{α ∈ R1 : 0 < α < π} ×R2{z1, z2}, (84)

îáëàäàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì, âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

(β5 − β8)z1z2 + (β4 − β9)z
2
2/2 + ((β3 − β7)/2)z2 sin α + (β1/2) sin2 α + β2z1 sin α

z2
1

−

− β6 ln
∣∣∣ z1

sin α

∣∣∣ = C1 = const.
(85)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (82) èñ-
ïîëüçóåòñÿ íàéäåííûé ïåðâûé èíòåãðàë (81), âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

5.3 Ñëó÷àé m = 3

Áóäåì èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (38) ñ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì (ïîñëåäíèì ìíî-
æèòåëåì ßêîáè) ñëåäóþùåãî âèäà:

%(u) =
1

us
, s = 4. (86)

Òîãäà óðàâíåíèå (38) ïðèìåò âèä
[

g

u4
+

h− d1

u3
+

iv

u4
+

i1v
2

u4
+

(i2 − f)v

u3
+

i3 − e

u2

]
dv =

=

[
a

u4
+

b

u3
+

(c− d1)v

u4
+

(c1 − f)v2

u4
+

(c2 − e)v

u3
+

c3

u2

]
du.

(87)
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Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà äîñòàòî÷íî íà-
ëîæèòü 6 íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèé:

g = 0, i = 0, i1 = 0, h =
c + 2d1

3
, i2 =

2c1 + f

3
, i3 =

c2 + e

2
. (88)

Ââåäåì 9 ïàðàìåòðîâ β1, . . . , β9 è ðàññìîòðèì èõ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2,

β6 = c3, β7 = d1, β8 = e, β9 = f.
(89)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (38) ïðè âûïîëíåíèè ãðóïï óñëîâèé (88), (89) ñâîäèòñÿ ê
âèäó

dv

du
=

β1 + β2u + β6u
2 + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v

2 + (β5 − β8)uv

(β3 − β7)u/3 + 2(β4 − β9)uv/3 + (β5 − β8)u2/2
, (90)

à ñèñòåìà (34), (35), ñîîòâåòñòâåííî, ê âèäó

x
dv

dx
=

β1 + β2u + β6u
2 + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v

2 + (β5 − β8)uv

β7 + β8u + β9v
, (91)

x
du

dx
=

(β3 − β7)u/3 + 2(β4 − β9)uv/3 + (β5 − β8)u
2/2

β7 + β8u + β9v
, (92)

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (90) èíòåãðèðóåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé.

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ òîæäåñòâî (87), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

d

[
(β3 − β7)v

3u3

]
+ d

[
(β4 − β9)v

2

3u3

]
+ d

[
(β5 − β8)v

2u2

]
+ d

[
β1

3u3

]
+ d

[
β2

2u2

]
+

+ d

[
β6

u

]
= 0,

(93)

êîòîðîå äëÿ íà÷àëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå:
((β3 − β7)/3)v + ((β4 − β9)/3)v2 + ((β5 − β8)/2)uv + β1/3 + β2u/2 + β6u

2

u3
=

= C1 = const,
(94)

à çàòåì â êîîðäèíàòàõ (x, y, z) � ïåðâûé èíòåãðàë â ñëåäóþùåì âèäå:

((β3 − β7)/3)zx2 + ((β4 − β9)/3)z2x + ((β5 − β8)/2)yzx + β1x
3/3 + β2yx2/2 + β6y

2x

y3
=

= C1 = const.
(95)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá èíòåãðèðóåìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ
ñëåäóþùåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùåé îò 9
ïàðàìåòðîâ:

dz

dx
=

β1x + β2y + β3z + β4z
2/x + β5zy/x + β6y

2/x

β7x + β8y + β9z
,

dy

dx
=

(β3 + 2β7)y/3 + ((2β4 + β9)/3)zy/x + ((β5 + β8)/2)y2/x

β7x + β8y + β9z
.

(96)
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Ñëåäñòâèå 5.3. Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà

α̇ = β7 sin α + β8z1 + β9z2,

ż2 = β1 sin α cos α + β2z1 cos α + β3z2 cos α+

+ β4z
2
2

cos α

sin α
+ β5z1z2

cos α

sin α
+ β6z

2
1

cos α

sin α
,

ż1 = ((β3 + 2β7)/3)z1 cos α + ((2β4 + β9)/3)z1z2
cos α

sin α
+ ((β5 + β8)/2)z2

1

cos α

sin α
,

(97)

çàâèñÿùàÿ îò 9 ïàðàìåòðîâ β1, . . . , β9, ðàññìîòðåííàÿ íà ìíîæåñòâå

{α ∈ R1 : 0 < α < π} ×R2{z1, z2}, (98)

îáëàäàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì, âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

P3(z2, z1, sin α)

z3
1

= C1 = const, (99)

ãäå
P3(z2, z1, sin α) =

= ((β3 − β7)/3)z2 sin2 α + ((β4 − β9)/3)z2
2 sin α + ((β5 − β8)/2)z1z2 sin α+

+(β1/3) sin3 α + (β2/2)z1 sin2 α + β6z
2
1 sin α

� îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè 3 ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (z2, z1, sin α).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (96) èñ-
ïîëüçóåòñÿ íàéäåííûé ïåðâûé èíòåãðàë (95), âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

6 Íåêîòîðûå ñëó÷àè íàëè÷èÿ òðàíñöåíäåíòíîãî ïåðâîãî
èíòåãðàëà

Áóäåì èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (38) ñ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì (ïîñëåäíèì ìíî-
æèòåëåì ßêîáè) ñëåäóþùåãî âèäà:

%(u) =
1

us
, s > 1, s 6= 2, s 6= 3. (100)

Òîãäà óðàâíåíèå (38) ïðèìåò âèä
[

g

us
+

h− d1

us−1
+

iv

us
+

i1v
2

us
+

(i2 − f)v

us−1
+

i3 − e

us−2

]
dv =

=

[
a

us
+

b

us−1
+

(c− d1)v

us
+

(c1 − f)v2

us
+

(c2 − e)v

us−1
+

c3

us−2

]
du.

(101)

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà äîñòàòî÷íî íà-
ëîæèòü 6 íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèé:

g = 0, i = 0, i1 = 0, h =
c + (s− 2)d1

s− 1
, i2 =

2c1 + (s− 3)f

s− 1
, i3 =

c2 + (s− 3)e

s− 2
. (102)
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Ââåäåì 9 ïàðàìåòðîâ β1, . . . , β9 è ðàññìîòðèì èõ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2,

β6 = c3, β7 = d1, β8 = e, β9 = f.
(103)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (38) ïðè âûïîëíåíèè ãðóïï óñëîâèé (102), (103) ñâîäèòñÿ ê
âèäó

dv

du
=

β1 + β2u + β6u
2 + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v

2 + (β5 − β8)uv

(β3 − β7)u/(s− 1) + 2(β4 − β9)uv/(s− 1) + (β5 − β8)u2/(s− 2)
, (104)

à ñèñòåìà (34), (35), ñîîòâåòñòâåííî, ê âèäó

x
dv

dx
=

β1 + β2u + β6u
2 + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v

2 + (β5 − β8)uv

β7 + β8u + β9v
, (105)

x
du

dx
=

(β3 − β7)u/(s− 1) + 2(β4 − β9)uv/(s− 1) + (β5 − β8)u
2/(s− 2)

β7 + β8u + β9v
, (106)

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (104) èíòåãðèðóåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé.

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ òîæäåñòâî (101), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

d

[
(β3 − β7)v

(s− 1)us−1

]
+ d

[
(β4 − β9)v

2

(s− 1)us−1

]
+ d

[
(β5 − β8)v

(s− 2)us−2

]
+

+ d

[
β1

(s− 1)us−1

]
+ d

[
β2

(s− 2)us−2

]
+ d

[
β6

(s− 3)us−3

]
= 0,

(107)

êîòîðîå äëÿ íà÷àëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå:
β3−β7

s−1
v + β4−β9

s−1
v2 + β5−β8

s−2
uv + β1

s−1
+ β2

s−2
u + β6

s−3
u2

us−1
= C1 = const, (108)

à çàòåì â êîîðäèíàòàõ (x, y, z) � ïåðâûé èíòåãðàë â ñëåäóþùåì âèäå:
β3−β7

s−1
zxs−2 + β4−β9

s−1
z2xs−3 + β5−β8

s−2
yzxs−3 + β1

s−1
xs−1 + β2

s−2
yxs−2 + β6

s−3
y2xs−3

ys−1
=

= C1 = const.
(109)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá èíòåãðèðóåìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ
ñëåäóþùåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùåé îò 9
ïàðàìåòðîâ:

dz

dx
=

β1x + β2y + β3z + β4z
2/x + β5zy/x + β6y

2/x

β7x + β8y + β9z
,

dy

dx
=

β3+(s−2)β7

s−1
y + 2β4+(s−3)β9

s−1
zy/x + β5+(s−3)β8

s−2
y2/x

β7x + β8y + β9z
.

(110)

18



Ñëåäñòâèå 6.1. Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà

α̇ = β7 sin α + β8z1 + β9z2,

ż2 = β1 sin α cos α + β2z1 cos α + β3z2 cos α+

+ β4z
2
2

cos α

sin α
+ β5z1z2

cos α

sin α
+ β6z

2
1

cos α

sin α
,

ż1 =
β3 + (s− 2)β7

s− 1
z1 cos α +

2β4 + (s− 3)β9

s− 1
z1z2

cos α

sin α
+

β5 + (s− 3)β8

s− 2
z2
1

cos α

sin α
,

(111)

çàâèñÿùàÿ îò 9 ïàðàìåòðîâ β1, . . . , β9, ðàññìîòðåííàÿ íà ìíîæåñòâå

{α ∈ R1 : 0 < α < π} ×R2{z1, z2}, (112)

îáëàäàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì, âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

Ps−1(z2, z1, sin α)

zs−1
1

= C1 = const, (113)

ãäå
Ps−1(z2, z1, sin α) =

=
β3 − β7

s− 1
z2 sins−2 α +

β4 − β9

s− 1
z2
2 sins−3 α +

β5 − β8

s− 2
z1z2 sins−3 α+

+
β1

s− 1
sins−1 α +

β2

s− 2
z1 sins−2 α +

β6

s− 3
z2
1 sins−3 α

� îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè s− 1 ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (z2, z1, sin α).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû (110) èñ-
ïîëüçóåòñÿ íàéäåííûé ïåðâûé èíòåãðàë (109), âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíà-
öèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

7 Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìàì ñ ïåðå-

ìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïî èìåþùåéñÿ ïåðèîäè÷åñêîé êîîðäèíàòå. Áîëåå
òîãî, òàêèå ñèñòåìû ÷àñòî îáëàäàþò ïîëíûì ñïèñêîì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõñÿ
÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

Èòàê, áûëî ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè â äèíàìèêå ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî (3D−) äâèæåíèÿ òåëà â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå. Ïðè ýòîì ìû èìåëè äåëî
ñ òðåìÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåçàâèñèìûìè ñâîéñòâàìè:

1) âûäåëåííûé âûøå êëàññ ñèñòåì (1) ñ îòìå÷åííûìè ñèììåòðèÿìè;
2) îáëàäàíèå ýòèì êëàññîì ñèñòåì ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì (ïî

ïåðåìåííîé α), ÷òî ïîçâîëÿåò èõ ðàññìàòðèâàòü êàê "ïî÷òè" êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû;
3) â íåêîòîðûõ (ïóñòü è äîñòàòî÷íî ìàëîìåðíûõ) ñëó÷àÿõ îáëàäàíèå èìè ïîëíûì íà-

áîðîì, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûõ (ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà) ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ.

Ìåòîä ïðèâåäåíèÿ èñõîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ñîäåðæàùèìè ïîëè-
íîìû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ê ñèñòåìàì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè
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ïîçâîëÿåò èñêàòü (èëè æå äîêàçûâàòü èõ îòñóòñòâèå) ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ñèñòåì áîëåå
îáùåãî âèäà, à íå òîëüêî òåõ, êîòîðûå îáëàäàþò óêàçàííûìè ñèììåòðèÿìè (ñì. òàêæå
[35]).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 12�01�00020�a).
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