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1. ЗАМЕНЫ ПЕРЕМЕННЫХ В КОМПЛЕКСНЫХ УРАВНЕНИЯХ

Как известно, неавтономное уравнение с вещественными коэффициентами

ÿ + p(t)ẏ + q(t)y = 0, (1)

где p(t), q(t)— гладкие вещественные функции времени, заданные на некотором числовом интер-
вале D, заменой

y(t) = u(t)z(t) (2)

можно привести к виду
z̈ + f(t)z = 0, (3)

где

f(t) = q(t) −
p2(t)

4
−

ṗ(t)

2
; (4)

при этом функцию u(t) достаточно выбрать в виде

u(t) = exp

(

−
1

2

t
∫

t0

p(ξ) dξ

)

, u(t0) = 1. (5)

Несложно показать, что и в случае, когда p(t), q(t)—аналитические комплекснозначные функ-
ции, то описанный выше прием также справедлив (см. также [1,2,4,5, 12,20,24–26]).

Рассмотрим следующее уравнение, возникающее в динамике твердого тела, взаимодействующего
со средой [27–29] (см. также [10, 11, 15, 16]):

ÿ + 2[δ − iνp exp(εt)]ẏ − [ν2p2 exp(2εt) − 1 + 2iδνp exp(εt)]y = ε[iνp exp(εt)]y, (6)
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где y(t)—искомая комплекснозначная функция вещественного аргумента (времени t), δ, ν, p, ε—
вещественные параметры, i—мнимая единица.

Если выбрать аналитическую замену (2), (5) неизвестной функции так, что

u(t) = exp

(

iνp

ε
exp(tε) − δt

)

, u(0) = exp

(

iνp

ε

)

, (7)

то уравнение (6) приведется к виду, аналогичному (3):

z̈ + (1 + δ2)z = 0, (8)

и оно легко интегрируется.

2. УРАВНЕНИЕ БОЛЕЕ ОБЩЕГО ВИДА

Рассмотрим теперь случай более общего комплексного уравнения, появляющегося при изучении
движения в среде твердых тел сложной формы [27–29]:

ÿ + [(c2 − c1)v(t) −

(

2 −
J2

J1

)

ωs2i]ẏ+

+

[

[k − (c2 − c1)c1]v
2(t) −

(

1 −
J2

J1

)

ω2
s2 −

(

1 −
J2

J1

)

ωs2(c2 − c1)v(t)i

]

y = 0, (9)

где k, c1, c2, J1, J2, ωs2 —положительные постоянные, а вещественная функция времени v = v(t)
удовлетворяет уравнению

v̇ = −c1v
2, (10)

которое легко интегрируется:

v(t) =
v0

1 + c1v0t
, v0 = v(0). (11)

Сначала исследуем уравнение (9) при следующем упрощающем условии:

J2

J1
= 0, (12)

при этом оно примет вид

ÿ + [(c2 − c1)v(t) − 2ωs2i]ẏ+

+[[k − (c2 − c1)c1]v
2(t) − ω2

s2 − ωs2(c2 − c1)v(t)i]y = 0. (13)

3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УПРОЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ

Используя замену (2), (5), где

u(t) = (1 + c1v0t)
(c1−c2)/(2c1) exp(iωs2t), u(0) = 1, (14)

получаем, что уравнение (13) приводится к виду (3), где

f(t) = v2(t)

[

k − (c2 − c1)c1 −
1

4
(c1 − c2)

2

]

−
1

2
(c2 − c1)v̇(t). (15)

Используя равенство (11), заключаем, что после проведенной замены уравнение (13) эквивалент-
но следующему:

(1 + c1v0t)
2z̈ + v2

0

[

k −
1

4
(c2

2 − c2
1)

]

z = 0. (16)

Сделаем далее замену независимого переменного (времени t) таким образом, чтобы оператор
дифференцирования в уравнении (16) преобразовывался следующим образом:

( ˙ ) =
d

dt
= v(t)

d

dτ
= v(t)(´). (17)

Тогда
dτ = v(t)dt, v(t) > 0. (18)
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Более того,

d2

dt2
=

d

dt

[

v(t)
d

dτ

]

= v̇(t)
d

dτ
+ v2(t)

d2

dτ2
= −c1v

2(t)
d

dτ
+ v2(t)

d2

dτ2
, (19)

в силу формул (11), (18).
Тогда уравнение (16) перейдет на любом конечном промежутке независимого переменного в

следующее линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами:

z′′ − c1z
′ + z

[

k −
1

4
(c2

2 − c2
1)

]

= 0, (20)

при этом искомая функция, вообще говоря, комплекснозначная находится следующим образом (см.
также [21,22,36–38,41]).

1) k < c2
2/4.

Тогда соответствующие собственные числа находятся из равенств

λ1,2 =
1

2

(

c1 ±
√

c2
2 − 4k

)

. (21)

При этом общее решение уравнения (20) принимает вид

z(τ) = A1 exp(λ1τ) + A2 exp(λ2τ), (22)

где A1, A2 ∈ C.
2) k = c2

2/4.
Тогда соответствующее кратное собственное число находится из равенства

λ = λ1,2 =
1

2
c1, (23)

при этом общее решение уравнения (20) принимает вид

z(τ) = (A1 + A2τ) exp(λτ), (24)

где A1, A2 ∈ C.
3) k > c2

2/4.
Тогда соответствующие собственные числа находятся из равенств

λ1,2 =
1

2

(

c1 ± i
√

4k − c2
2

)

; (25)

при этом общее решение уравнения (20) принимает вид

z(τ) = exp

(

c1

2
τ

){

A1 cos

[

1

2

√

4k − c2
2τ

]

+ A2 sin

[

1

2

√

4k − c2
2τ

]}

, (26)

где A1, A2 ∈ C.
Для возврата к исходной независимой переменной (времени t) заметим, что, в силу (17), (18),

две независимые переменные можно выбрать зависимыми следующим образом:

t =
exp(c1τ) − 1

c1v0
, τ =

1

c1
ln(1 + c1v0t), t = 0 ⇔ τ = 0. (27)

Теперь можно выписать общее решение уравнения (13), пользуясь тремя случаями 1)–3).
1) Если

z(t) = A1(1 + c1v0t)
d1 + A2(1 + c1v0t)

d2 , (28)

где

d1 =
1

2

(

1 +
1

c1

√

c2
2 − 4k

)

> 0, d2 =
1

2

(

1 −
1

c1

√

c2
2 − 4k

)

, (29)

то окончательно
y(t) = [A1(1 + c1v0t)

e1 + A2(1 + c1v0t)
e2 ] exp(iωs2t), (30)

где A1, A2 ∈ C, а также

e1 =
2c1 − c2 +

√

c2
2 − 4k

2c1
, e2 =

2c1 − c2 −
√

c2
2 − 4k

2c1
. (31)



ОБ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ В ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЯХ 125

2) В данном случае после некоторых преобразований имеем искомое решение уравнения (13):

y(t) = (1 + c1v0t)
(2c1−c2)/(2c1)

[

A1 + A2
1

c1
ln(1 + c1v0t)

]

exp(iωs2t), (32)

где A1, A2 ∈ C.
3) После несложных преобразований имеем общее решение уравнения (13) в виде

y(t) = (1 + c1v0t)
(2c1−c2)/(2c1)[A1 cos Ω1(t) + A2 sinΩ1(t)] exp(iωs2t), (33)

где A1, A2 ∈ C, а также

Ω1(t) =
1

2c1

√

4k − c2
2 ln(1 + c1v0t). (34)

4. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БОЛЕЕ ОБЩЕГО ВИДА

Перепишем теперь комплексное уравнение (9) в следующем виде:

ÿ + [(c2 − c1)v(t) −

(

2 −
J2

J1

)

ωs2i]ẏ+

+

[

[k − (c2 − c1)c1]v
2(t) −

(

1 −
J2

J1

)

ω2
s2 −

(

1 −
J2

J1

)

ωs2(c2 − c1)v(t)i

]

y = 0, (35)

где k, c1, c2, J1, J2, ωs2 —положительные постоянные, а вещественная функция времени v = v(t)
удовлетворяет уравнению

v̇ = −c1v
2; (36)

при этом, как указано выше, оно легко интегрируется:

v(t) =
v0

1 + c1v0t
, v0 = v(0). (37)

Будем исследовать уравнение (35) при достаточно общем условии

J2

J1
> 0. (38)

5. ПРИВЕДЕННОЕ УРАВНЕНИЕ И СООТВЕТСТВУЮЩАЯ НЕАВТОНОМНАЯ КОМПЛЕКСНАЯ ГАМИЛЬТОНОВА

СИСТЕМА

Используя естественные замены, приведем уравнение (35) к виду

w′′ +
1

c2
1

[

k −
c2
2

4
+ b1(c2 − c1)

1

v0
eτ −

b2
1

v2
0

e2τ

]

= 0, (39)

где

( ˙ ) =
d

dt
= v(t)

d

dτ1
= v(t)c1

d

dτ
= v(t)c1(´), (40)

d2

dt2
= −c1v̇(t)

d

dτ
+ c2

1v
2(t)

d2

dτ2
, (41)

b1 =
1

2

J2

J1
ωs2i, c1τ1 = ln(1 + c1v0t) = τ. (42)

Видно, что введенный параметр b1 становится чисто мнимым.
Уравнение (39) эквивалентно следующей комплексной линейной неавтономной гамильтоновой

системе с одной степенью свободы:

w̃′ = −
∂H(w̃, w, τ)

∂w
, w′ =

∂H(w̃, w, τ)

∂w̃
(43)

с гамильтонианом

H(w̃, w, τ) =
w̃2

2
+

[

k

c2
1

−
c2
2

4c2
1

+ ε
c2 − c1

c1
eτ − ε2 e2τ

]

w2

2
, (44)
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где

ε =
b1

c1v0
. (45)

Таким образом, рассматриваем линейную комплексную гамильтонову систему с чисто мнимым
параметром ε.

6. ПОЛНЫЙ ИНТЕГРАЛ И УРАВНЕНИЕ ЯКОБИ

Для интегрирования системы (43) достаточно найти ее полный интеграл (см. также [3, 6, 7, 9,
13, 14, 19,23,30,32–34,39,47,48]):

S = S(τ, w, α̃),

где α̃—произвольная комплексная постоянная, как решение уравнения Гамильтона—Якоби

∂S(τ, w, α̃)

∂τ
+ H

(

w̃,
∂S(τ, w, α̃)

∂w
, τ

)

= 0. (46)

Функцию S = S(τ, w, α̃) будем искать в виде

S = S(τ, w, α̃) = S0(τ, α̃)
w2

2
, (47)

при этом уравнение в частных производных (46) преобразуется к следующему обыкновенному
дифференциальному уравнению Риккати (см. также [17, 18,40,42–46]):

dS0(τ, α̃)

dτ
+ S2

0(τ, α̃) +

[

k

c2
1

−
c2
2

4c2
1

+ ε
c2 − c1

c1
eτ − ε2 e2τ

]

= 0. (48)

7. НАХОЖДЕНИЕ ЧАСТНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ РИККАТИ

Уравнение (48) является уравнением Риккати, и его общее решение, вообще говоря, не выра-
жается через конечную комбинацию элементарных функций [7,8,30,31,39].

Но, как известно, если найти хотя бы одно его частное решение, то можно выписать и его общее
решение.

Сначала для простоты будем искать его частное решение в виде

S0 = α + βeτ . (49)

Тогда коэффициенты α и β определяются из трех, вообще говоря, несовместных комплексных
алгебраических уравнений

β2 = ε2, α2 = −
k′

c2
1

(

k′ = k −
c2
2

4

)

, β + 2αβ +
c2 − c1

c1
ε = 0. (50)

Три уравнения (50) совместны, по крайней мере, при следующем условии на коэффициент k:

A) k = c1(c2 − c1).
B) k = 0.

Случаи А) и В) соответственно характеризуются наличием у уравнения (48) следующих частных
решений:

S01 =

(

c2

2c1
− 1

)

− εeτ , (51)

S02 = −
c2

2c1
+ εeτ . (52)
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8. НАХОЖДЕНИЕ ПОЛНОГО ИНТЕГРАЛА ГАМИЛЬТОНОВОЙ СИСТЕМЫ В СЛУЧАЕ А)

При выполнении условия А) уравнение (48) примет следующий вид (комплексную постоянную
α̃ на время в данной записи опустим):

dS0(τ)

dτ
+ S2

0(τ) +

[

−

(

1 −
c2

2c1

)2

+ ε
c2 − c1

c1
eτ − ε2 e2τ

]

= 0. (53)

Теперь общее решение уравнения (53) будем искать в виде

S0 = S01 + z. (54)

Действительно, это удобно, поскольку в случае (54) уравнение (53) преобразуется к уравнению
Бернулли

z′ + 2S01z + z2 = 0, (55)

которое, в свою очередь, легко сводится к линейному неоднородному уравнению

d

dτ

(

1

z

)

− 2S01

(

1

z

)

− 1 = 0. (56)

Решение уравнения (56) представляется в следующем виде:
(

1

z

)

= exp

{(

− 2 +
c2

c1

)

τ − 2ε exp{τ}

}

·

[ τ
∫

0

exp

{(

2 −
c2

c1

)

ξ + 2ε exp{ξ}

}

dξ + α̃

]

, (57)

где α̃—произвольная комплексная постоянная.
«Обращая» равенство (57), имеем

z =

exp

{(

2 −
c2

c1

)

τ + 2ε exp{τ}

}

α̃ +

∫ τ

0
exp

{(

2 −
c2

c1

)

ξ + 2ε exp{ξ}

}

dξ

. (58)

Таким образом, общее решение уравнения (53) имеет вид

S0(τ, α̃) =

(

c2

2c1
− 1

)

− εeτ +
Φ1(τ)

α̃ +

∫ τ

0
Φ1(ξ)dξ

, (59)

где

Φ1(τ) = exp

{(

2 −
c2

c1

)

τ + 2ε exp{τ}

}

. (60)

Итак, в случае А) найден полный интеграл гамильтоновой системы (43), (44), соответствующей
уравнению (39).

Теперь, как известно, интегралы гамильтоновой системы (43), (44), если известен полный ин-
теграл (47), могут быть найдены из следующих равенств:

∂S(τ, w, α̃)

∂w
= w̃,

∂S(τ, w, α̃)

∂α̃
= −β̃′ = const, (61)

где второе из уравнений (61) наиболее важно:

∂S0(τ, α̃)

∂α̃

w2

2
= −

Φ1(τ)
[

α̃ +

∫ τ

0
Φ1(ξ)dξ

]2

w2

2
= −

β̃1

2
= const . (62)

Соотношение (62) и позволяет найти зависимость решения приведенного уравнения (39) от
независимой переменной τ , а также от двух произвольных комплексных постоянных α̃ и β̃ в
случае А):

w(τ) = β̃

[

exp

{(

c2

2c1
− 1

)

τ − ε exp{τ}

}]

·

[

α̃ +

τ
∫

0

Φ1(ξ)dξ

]

, (63)
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где, по-прежнему,

Φ1(τ) = exp

{(

2 −
c2

c1

)

τ + 2ε exp{τ}

}

.

9. НАХОЖДЕНИЕ ПОЛНОГО ИНТЕГРАЛА ГАМИЛЬТОНОВОЙ СИСТЕМЫ В СЛУЧАЕ B)

При выполнении условия B) уравнение (48) примет следующий вид (комплексную постоянную
α̃ на время в данной записи опустим):

dS0(τ)

dτ
+ S2

0(τ) +

[

−
c2
2

4c2
1

+ ε
c2 − c1

c1
eτ − ε2 e2τ

]

= 0. (64)

Теперь общее решение уравнения (64) будем искать в виде

S0 = S02 + z. (65)

Действительно, это удобно, поскольку в случае (65) уравнение (53) преобразуется к уравнению
Бернулли

z′ + 2S02z + z2 = 0, (66)

которое, в свою очередь, легко сводится к линейному неоднородному уравнению

d

dτ

(

1

z

)

− 2S02

(

1

z

)

− 1 = 0. (67)

Решение уравнения (67) представляется в виде

(

1

z

)

= exp

{

−
c2

c1
τ + 2ε exp{τ}

}

·

[ τ
∫

0

exp

{

c2

c1
ξ − 2ε exp{ξ}

}

dξ + α̃

]

, (68)

где α̃—произвольная комплексная постоянная.
«Обращая» равенство (68), имеем

z =

exp

{

c2

c1
τ − 2ε exp{τ}

}

α̃ +

∫ τ

0
exp

{

c2

c1
ξ − 2ε exp{ξ}

}

dξ

. (69)

Таким образом, общее решение уравнения (64) имеет вид

S0(τ, α̃) = −
c2

2c1
+ εeτ +

Φ2(τ)

α̃ +

∫ τ

0
Φ2(ξ)dξ

, (70)

где

Φ2(τ) = exp

{

c2

c1
τ − 2ε exp{τ}

}

. (71)

Итак, в случае B) найден полный интеграл гамильтоновой системы (43), (44), соответствующей
уравнению (39).

Теперь, как известно, интегралы гамильтоновой системы (43), (44), если известен полный ин-
теграл (47), могут быть найдены из следующих равенств:

∂S(τ, w, α̃)

∂w
= w̃,

∂S(τ, w, α̃)

∂α̃
= −β̃′ = const, (72)

где второе из уравнений (72) наиболее важно:

∂S0(τ, α̃)

∂α̃

w2

2
= −

Φ2(τ)
[

α̃ +

∫ τ

0
Φ2(ξ)dξ

]2

w2

2
= −

β̃2

2
= const . (73)
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Соотношение (73) и позволяет найти зависимость решения приведенного уравнения (39) от
независимой переменной τ , а также от двух произвольных комплексных постоянных α̃ и β̃ в
случае B):

w(τ) = β̃

[

exp

{

−
c2

2c1
τ + ε exp{τ}

}]

·

[

α̃ +

τ
∫

0

Φ2(ξ)dξ

]

, (74)

где, по-прежнему,

Φ2(τ) = exp

{

c2

c1
τ − 2ε exp{τ}

}

.

Тем самым, решение исходного уравнения (35) в случаях А), B) может быть найдено из формул
(72) после приведения вспомогательных переменных w, τ к исходным y и t.

10. ПРИВЕДЕНИЕ К ИСХОДНЫМ ПЕРЕМЕННЫМ

Вернемся к исходным переменным и перепишем найденные решения комплексных дифференци-
альных уравнений.

Искомое решение уравнения (35) будет выражаться формулой

y(t) = w(t)u1(t)u2(t), (75)

где

u1(t) = (1 + c1v0t)
(c1−c2)/(2c1) · exp

{(

1 −
J2

2J1

)

ωs2it

}

, (76)

u2(t) = exp

{

τ

2

}

= (1 + c1v0)
1/2. (77)

Тогда получим некоторый промежуточный результат:

y(t) = w(t)

[

(1 + c1v0t)
(2c1−c2)/(2c1) · exp

{(

1 −
J2

2J1

)

ωs2it

}]

. (78)

Напомнив, что справедливо представление независимого переменного

eτ = 1 + c1v0t, (79)

для случаев A) и B) соответственно имеем:

w(t) = β̃(1 + c1v0t)
(c2−2c1)/(2c1) · exp{−ε(1 + c1v0t)} ·

[

α̃ +

t
∫

0

Ψ1(ξ)dξ

]

, (80)

где
Ψ1(t) = (1 + c1v0t)

(2c1−c2)/(c1) exp{2ε(1 + c1v0t)},

а также

w(t) = β̃(1 + c1v0t)
(−c2)/(2c1) · exp{ε(1 + c1v0t)} ·

[

α̃ +

t
∫

0

Ψ2(ξ)dξ

]

, (81)

где
Ψ2(t) = (1 + c1v0t)

(c2)/(c1) exp{−2ε(1 + c1v0t)}.

Таким образом, переходя к первоначальным обозначениям, учитывая, что

ε =
b1

c1v0
=

1

2

J2

J1

ωs2i

c1v0
, (82)

можно окончательно записать для случаев A) и B) соответственно:

y(t) = β̃ exp

{(

1 −
J2

J1

)

ωs2it

}

·

[

α̃ +

t
∫

0

Ψ1(ξ)dξ

]

, (83)
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y(t) = β̃(1 + c1v0t)
(c1−c2)/(c1) · exp{ωs2it} ·

[

α̃ +

t
∫

0

Ψ2(ξ)dξ

]

. (84)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (грант 08-01-00231-а).
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