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ÍÎÂÛÅ ÑËÓ×ÀÈ ÏÎËÍÎÉ ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÈ Â
ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ×ÅÒÛÐÅÕÌÅÐÍÎÃÎ
ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ Â ÍÅÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÎÌ ÏÎËÅ

Ì. Â. Øàìîëèí

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîèñêó íîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ â äèíàìèêå ÷åòû-
ðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà íà R4×so(4) â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë [1�3]. Ðàíåå
áûë ïðåäúÿâëåí ñëó÷àé ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äèíàìè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ I1 6= I2 = I3 = I4 [1]. Â
äàííîé æå ðàáîòå ïîëíîñòüþ èçó÷åí ñëó÷àé äðóãîé ëîãè÷åñêè âîçìîæíîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Ïóñòü ÷åòûðåõìåðíîå òâåðäîå òåëî Ξ ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ξ ÿâëÿåòñÿ äè-
íàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì (â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Dx1x2x3x4 îïåðàòîð
èíåðöèè èìååò âèä: diag{I1, I1, I3, I3}). Òàêèì îáðàçîì, äâóìåðíûå ïëîñêîñòè
Dx1x2 è Dx3x4 �� ïëîñêîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè òåëà.

Íåêîíñåðâàòèâíàÿ ñèëà S = {S1, S2, 0, 0} è êîîðäèíàòû òî÷êè åå ïðèëîæåíèÿ
N = (0, 0, x3N , x4N) â ñèñòåìå Dx1x2x3x4 âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè

S1 = S sin γ, S1 = −S cos γ, γ = const, x3N = R cos β1, x4N = R sin β1

(γ �� óãîë â ïëîñêîñòè Dx1x2, è β1 �� óãîë â ïëîñêîñòè Dx3x4) ïîçâîëÿþò
ïîëó÷èòü äèíàìè÷åñêóþ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà R4×so(4). Åñëè ïðÿìàÿ
CD (C �� öåíòð ìàññ) ëåæèò â ïëîñêîñòè Dx1x2, è âåêòîð DC îïðåäåëÿåò
ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ: DC = {σ sin γ,−σ cos γ, 0, 0}, òî âåêòîð ñêîðîñòè vD

òî÷êè D ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

vD = {v cos α sin β2, v cos α cos β2, v sin α cos β1, v sin α sin β1}, | vD |= v

(β2 �� óãîë â ïëîñêîñòè Dx1x2).
Ïóñòü Ω �� òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, Ω ∈ so(4). Òà ÷àñòü óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ, êîòîðàÿ îòâå÷àåò àëãåáðå so(4), èìååò ñëåäóþùèé âèä [4�6]:

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω, ΩΛ + ΛΩ] = M,

Λ = diag{λ1, λ2, λ3, λ4}, λ1 = (−I1 + I2 + I3 + I4)/2, . . . , λ4 = (I1 + I2 + I3− I4)/2,

M � ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî â R4, ñïðîåêòèðîâàííûé íà
so(4), [ ] � êîììóòàòîð â so(4).

Êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó Ω ∈ so(4) óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â ñëåäóþùèõ
åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ:




0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0



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ãäå ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6 � êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè â ïðîåêöèÿõ íà so(4).
Ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòà âíåøíåé ñèëû ñòðîèì îòîáðàæåíèå R4 × R4 −→

so(4), ïåðåâîäÿùåå ïàðó âåêòîðîâ èç R4 â íåêîòîðûé ýëåìåíò èç àëãåáðû so(4).
Î÷åâèäíî, ÷òî èìåþòñÿ äâà öèêëè÷åñêèõ èíòåãðàëà: ω1 = ω0

1 = const, ω6 =
ω0

6 = const, ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà ñèñòåìû íà íóëåâûõ óðîâíÿõ:
ω0

1 = ω0
6 = 0.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âèäà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé îïðåäåëèì äâå ôóíê-
öèè âîçäåéñòâèÿ ñðåäû R è S (èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì àíàëîãè÷íóþ èíôîðìàöèþ
î ñâîéñòâàõ äâèæåíèÿ òðåõìåðíûõ òåë [3, 7]):

R = R(α) = A sin α, S = Sv(α) = Bv2 cos α; A,B > 0.

Òîãäà ðåäóöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ ïåðåïèøóòñÿ êàê (n2
0 = AB/(I1 + I3))

ω̇2 = −n2
0v

2 sin α cos α sin β1 cos γ, ω̇3 = −n2
0v

2 sin α cos α sin β1 sin γ,

ω̇4 = n2
0v

2 sin α cos α cos β1 cos γ, ω̇5 = n2
0v

2 sin α cos α cos β1 sin γ.

Ðàñøèðèì çàäà÷ó, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî â ïëîñêîñòè Dx1x2 äåéñòâóåò ñëåäÿùàÿ
ñèëà Ò, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ìàññ . Ïðè ýòîì ðàññìîòðèì êëàññ äâèæåíèé,
ïðè êîòîðîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ (íåèíòåãðèðóåìûå ñâÿçè): v = const, β2 =
const [3].

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû óãëîâûõ ñêîðîñòåé ïî ôîðìóëàì

z1 = ω3 cos β1 + ω5 sin β1, z2 = ω3 sin β1 − ω5 cos β1,

z3 = ω2 cos β1 + ω4 sin β1, z4 = ω2 sin β1 − ω4 cos β1,

w1 = −z1 sin β2 + z3 cos β2, w2 = z3 sin β2 + z1 cos β2,

w3 = z2 sin β2 − z4 cos β2, w4 = z4 sin β2 + z2 cos β2,

ó ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû øåñòîãî ïîðÿäêà ïîÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòå-
ìà òðåòüåãî ïîðÿäêà

α̇ = −w3 + σn2
0v sin α,

ẇ3 = n2
0v

2 sin α cos α cos(γ + β2)− w2
1

cos α

sin α
, (1)

ẇ1 = w3w1
cos α

sin α
,

à òàêæå ìîæåò áûòü âûäåëåíà ñèñòåìà âòîðîãî ïîðÿäêà

ẇ4 = −n2
0v

2 sin α cos α sin(γ + β2) + w1w2
cos α

sin α
, ẇ2 = −w4w1

cos α

sin α
(2)

è óðàâíåíèå
β̇1 = w1

cos α

sin α
. (3)

Êàê áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå [3], ñèñòåìà (1), (3) îáëàäàåò òðåìÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

Φ1(w1, w3, sin α) =

2



=
w2

1 + w2
3 − σn2

0vw3 sin α + n2
0v

2 cos(γ + β2) sin2 α

w1 sin α
= C1 = const (4)

Φ2(w1, w3, sin α) = C2 = const (5)
Φ3(w1, w3, sin α, β1) = C3 = const (6)

Âñå òðè óêàçàííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà ÿâëÿþòñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè ôóíêöè-
ÿìè ñâîèõ ïåðåìåííûõ, âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè [3].

Â ñèëó óêàçàííûõ ðåäóêöèé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå øåñòîãî ïîðÿäêà
äëÿ ïîëíîãî åå èíòåãðèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî óêàçàòü åùå îäèí ïåðâûé èíòåãðàë,
íåçàâèñèìûé ñ èíòåãðàëàìè (4)�(6). Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

w∗ = w3 sin(γ + β2) + w4 cos(γ + β2), w∗∗ = w1 sin(γ + β2)− w2 cos(γ + β2)

ñèñòåìà (2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó
dw∗
dβ1

= −w∗∗,
dw∗∗
dβ1

= w∗,

êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà:

w2
∗ + w2

∗∗ = C4 = const.

Èòàê, èññëåäóåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà âïîëíå èíòåãðèðóåìà â êëàññå, âî-
îáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé (èìåþùèõ ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 08�01�00231-à).
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