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Топологические инварианты систем с двумя степенями
свободы с диссипацией

Шамолин М.В.

МГУ имени М. В. Ломоносова, Москва, Россия;
shamolin@imec.msu.ru, shamolin.maxim@yandex.ru

Как известно, наличие достаточного количества не только первых инте-
гралов (скалярных инвариантов), но и других тензорных инвариантов поз-
воляет полностью проинтегрировать систему дифференциальных уравнений.
Так, например, наличие инвариантной формы фазового объема позволяет по-
низить порядок рассматриваемой системы. Для консервативных систем этот
факт естественен. А вот для систем, обладающих притягивающими или оттал-
кивающими предельными множествами, не только некоторые первые интегра-
лы, но и коэффициенты имеющихся инвариантных дифференциальных форм
должны, вообще говоря, состоять из трансцендентных (в смысле комплексного
анализа) функций.

Так, например, задача о движении пространственного маятника на сфе-
рическом шарнире в потоке набегающей среды приводит к системе на каса-
тельном расслоении к двумерной сфере, при этом метрика специального ви-
да на ней индуцирована дополнительной группой симметрий. Динамические
системы, описывающие движение такого маятника, обладают знакоперемен-
ной диссипацией, и полный список первых интегралов состоит из трансцен-
дентных функций, выражающихся через конечную комбинацию элементарных
функций. Известны также задачи о движении точки по двумерным поверхно-
стям вращения, плоскости Лобачевского и т.д. Полученные результаты осо-
бенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного поля
сил.

В работе предъявлены тензорные инварианты (дифференциальные фор-
мы) для однородных динамических систем на касательных расслоениях к глад-
ким двумерным многообразиям. Показана связь наличия данных инвариантов
и полным набором первых интегралов, необходимых для интегрирования гео-
дезических, потенциальных и диссипативных систем. При этом вводимые си-
ловые поля делают рассматриваемые системы диссипативными с диссипацией
разного знака и обобщают ранее рассмотренные.

Введение коэффициентов в гладкой динамической системе, отвечающей за
диссипацию, вообще говоря, довольно затруднительно. Но часто это может
быть сделано следующим образом: вполне определенные коэффициенты ука-
зывают на рассеяние энергии в одних областях фазового пространства, а в дру-
гих его областях указывают на подкачку энергии. Это естественным образом
приводит к потере классических первых интегралов, глобально выражающихся
через гладкие функции на всем фазовом пространстве.

Как известно, топологическим препятствием к наличию в системе полного
набора гладких первых интегралов являются асимптотические (притягиваю-
щие или отталкивающие) предельные множества. При их обнаружении необ-
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ходимо забыть о полном наборе даже непрерывных во всем фазовом простран-
стве автономных первых интегралов [1, 2].

При исследовании систем с диссипацией если и удается найти полный на-
бор первых интегралов, то среди них обязательно будут первые интегралы,
являющиеся трансцендентными (в смысле теории функций комплексного пе-
ременного) функциями (имеющими существенно особые точки). Поэтому ре-
зультаты, полученные в данной работе, особенно важны в смысле присутствия
в системе именно неконсервативного поля сил.

Можно отдельно отметить важные частные случаи интегрируемости ди-
намических систем на касательном расслоении к конечномерной сфере. В ди-
намике они соответствуют движению многомерного твердого тела в неконсер-
вативном поле сил, а, в случае двумерной сферы, — классической задаче о
движении сферического маятника, помещенного в поток набегающей среды [2,
3].

Данная тематика уже затрагивалась в ряде других работ автора (см., на-
пример, [4]). В данной работе показана интегрируемость некоторых классов
однородных по части переменных динамических систем, которые рассматри-
ваются на касательном расслоении к конечномерному гладкому многообразию.
При этом вводимые силовые поля обладают диссипацией разного знака и обоб-
щают ранее рассмотренные.

В работе также обсуждается связь тензорных инвариантов систем диффе-
ренциальных уравнений с проблемой их точного интегрирования. Тем самым
проводимое исследование тесно связано с [5, 6], где также рассматриваются
динамические системы, которые описываются квазиоднородными системами
дифференциальных уравнений с полиномиальными правыми частями.
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