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Аннотация. В данной работе затрагиваются некоторые качественные вопросы теории обыкно-

венных дифференциальных уравнений, от решения которых зависит исследование ряда дина-

мических систем. Элементарному обзору подлежат такие проблемы как качественные вопросы

теории топографических систем Пуанкаре и более общих систем сравнения; проблемы существо-

вания и единственности траекторий, имеющих в качестве предельных множеств бесконечно уда-

ленные точки для систем на плоскости; элементы качественной теории монотонных векторных

полей.
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Abstract. On this work, we consider some qualitative questions of the theory of ordinary differential

equations, on whose solutions a study of a series of dynamical systems depends. An elementary survey

is given for such problems as qualitative questions of the theory of topographic Poincaré systems and
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integrability.

AMS Subject Classification: 34Cxx, 70Cxx

СОДЕРЖАНИЕ

1. Естественные топографические системы Пуанкаре в системах с диссипацией . . . . . 51
2. Кривые контактов и системы сравнения. Замечания о предельных циклах

и проблеме различения центра и фокуса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3. О траекториях, имеющих в качестве предельных множеств

бесконечно удаленные точки плоскости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4. Многомерные топографические системы Пуанкаре и системы сравнения . . . . . . . . 65

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ РАН, 2020



ТОПОГРАФИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ ПУАНКАРЕ И СИСТЕМЫ СРАВНЕНИЯ 51

1. Естественные топографические системы Пуанкаре в системах с диссипацией

Сначала рассмотрим динамические системы на двумерной плоскости, хотя все сказанное можно
перенести и на гладкие ориентированные двумерные многообразия.

Для исследования замкнутых траекторий динамических систем, возникающих в различных
приложениях, применим (а в некоторых случаях и видоизменим) теорию топографических систем
Пуанкаре (ТСП) [1, 2, 14].

1.1. Топографические системы Пуанкаре. Пуанкаре предложил метод (хотя и не совсем
общий) отыскания замкнутых орбит системы гладких дифференциальных уравнений

{

ẋ1 = X1(x1, x2),

ẋ2 = X2(x1, x2).
(1.1)

Для этого ему потребовалось ввести понятие «топографических систем» (см. [14]). В его трудах
впервые рассматривалась алгебраическая функция F (x1, x2), обладающая следующими свойства-
ми:

(1) F (x1, x2) достаточно гладка и ограничена в любой ограниченной области и стремится к бес-
конечности, когда одна из ее переменных стремится к бесконечности;

(2) F (x1, x2) равна нулю при x1 = x2 = 0 и положительна в остальных точках;
(3) F (x1, x2) имеет первые производные, обращающиеся в нуль лишь при x1 = x2 = 0 (по крайней

мере, вблизи начала координат);
(4) F (x1, x2) такова, что при x1 = x2 = 0 выполнено неравенство

(

∂X1

∂x2

∂2F

∂x21
−
(

∂X1

∂x1
− ∂X2

∂x2

)

∂2F

∂x1∂x2
− ∂X2

∂x1

∂2F

∂x22

)2

+

+ 4

(

∂X1

∂x1

∂X2

∂x2
− ∂X1

∂x2

∂X2

∂x1

)

(

(

∂2F

∂x1∂x2

)2

− ∂2F

∂x21

∂2F

∂x22

)

< 0,

которое означает, что кривая контактов имеет в начале координат изолированную особую
точку (о кривых контактов см. ниже; см. также [13,23, 24]);

(5) F (x1, x2) такова, что кривая, заданная уравнением

X1
∂F

∂x1
+X2

∂F

∂x2
= 0,

не уходит на бесконечность.

При выполнении условий (1)–(5) уравнение

F (x1, x2) = const

дает так называемую топографическую систему вложенных друг в друга кривых, имеющую
вершину в начале.

Надо сказать, что не все аналитические условия (1)–(5) нам понадобятся. Мы будем учиты-
вать лишь геометрию расположения кривых контактов, траекторий исследуемой динамической
системы и кривых топографической системы Пуанкаре (ТСП).

1.2. Примеры из динамики. 1. Рассмотрим системы вида
{

α̇ = −Ω+A1δ(α),

Ω̇ = F (α), A1 > 0,
(1.2)

где δ(α) — достаточно гладкая 2π-периодическая функция, F — достаточно гладкая нечетная π-
периодическая функция, удовлетворяющая следующим условиям: F (α) > 0 при α ∈ (0, π/2),
dF (0)/dα > 0, dF (π/2)/dα < 0 (класс функций {F} = Φ). Таким образом,

F ∈ Φ. (1.3)
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В частности, аналитическая функция

F = F0(α) = sinα cosα ∈ Φ (1.4)

также является типичным представителем класса функций Φ (соответствует так называемому
случаю С. А. Чаплыгина в динамике; см. [17, 18]).

Систему (1.2) при A1 = 0 будем называть системой (1.2′). Для системы (1.2′) начало коорди-
нат является особой точкой, имеющей топологический тип центра. Таким образом, существует
семейство периодических траекторий, подходящих как угодно близко к точкам

(

−π

2
, 0
)

,
(π

2
, 0
)

. (1.5)

В частности, в динамике твердого тела, взаимодействующего с сопротивляющейся средой (см. [11,
12, 15]), система (1.2) принимает более частный вид:







α̇ = −Ω+A1
F (α)

cosα
,

Ω̇ = A2F (α), A1, A2 > 0,

(1.6)

где выполнено свойство (1.3).

2. Рассмотрим системы вида
{

α′ = −ω + bω2δ1(α) + b1F (α)f̃1(α),

ω′ = F (α) − ωΨ(α, ω), b, b1 > 0,
(1.7)

Ψ(α, ω) = −bω2δ̃1(α) + b1F (α)δ1(α),

δ̃1(α) =
dδ1(α)

dα
, f̃1(α) =

µ1 − δ21(α)

δ̃1(α)
, µ1 = const,

где δ1(α) — достаточно гладкая 2π-периодическая функция, и выполнено свойство (1.3).
Систему (1.7) при b = b1 = 0 будем называть системой (1.7′). Для системы (1.7′) начало коор-

динат является особой точкой, имеющей топологический тип центра. Таким образом, существует
семейство периодических траекторий, подходящих как угодно близко к точкам (1.5).

В частности, в динамике твердого тела, взаимодействующего с сопротивляющейся средой
(см. [20, 22, 25]), система (1.7) принимала более частный вид:











α′ = −ω +
σ

I
F (α) cosα+ σω2 sinα,

ω′ =
1

I
F (α) − ωΨ(α, ω), σ, I > 0,

(1.8)

где

Ψ(α, ω) =
σ

I
F (α) sinα− σω2 cosα,

где выполнено свойство (1.3).

3. Рассмотрим системы вида
{

α′ = −ω + bω2δ2(α) + b1F (α)f̃2(α) + b2s(α)δ2(α),

ω′ = F (α)− ωΨ(α, ω), b, b1, b2 > 0,
(1.9)

Ψ(α, ω) = −bω2δ̃2(α) + b1F (α)δ2(α) − b2s(α)δ̃2(α),

δ̃2(α) =
dδ2(α)

dα
, f̃2(α) =

µ2 − δ22(α)

δ̃2(α)
, µ2 = const,

где δ2(α)— достаточно гладкая 2π-периодическая функция, выполнено свойство (1.3), а также
выполнено свойство

s ∈ Σ. (1.10)

Вводимый класс Σ динамических функций достаточно широк: он состоит из функций гладких,
2π-периодических, четных, удовлетворяющих следующим условиям: s(α) > 0 при α ∈ (0, π/2),
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s(α) < 0 при α ∈ (π/2, π), причем s(0) > 0, ds(π/2)/dα < 0 (класс функций {s} = Σ). Функция s
меняет знак при замене α на α+ π.

В частности, аналитическая функция

s(α) = s0(α) = cosα ∈ Σ (1.11)

служит типичным представителем описанного класса и соответствует функции воздействия сре-
ды, полученной в одной из своих работ С. А. Чаплыгиным (см. [17, 18, 26, 27]) при исследовании
плоскопараллельного обтекания плоской пластины бесконечной длины однородным потоком сре-
ды.

Систему (1.9) при b = b1 = b2 = 0 будем называть системой (1.9′). Для системы (1.9′) на-
чало координат является особой точкой, имеющей топологический тип центра. Таким образом,
существует семейство периодических траекторий, подходящих как угодно близко к точкам (1.5).

В частности, в динамике твердого тела, взаимодействующего с сопротивляющейся средой
(см. [32, 33, 35]), система (1.9) принимала более частный вид:











α′ = −ω +
σ

I
F (α) cosα+ σω2 sinα+

s(α)

m
sinα,

ω′ =
1

I
F (α)− ωΨ(α, ω), σ, I,m > 0,

(1.12)

где

Ψ(α, ω) = −σω2 cosα+
σ

I
F (α) sin α− s(α)

m
cosα,

где выполнены свойства (1.3), (1.10).
Изучаемые в примерах системы можно рассматривать или на фазовом цилиндре

S
1{α mod 2π} × R

1{ω (или Ω)},
или на плоскости R

2{α, ω (или Ω)}.
Если не будет дополнительно оговорено, можно считать, что выполнены условия (1.3), (1.10).

1.3. Более общее понятие ТСП. Под ТСП будем понимать систему вложенных друг в дру-
га замкнутых кривых, полученных с помощью поверхностей уровня неотрицательной функции,
которая равна нулю лишь в точке, к которой сходятся полученные вложенные замкнутые кри-
вые. С помощью такой системы можно успешно «ловить» замкнутые траектории исследуемой
динамической системы: вычисляя угол между векторами поля, образующими семейство ТСП, и
векторами исследуемого поля динамической системы, можно получить информацию о расположе-
нии траекторий исследуемого векторного поля. Чтобы доказать отсутствие замкнутых фазовых
характеристик, достаточно выполнения неравенства

∂F

∂x1
X1 +

∂F

∂x2
X2 6 0 (> 0).

Здесь F (x1, x2) = const— семейство замкнутых кривых, X = {X1,X2}— исходное векторное поле
(в координатах x1, x2). Таким образом, с помощью последнего неравенства можно исследовать
качественное поведение траекторий исходной системы. Заметим, что векторное поле обязательно
должно быть задано в некоторых координатах.

Выше указывалось, что можно определить ТСП более корректно, но это нам не потребуется.
Более того, нас интересуют лишь геометрические свойства взаимного расположения кривых ТСП
и фазовых кривых исследуемого поля.

1.4. Характеристические функции и кривые контактов векторных полей. С поня-
тием топографической системы Пуанкаре тесно связано понятие характеристической функции
двух полей на плоскости. Последняя функция определяет кососимметрическую форму на плос-
кости. Если F (x1, x2) = const— семейство замкнутых кривых, то система, имеющая явный вид
гамильтоновой,

ẋ1 = − ∂F

∂x2
, ẋ2 =

∂F

∂x1
,
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задает векторное поле, касательное к семейству кривых ТСП. Тогда последнее неравенство эк-
вивалентно неравенству

X1Y2 −X2Y1 6 0 (> 0),

в котором

Y1 = − ∂F

∂x2
, Y2 =

∂F

∂x1

— векторное поле системы. Оно касается кривых ТСП.
Рассмотрим две системы уравнений на плоскости. Эти уравнения задаются гладкими вектор-

ными полями X = {X1,X2} и Y = {Y1, Y2} в некоторых координатах x = (x1, x2). Естественно
рассмотреть функцию

χ = χ(X,Y ) = X1Y2 −X2Y1,

которая отвечает за знак синуса угла между полями X и Y . Очевидно, χ(X,Y ) = 0 там и только
там, где поля X и Y касаются.

Функция χ удовлетворяет следующим свойствам:

χ(X,Y ) = −χ(Y,X), χ(λX, Y ) = λχ(X,Y )

для любой действительной функции λ.

Определение 1.1. Функцию χ мы назовем характеристической функцией двух векторных
полей, а уравнение χ(X,Y ) = 0— уравнением кривой контактов для полей X и Y .

Введем обозначения полос:

Π =
{

(α,Ω) ∈ R
2 : −π

2
< α <

π

2

}

, Π′ =

{

(α,Ω) ∈ R
2 :

π

2
< α <

3π

2

}

.

В применение метода ТСП к динамическим системам, возникающим в динамике твердого тела,
взаимодействующего с сопротивляющейся средой, рассмотрим системы вида (1.2) в полосе Π.
Ранее (см. [21,34,36]) было показано, что при некоторых условиях у данной системы не существует
так называемых монотонных предельных циклов. Оказывается, при тех же условиях у такой
системы не существует никакой замкнутой кривой, состоящей из фазовых траекторий.

Лемма 1.1. Пусть A1 6= 0. Если выполнено неравенство F (α)δ(α) > 0 (< 0) почти всюду в

полосе Π, то у системы вида (1.2) не существует замкнутой кривой из траекторий в полосе Π.

Доказательство. Систему (1.2) при A1 = 0 будем называть системой (1.2′). Как уже отмечалось,
для системы (1.2′) начало координат является особой точкой, имеющей топологический тип цен-
тра. Таким образом, существует семейство периодических траекторий, подходящих как угодно
близко к точкам (−π/2, 0), (π/2, 0). Характеристическая функция, отвечающая системам (1.2)
и (1.2′), равна A1F (α)δ(α). Кривая контактов — это объединение конечного числа прямых вида

{(α,Ω) ∈ R
2 : α = α0}, −π

2
< α0 <

π

2
.

В остальных же точках полосы Π характеристическая функция положительна.
Рассуждаем от противного. Предположим, что существует замкнутая кривая из траекторий γ0,

ограничивающая область S0. Пусть точка (α0, 0) ∈ γ0, где 0 < α0 < π/2. Рассмотрим точку
(α0 + ε, 0), где ε— достаточно мало. Через нее проходит замкнутая траектория γε из ТСП, огра-
ничивающая область Sε. Очевидно, что, выходя из точки (α0, 0), покидая область Sε, траектория
γ0 никогда не попадет в область Sε, в силу положительности почти всюду характеристической
функции. Но (α0, 0) ∈ Sε. Противоречие. Лемма доказана. �

Следствие 1.1. Если F ∈ Φ, δ ∈ Y , то в полосе Π (впрочем, как и в полосе Π′) не существует

замкнутой характеристики системы (1.2).
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Вводимый класс Y динамических функций достаточно широк: он состоит из функций доста-
точно гладких, 2π-периодических, нечетных, удовлетворяющих следующим условиям: δ(α) > 0
при α ∈ (0, π), причем dδ(0)/dα > 0, dδ(π)/dα < 0 (класс функций {δ} = Y ). Функция δ ме-
няет знак при замене α на α + π. Таким образом, δ ∈ Y . В частности, аналитическая функция
δ(α) = δ0(α) = sinα ∈ Y служит типичным представителем описанного класса.

Рассмотрим далее систему (1.7) в полосе Π. Аналогично лемме 1.1 доказывается следующее
утверждение.

Лемма 1.2. Если выполнены неравенства δ̃1(α), f̃1(α) > 0 (< 0) почти всюду в полосе Π, то у

системы вида (1.7) в полосе Π при b = b1 > 0 не существует замкнутой кривой из траекторий.

Доказательство. Систему (1.7) при b = b1 = 0 будем называть системой (1.7′). Аналогично лем-
ме 1.1, система (1.7′) обладает особой точкой типа центр, окруженной замкнутыми траекториями,
продолжающимися до точек (−π/2, 0), (π/2, 0). Характеристическая функция, отвечающая си-
стемам (1.7) и (1.7′), при b = b1 равна

b
{

F 2(α)f̃1(α) + ω4δ̃1(α)
}

.

Лишь на множестве нулевой меры данная функция обращается в нуль, а в остальных точках
она знакопостоянна. Из рассуждений, используемых при доказательстве леммы 1.1, следует лем-
ма 1.2. �

Следствие 1.2. Если F ∈ Φ, δ̃1, f̃1 ∈ Σ, то в полосе Π (впрочем, как и в полосе Π′) не

существует замкнутой характеристики системы (1.7).

Теперь рассмотрим систему (1.9) в полосе Π. Аналогично леммам 1.1, 1.2 доказывается следу-
ющая лемма.

Лемма 1.3. Если выполнены неравенства δ̃2(α), f̃2(α), F (α)δ2(α) > 0 (< 0) почти всюду в

полосе Π, то у системы вида (1.9) в полосе Π при b = b1, b2 > 0 не существует замкнутой

кривой из траекторий.

Доказательство. Рассмотрим систему (1.7′) (см. лемму 1.2. Для нее по-прежнему начало коорди-
нат имеет топологический тип центра, обладающий семейством замкнутых траекторий, продол-
жающихся до точек (−π/2, 0), (π/2, 0). Характеристическая функция, отвечающая системам (1.9)
и (1.7′), при b = b1 равна

b
{

F 2(α)f̃2(α) + ω4δ̃2(α)
}

+ b2

{

F (α)s(α)δ2(α) + ω2s(α)δ̃2(α)
}

.

Очевидно, что почти всюду в полосе Π характеристическая функция положительна. Остается
сослаться на методы доказательств лемм 1.1 и 1.2. �

Следствие 1.3. Если F ∈ Φ, s, δ̃2, f̃2,∈ Σ, δ2 ∈ Y , то в полосе Π не существует замкнутой

характеристики системы (1.9).

Замечание 1.1. Как было показано ранее (см. [21, 37, 38]), в полосе Π′ у системы вида (1.9)
возможны при некоторых условиях простые и сложные предельные циклы.

Рассмотрим систему (1.9) в области

O′ =
{

Π(0,π) ∩
{

(α, ω) ∈ R
2 : ω > 0

}

}

.

Если

s
(π

2

)

= F
(π

2

)

= δ̃2

(π

2

)

= 0, δ2

(π

2

)

6= 0,

то при b > 0 существует особая точка
(

π

2
,

1

bδ2 (π/2)

)

. (1.13)
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Здесь
Π(0,π) = {(α, ω) ∈ R

2 : 0 < α < π}.
Аналогично леммам 1.1–1.3 доказывается следующее утверждение.

Лемма 1.4. Рассмотрим систему вида (1.9) при b, b1, b2 > 0 в области O′. Пусть для про-

стоты F ∈ Φ, s, δ̃2, f̃2 ∈ Σ, δ2 ∈ Y . Тогда вокруг точки покоя (1.13) в области O′ не существует

замкнутой кривой из траекторий, если неравенство

ω2 δ̃2(α)

s(α)
− b1µ2

F (α)

s(α)
ω +

F (α)

s(α)
δ2(α) > 0 (1.14)

не выполнено в области O′ только при α = π/2.

Заметим, что равенство (1.14) возникает при изучении так называемых нетривиальных поло-
жений равновесия (НПР) системы (1.9) (см. [39, 40, 42]).

Доказательство. В области O′ рассмотрим систему (1.9). Нетрудно показать, что, поскольку

F ∈ Φ, δ̃2, f̃2 ∈ Σ, δ2 ∈ Y , то точка покоя (1.13) для системы (1.7) имеет топологический тип
центра (см. [43,44]). Существует семейство замкнутых траекторий, окружающее точку (1.13). Это
семейство может уходить на бесконечность. Характеристическая функция, отвечающая системам
(1.7) и (1.9), равна

b2s
2(α)

{

ω2 δ̃2(α)

s(α)
− b1µ2

F (α)

s(α)
ω +

F (α)

s(α)
δ2(α)

}

.

Последняя величина знакоопределена, поскольку неравенство (1.14) не выполнено лишь при α =
π/2. Поля систем (1.7) и (1.9) в области O′ касаются лишь на прямой {(α, ω) ∈ R

2: α = π/2}. При
этом необходимо заметить, что коэффициенты квадратного относительно ω неравенства (1.14)
обладают следующими свойствами:

F

s
∈ Y,

δ̃2
s

> 0.

Остается сослаться на методы доказательств лемм 1.1–1.3. �

Вообще говоря, при исследовании системы (1.9), в зависимости от области, используется одна
из систем вида (1.7) или (1.7′).

2. Кривые контактов и системы сравнения.

Замечания о предельных циклах и проблеме различения центра и фокуса

2.1. Системы сравнения и исследование топологической структуры расположения

траекторий. Метод ТСП, о котором говорилось в [23, 29], является частным случаем метода
исследования с помощью систем сравнения.

Рассмотрим две системы уравнений на плоскости и характеристическую функцию определяю-
щих их векторных полей, которая, как указывалось, отвечает за знак синуса угла между вектор-
ными полями данных систем. Зная принцип разбиения на траектории одной из них, возможен
анализ устройства фазовой плоскости другой системы. В частности, ТСП позволяет, к примеру,
исследовать вопрос существования предельных циклов (см. [3, 4, 7, 8]). Таким образом, основной
упор делается на вычисление угла между двумя полями рассматриваемых систем в одной и той
же области фазовой поверхности.

Вычислять характеристическую функцию можно для любых двух векторных полей на плос-
кости. В этой связи назовем системой сравнения для данной системы ту систему, качественное
расположение траекторий которой полностью известно.

Ранее уже проводилось сравнение векторных полей систем (1.2′), (1.9), (1.7).

Предложение 2.1. Рассмотрим системы вида (1.7) и (1.9) на плоскости. Система (1.7)
является системой сравнения для системы (1.9) следующим образом: почти всюду угол от

вектора одного поля до вектора другого поля лежит в пределах от 0 до π (с учетом направле-

ния), и лишь на множестве нулевой меры этот угол равен нулю, если выполнены все условия

леммы 1.4.
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Доказательство. Действительно, если F ∈ Φ, s ∈ Σ, то, в силу леммы 1.4, характеристическая
функция во всей фазовой плоскости знакоопределена. �

Замечание 2.1. Если выполнены условия (1.4), (1.11), то угол между векторами полей систем
(1.12) и (1.8) меняется монотонно относительно параметра µ1 = 2B/mn0, где

n2
0 =

dF (0)

Idα
, B = s(0).

В частности, при µ1 = 0 последняя характеристическая функция тождественно равна нулю.

Замечание 2.2. Поскольку система (1.8) на плоскости имеет три топологически различных
типа фазового портрета (см. [37]), для исследования системы (1.12) в каждой из областей ее
параметров можно использовать свой топологический тип (см. [5, 10]).

В качестве системы сравнения для системы (1.9) можно также использовать и систему (1.7′),
описывающую консервативную систему, — физический маятник на плоскости.

Замечание 2.3. У системы (1.9) не существует замкнутых кривых из траекторий, огибающих
фазовый цилиндр, если выполнены все условия предложения 2.1.

Доказательство. От противного. Пусть существует искомая замкнутая кривая. Можно считать,
что начальными условиями для такой траектории является точка (0, ω∗), ω∗ > 0. Проведем через
данную точку траекторию системы сравнения (1.7) в зависимости от топологического типа ее
фазового портрета [28, 31]. В силу предложения 2.1, если такая траектория существует, то она
пройдет лишь через точку (2π, ω∗ + δ), где δ > 0, что противоречит замкнутости кривой. �

Следующее предложение сформулируем для наглядности для систем частного вида (1.12). Для
систем более общего вида (1.9) данное предложение несложно переписывается.

Предложение 2.2. Рассмотрим системы (1.12) и (1.8′) во всей плоскости. В данном случае

система (1.8′) — это система (1.8) при σ = 0. Система (1.8′) является системой сравнения

для системы (1.12) следующим образом: в полосе Π почти всюду угол от вектора одного по-

ля до вектора другого поля лежит в пределах от 0 до π (с учетом направления), и лишь на

множестве нулевой меры этот угол равен нулю, а в полосе Π′ при условии, что

s(α)

m cosα
>

σ

I

F (α)

sinα
∀α ∈

(

0,
π

2

)

,

существует кривая контактов рассматриваемых двух полей, которая является топологиче-

ской окружностью.

Доказательство. Действительно, если F ∈ Φ, s ∈ Σ, то в полосе Π кривая контактов — начало
координат. Перенесем начало координат в точку (π, 0) и перепишем уравнение кривой контактов
в виде

σ cosα

{

(

F (α)

I

)2

+ ω4

}

=
1

I
F (α)

s(α)

m
sinα+ ω2 s(α)

m
cosα. (2.1)

Тогда уравнение (2.1) кривой контактов, которую назовем нетривиальной (НКК), можно разре-
шить относительно ω2:

2σω2 =
s(α)

m
±
√

s2(α)

m2
+ 4σ

F (α)

I
sinα

{

s(α)

m cosα
− σ

I

F (α)

sinα

}

. (2.2)

В полосе Π уравнение (2.2), взятое со знаком «минус», задает лишь точку (0, 0), а взятое со
знаком «плюс» — точку (0, 0) и НКК.

НКК симметрична относительно обеих осей координат (после переноса из полосы Π′ в поло-
су Π), пересекает обе оси под прямым углом и только два раза (по теореме о неявной функции).
Предложение доказано. �
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2.2. Некоторые общие утверждения о ТСП и системах сравнения. С целью рассмот-
рения вопросов существования ключевых траекторий (замкнутых фазовых характеристик и др.),
докажем одну общую теорему. Для этого заметим, что вплоть до прямых Λ−1 и Λ0 (а также Λ0

и Λ1) существует семейство замкнутых кривых, которое является ТСП (интегральные кривые
системы (1.8′), которая описывает физический маятник). Здесь

Λk =
{

(α, ω) ∈ R
2 : α =

π

2
+ πk

}

.

Поставим также вопрос о существовании замкнутых кривых из траекторий для системы (1.12)
в полосе Π′. Для этого докажем утверждение, обобщающее леммы 1.1–1.4.

Теорема 2.1. Пусть в односвязной области D плоскости, содержащей точку покоя x0 до-

статочно гладкого векторного поля v1, существует такая кривая γ ∋ x0, соединяющая две

точки A,B ∈ ∂D (точки A, B могут быть бесконечно удалены), что существует ТСП с цен-

тром в x0, задаваемая достаточно гладкой функцией V , продолжающаяся вдоль γ до A и B,

заполняющая область K ⊆ D и обладающая свойством

(v1, v2)
∣

∣

∣

R2

> 0 (2.3)

(где v2 = gradV ) почти всюду в K, за исключением, быть может, некоторых кривых, не охва-

тывающих x0. (Здесь V = const— семейство кривых ТСП.) Тогда во всей области D вокруг

точки x0 не существует ни одной замкнутой кривой из траекторий поля v1.

Доказательство. Предположим, что такая кривая γ0 существует и ограничивает область S0 ∋ x0.
Пусть {N1, N2} = γ ∩ γ0 6= ∅ (поскольку x0 ∈ γ) и точка N1 — неособое начальное условие при
движении по кривой γ0. Через точку N1 проходит замкнутая кривая γ̄ из ТСП, причем γ̄ ⊂ K.
Если кривая γ̄ ограничивает область S̄, то такое существует ε > 0 (которое уменьшим насколько
нужно), что имеет место следующее:

(1) Nε ∈ γ̄ε ∩ γ, где γ̄ε — кривая ТСП;
(2) расстояние между точками Nε и N1 равно ε;
(3) γ̄ε ограничивает область S̄ε ⊃ S̄.

Выбранное значение ε таково, что точка, двигаясь по траектории γ0 с начальным условием
N1, покинет область S̄ε через конечное время. Поскольку S̄ε ⊂ K и неравенство (2.3) выполнено
почти всюду в K, за исключением, быть может, некоторых кривых, не охватывающих x0, то точка
с начальным условием N1 никогда больше в область S̄ε ⊂ K ⊂ D не вернется. Так как S̄ ⊂ S̄ε, то
приходим к противоречию с замкнутостью кривой γ0. �

Как уже отмечалось, в полосе Π′ для систем вида (1.12) при некоторых условиях существует
ТСП с центром в точке (π, 0) (система (1.8′)), продолжающаяся до точек

(π

2
, 0
)

,

(

3π

2
, 0

)

. (2.4)

При этом НКК системы сравнения (ТСП) и поля системы (1.12) ограничивает область, целиком
содержащую ТСП. Таким образом, ссылаясь на теорему 2.1, получаем следующее утверждение.

Лемма 2.1. Рассмотрим систему (1.12) в полосе Π′, если НКК системы сравнения (1.8′) и

системы (1.12) ограничивает область, целиком содержащую ТСП, продолжающуюся до точек

(2.4). Тогда в полосе Π′ не существует замкнутой кривой из траекторий системы (1.12).

Рассмотрим системы вида (1.12) при условиях (1.3), (1.10). Выше ставился вопрос о суще-
ствовании замкнутых кривых из траекторий в полосе Π′, т.е. кривых, окружающих точку (π, 0).
Поставим также более общий вопрос о существовании любых замкнутых кривых из траекторий
системы (1.12), стягиваемых по фазовому цилиндру в точку.

Очевидно, что сумма индексов особых точек, находящихся внутри таких кривых, должна рав-
няться 1. Значит такие кривые могут возникнуть вокруг точек (πk, 0), k ∈ Z. Внутри таких
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кривых не могут содержаться одновременно два седла
(

−π

2
+ 2πk, 0

)

,
(π

2
+ 2πk, 0

)

и точка (2πk, 0), поскольку сумма индексов при этом равна −1. Такие кривые не могут содержать
внутри себя одновременно точки (πk, 0) и (π(k+1), 0), поскольку, в силу центральной симметрии
поля системы (1.12) относительно точек (πk, 0) и теоремы единственности, это невозможно.

Остается единственная возможность существования такой кривой, содержащей более одной
особой точки внутри себя. Пусть для определенности k = 0. Такая кривая может содержать
точки

(0, 0),
(

−π

2
, 0
)

,
(π

2
, 0
)

,

(

−π

2
,− 1

σ

)

,

(

π

2
,
1

σ

)

,

сумма индексов которых равна 1. Но в силу леммы 1.4 это невозможно, хотя бы потому, что
траектория, имеющая в качестве ω-предельного множества точку (π/2, 1/σ), имеет в качестве α-
предельного множества бесконечно удаленную точку (см. [19, 30]).

Таким образом, вопрос существования замкнутых кривых из траекторий системы (1.12), стяги-
ваемых по фазовому цилиндру в точку, при условии выполнения леммы 1.4, свелся к отысканию
таких кривых в полосе Π′ вокруг точки (π, 0). Как было показано в [37], при некоторых условиях
такие кривые существуют.

2.3. Проблема различения центра и фокуса и системы сравнения. Первая проблема
различения в качественной теории обыкновенных дифференциальных уравнений — проблема цен-
тра и фокуса — возникает в точке (π, 0) в полосе Π′ для динамической системы вида (1.12) при
условиях (1.3), (1.10), а также при µ1 = µ2 и 0 < µ2 < 2 (см. [37]). В [26, 27] данная проблема
решена при In 6= 0 в пользу слабого фокуса. Таким образом, в достаточно малой окрестности
точки (π, 0) все траектории-спирали приближаются к точке (π, 0) либо при t → +∞, либо при
t → −∞ (здесь t— независимый параметр вдоль траекторий).

Поставим вопрос о расширении данной окрестности точки (π, 0) в полосе Π′ (на плоскости
R
2{α, ω}). Для этого переведем начало координат в точку (0, 0). После такой замены переменных

система (1.12) (рассматриваемая уже в полосе Π) примет вид










α′ = −ω − σ

I
F (α) cosα− σω2 sinα+

s(α)

m
sinα,

ω′ =
1

I
F (α)− σω3 cosα+

σ

I
ωF (α) sinα+

ω

m
s(α) cosα.

(2.5)

Для простоты рассмотрим систему (2.5) при условиях (1.4), (1.11), т.е. когда F (α) = F0(α),
s(α) = s0(α). После замены в полосе Π по формуле τ = sinα, |τ | < 1, системе (2.5) сопоставим
уравнение

dω

dτ
=

n2
0τ − σω3 + σn2

0ωτ
2 +

σn2
0

2
ω
√
1− τ2

−ω − σn2
0τ(1− τ2)− σω2τ +

σn0

2
τ
√
1− τ2

. (2.6)

В уравнении (2.6) уже учтено условие µ1 = µ2, которое эквивалентно

B

mn0
=

σn0

2
.

Пусть формально τ = x, ω = −y. Фазовые траектории cистемы (2.5), рассматриваемой в
полосе Π, совпадают с интегральными траекториями уравнения (2.6), которое, в свою очередь,
рассматривается в полосе {(x, y) ∈ R

2: −1 < x < 1}. Система приводится к виду










x′ = y − σn2
0x+ σn2

0x
3 − σy2x+

σn0

2
x
√

1− x2,

y′ = −n2
0x− σy3 + σn2

0yx
2 +

σn2
0

2
y
√

1− x2.
(2.7)



60 М. В. ШАМОЛИН

Рассмотрим систему














x′ = y − σn2
0

2
x+

3σn2
0

4
x3 − σy2x,

y′ = −n2
0x+

σn2
0

2
y − σy3 +

3σn2
0

4
yx2,

(2.8)

которая является системой сравнения для системы (2.7). Характеристическая функция пары
систем (2.7) и (2.8) является, как уже отмечалось, кососимметрической билинейной функцией.

Для упорядоченной пары систем X и Y их характеристическую функцию будем обозначать
через χ(X,Y ).

Предложение 2.3. Характеристическая функция χ((2.7), (2.8)) при σn0 < 2 в полосе

{(x, y) ∈ R
2 : −1 < x < 1} положительно определена (она равна нулю лишь в начале коор-

динат).

Доказательство. Действительно,

χ
(

(2.7), (2.8)
)

=
σn2

0

2

[

y2 − σn2
0xy + n2

0x
2
]

[

1− x2

2
−
√

1− x2
]

. �

Заметим, что правые части системы (2.8) отличаются от правых частей системы (2.7) лишь

членами пятого порядка малости по ρ = (x2 + y2)1/2, т.е. членами порядка O(ρ5). В связи со
сделанным только что замечанием о представлении векторного поля системы (2.7) около точки
(0, 0), справедливо следующее предложение.

Предложение 2.4. Точка (0, 0) является сложным устойчивым фокусом при σn0 < 2 для

системы (2.8).

Доказательство. Действительно, индекс In (см. [2,37]) точки (0, 0) для системы (2.8) совпадает с
индексом In точки (0, 0) для системы (2.7) и он отрицателен, поскольку зависит лишь от вторых
и третьих производных правых частей рассматриваемых систем. �

Поставим следующий вопрос: как соотносится знак характеристической функции как формы
от упорядоченной пары систем на плоскости и угол поворота от поля одной системы к другой.
Для этого рассмотрим систему







x′ = y − σn2
0x+ σn2

0x
3 − σy2x+ λx

√

1− x2,

y′ = −n2
0x− σy3 + σn2

0yx
2 + λy

√

1− x2,
(2.9)

зависящую от параметра λ > 0. Векторное поле системы (2.9) обладает некоторым свойством
строгой монотонности (СМ) (см. далее) при некоторых условиях и при σn0 < 2 в любой об-
ласти без особых точек. Если при λ = λ1 систему (2.9) обозначить через (2.9′), а при λ = λ2 —
через (2.9′′), то справедливо равенство

χ
(

(2.9′), (2.9′′)
)

= (λ2 − λ1)
[

y2 − σn2
0xy + n2

0x
2
]

√

1− x2.

Таким образом, при λ2 > λ1 последняя функция положительно определена в полосе {(x, y) ∈ R
2:

−1 < x < 1} (равна нулю лишь в начале координат). Но как легко понять, начало координат
для системы (2.9′′) является «более неустойчивой» особой точкой, чем начало координат для
системы (2.9′). Таким образом, векторное поле системы (2.9)′′) поворачивается при λ2 > λ1 около
векторного поля системы (2.9′) на положительный угол.

Прежде чем говорить о характере траекторий системы (2.7), сформулируем одно вспомога-
тельное утверждение, представляющее самостоятельный интерес.

Для поиска подходящей системы сравнения, в целях исследования существования предельных
циклов, проблемы различения центра и фокуса и т.д., вовсе не обязательно иметь ТСП с центром
в данной особой точке. Искомая система сравнения может иметь либо притягивающую, либо
отталкивающую особую точку.
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Пусть в области D, содержащей единственную особую точку системы (А), заданной для про-
стоты на плоскости, стоит проблема различения центра и фокуса. Пусть в этой же области си-
стема (Б) имеет ту же единственную особую точку x0.

Рассмотрим для определенности так называемые отрицательно ориентируемые системы, в ко-
торых траектории обходят точку x0 против часовой стрелки. Аналогично могут быть рассмотре-
ны положительно ориентируемые системы.

Лемма 2.2. Пусть область D является притягиваемой (отталкиваемой) точкой x0 от-

рицательно ориентируемой системы (Б). Тогда если характеристическая функция χ
(

(А), (Б)
)

положительно (отрицательно) определена в области D, то область D является притягивае-

мой (отталкиваемой) точкой x0 (отрицательно ориентируемой) системы (А).

Лемма 2.2 носит явно геометрический характер. Действительно, векторное поле системы (Б)
повернуто относительно векторного поля системы (А) на неотрицательный (неположительный)
угол.

Аналогичное утверждение можно сформулировать и для устойчивых и неустойчивых предель-
ных циклов и т.д.

Итак, в качестве системы (А) возьмем систему (2.7) (которая является отрицательно ориенти-
руемой), а в качестве системы (Б) — систему (2.8) (которая также отрицательно ориентируема).
Возникает вопрос о размерах области D, фигурирующей в лемме 2.2.

Предложение 2.5. Система (2.8) при σn0 < 2 в полосе {(x, y) ∈ R
2 : −1 < x < 1} обладает

первым интегралом, который одновременно является и трансцендентной функцией в полосе,

и мероморфной функцией во множестве {(x, y) ∈ R
2 : −1 < x < 1} без начала координат.

Последняя точка — единственная существенно особая точка для данного первого интеграла.

Доказательство. После замены переменных
√
3

2
n0x− y = u,

√
3

2
n0x+ y = v

система (2.8) приведется к уравнению

du

[

u

(

σn0

2
√
3
+

7

12

)

− v

12
− σ√

3n0

uv2
]

+ dv

[

u

12
+ v

(

− σn0

2
√
3
+

7

12

)

+
σ√
3n0

u2v

]

= 0.

После же замены u = tv, v2 = p, v 6= 0, уравнение примет вид

dp[C1t
2 + C2] + 2p

[

C1t− 1− u
√
3
σ

n0
tp

]

dt = 0.

Здесь введены обозначения

C1 = 7 + 2
√
3σn0, C2 = 7− 2

√
3σn0.

Заменой p = q−1 приводим последнее уравнение в полных дифференциалах к линейному неодно-
родному уравнению вида

dq

dt
[C1t

2 + C2] + 2[1− C1t]q + 8
√
3
σ

n0
t = 0. (2.10)

Общее решение однородного уравнения имеет следующий вид:

q0(t) = C
C1t

2 + C2

exp

{

2

C1
arctg

√

C2t

C1

} , C = const .

Варьируя постоянную C, получаем дифференциальное уравнение, позволяющее найти трансцен-
дентное решение уравнения (2.10). Особенности возникают лишь при u = v = 0, т.е. когда значе-
ние t не определено. Но последнее уравнение и задает начало координат на плоскости R

2{x, y}.
�



62 М. В. ШАМОЛИН

Следствие 2.1. Для системы (2.8) областью притяжения является вся полоса {(x, y) ∈ R
2 :

−1 < x < 1}.
Следствие 2.2. У системы (2.7) в полосе {(x, y) ∈ R

2 : −1 < x < 1} не существует замкну-

тых характеристик.

Доказательство. Начало координат для системы (2.8) является аттрактором (предложение 2.4).
В силу предложения 2.5, область его притяжения — вся полоса. В силу предложения 2.3 попадаем
в условия леммы 2.2. �

Следствие 2.3. При σn0 < 2, а также при выполнении условия B/(mn0) < σn0/2 у систем

вида (1.12) при условиях (1.4), (1.11) в полосе Π′ не существует простых и сложных предельных

циклов, а также любых замкнутых кривых, составленных из траекторий.

3. О траекториях, имеющих в качестве предельных множеств

бесконечно удаленные точки плоскости

3.1. Примеры из динамики твердого тела, взаимодействующего со средой. В этом
разделе будут рассмотрены вопросы существования и единственности траекторий динамических
систем (1.1) на плоскости, имеющих в качестве α- и ω-предельных множеств бесконечно удален-
ные точки. Таким образом, на сферах Римана или Пуанкаре предельными множествами данных
траекторий будет северный полюс. Такие траектории уже по определению являются ключевыми,
поскольку бесконечно удаленная точка всегда является особой.

Для начала рассмотрим системы вида (1.8) и (1.12).

Лемма 3.1. Рассмотрим систему (1.8) на множестве Π ∩ {(α, ω) ∈ R
2 : ω > 0}. Тогда для

любой достаточно гладкой функции F ∈ Φ существует единственная траектория, уходящая в

бесконечность (имеющая в качестве ω-предельного множества точку (+0,+∞)).

Доказательство. Дополним фазовую плоскость R
2{α, ω} бесконечно удаленной точкой. Полу-

чим расширенную фазовую плоскость R2{α, ω}. Отобразим область Π ∩ {(α, ω) ∈ R
2 : ω > 0} на

сферу Римана или Пуанкаре. В окрестности северного полюса сферы существуют новые коорди-
наты (α, y), y = −1/ω, в которые переводятся старые координаты из рассматриваемой области
расширенной фазовой плоскости неособым преобразованием.

В переменных (α, y) система (1.8) эквивалентна уравнению

dα

dy
=

y +
σ

I
y2F (α) cosα+ σ sinα

y4

I
F (α) − σy cosα+

σ

I
y3F (α) sinα

.

При этом траектории данного уравнения параметризованы по-другому, нежели траектории си-
стемы (1.8).

Видно, что у уравнения существует особая точка (0, 0), соответствующая бесконечно удаленной
точке (0,+∞) системы (1.8). Нетрудно убедиться в том, что точка (0, 0) уравнения является
гиперболическим седлом, что и доказывает лемму. �

Лемма 3.2. Рассмотрим систему (1.12) на множестве Π ∩ {(α, ω) ∈ R
2 : ω > 0}. Тогда для

любых достаточно гладких функций F и s существует единственная траектория, уходящая в

бесконечность (имеющая в качестве ω-предельного множества точку (+0,+∞)).

Доказательство. Следуя методу доказательства леммы 3.1, отображая расширенную фазовую
плоскость на сферу, делая аналогичную замену координат, приходим к уравнению

dα

dy
=

y +
σ

I
y2F (α) cosα+ σ sinα+ y2

s(α)

m
sinα

y4

I
F (α)− σy cosα+

σ

I
y3F (α) sin α− y3

s(α)

m
cosα

.
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При этом траектории данного уравнения параметризованы по-другому, нежели траектории си-
стемы (1.12).

Видно, что у уравнения существует особая точка (0, 0), соответствующая бесконечно удаленной
точке (0,+∞) системы (1.12). Нетрудно убедиться, что данная особая точка имеет топологиче-
ский тип грубого седла, что и доказывает лемму. �

3.2. Существование и единственность траекторий, уходящих на бесконечность. Рас-
смотрим произвольную автономную систему дифференциальных уравнений (1.1) на плоскости.
Будем сопоставлять данной системе уравнение, фазовые траектории которого параметризованы
по-другому, а также последние отображены с расширенной фазовой плоскости системы на сферу
Римана (или Пуанкаре). При этом, как уже отмечалось, бесконечно удаленные точки перейдут в
северный полюс сферы.

Теорема 3.1.

(1) Если после замены фазовых переменных (x1, x2) → (x1, y), где y = 1/x2, у уравнения, задан-

ного на сфере, появилась особая точка (x01, 0), то у рассматриваемой системы существует

траектория, стремящаяся к прямой {(x1, x2) ∈ R
2 : x1 = x01} и имеющая в качестве пре-

дельного множества бесконечно удаленную точку.

(2) Если после замены фазовых переменных (x1, x2) → (y, x2), где y = 1/x1, у уравнения, задан-

ного на сфере, появилась особая точка (0, x02), то у рассматриваемой системы существует

траектория, стремящаяся к прямой {(x1, x2) ∈ R
2 : x2 = x02} и имеющая в качестве пре-

дельного множества бесконечно удаленную точку.

Доказательство. Следуя леммам 3.1, 3.2, дополним фазовую плоскость бесконечно удаленной
точкой, получив R2{α, ω}. Отобразим расширенную плоскость на сферу Римана или Пуанкаре.
В окрестности северного полюса сферы можно ввести координаты, отображающие эту окрест-
ность на некоторую окрестность нуля координатной плоскости такие, что в случае (1) они равны
(x1, y), y = 1/x2, а в случае (2) — (y, x2), y = 1/x1. В первом случае изучаем бесконечно уда-
ленные точки вдоль оси x2, а во втором — вдоль оси x1. Дальнейшие рассуждения аналогичны
доказательствам лемм 3.1, 3.2. �

Замечание 3.1. Количество траекторий, уходящих на бесконечность, определяется через то-
пологический тип бесконечно удаленной особой точки. В частности, в системах (1.8) и (1.12)
существует единственная траектория, уходящая на бесконечность, поскольку бесконечно удален-
ная особая точка является седлом (если, конечно, отображать не плоскость, а фазовый цилиндр).

Замечание 3.2. Могут существовать фазовые траектории, уходящие на бесконечность на фа-
зовой плоскости, вдоль которых обе фазовые переменные неограниченно возрастают. В этом слу-
чае после замены x1 = 1/y1, x2 = 1/y2, исследуя топологический тип северного полюса сферы,
который всегда является особой точкой, можно будет доказать существование и единственность
траекторий, приближающихся к прямым вида A1x1 +A2x2 +A3 = 0, где A1A2 6= 0. Действитель-
но, в этом случае траектория будет стремиться к северному полюсу сферы под определенным
углом, что соответствует стремлению траектории на плоскости R

2{x1, x2} к прямой, имеющей
ненулевой и конечный угловой коэффициент наклона.

3.3. Элементы теории монотонных векторных полей. Рассмотрим семейство достаточно
гладких векторных полей ve в области D двумерной ориентированной римановой поверхности.
В касательном пространстве TqD каждой точки q ∈ D можно измерять углы между векторами
рассматриваемого семейства.

Определение 3.1. Однопараметрическое семейство полей ve (e ∈ E) обладает свойством мо-

нотонности (СМ) в D, если для любых точек q ∈ D, e1 ∈ E, e2 ∈ E в касательном пространстве
TqD угол между векторами ve1 , ve2 ∈ TqD является монотонной функцией разности параметров
e2 − e1; при этом сохраняется ориентация изменения угла. Если рассматриваемая монотонная
зависимость строгая, то говорим, что ve обладает строгим свойством монотонности (строгим
СМ).
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Теорема 3.2. Пусть поле ve обладает СМ в области D плоскости R
2. Пусть x0 — неособое

начальное условие для фазовой траектории поля ve при всех e ∈ E.

Если для любого e ∈ E предельное множество траекторий, начинающихся в x0, есть множе-

ство g0, лежащее в конечной части плоскости, причем {A,B} = ∂g0, A— предельное множе-

ство траектории поля ve1, а B — предельное множество траектории ve2, e1 < e2, то e ∈ (e1, e2)
тогда и только тогда, когда существует множество C, являющееся предельным множеством

траектории поля ve, причем при увеличении e предельное множество монотонно смещается

от A до B. (Здесь идет речь одновременно либо об α-, либо об ω-предельных множествах се-

мейства траекторий.) При этом искомая фазовая траектория единственна, если СМ строгое.

Схема доказательства. По теореме Бендиксона (см. [1]) предельное множество на плоскости —
только лишь положение равновесия и простой или сложный предельный цикл. Поэтому, в прин-
ципе, достаточно разобрать все три случая (данное исследование для краткости опустим).

Можно считать, что для любого e множество g0 состоит из ω-предельных множеств. Согласно
теореме о непрерывной зависимости решений от начальных условий и правых частей уравне-
ний, при малом изменении параметра e предельное множество останется в близкой окрестности
первоначального (если множество g0 односвязно). Если последнее множество многосвязно, то
последовательно перебираем каждую из компонент связности. В силу выполнения свойства мо-
нотонности, при применении теории систем сравнения, немонотонная зависимость траектории от
параметра e исключается.

Пусть система обладает строгим СМ. От противного. Пусть для точки M ∈ g0 существуют
хотя бы два параметра e1, e2, при которых траектории полей ve1 , ve2 стремятся к точке M . Тогда
траектории всех полей vē, ē ∈ [e1, e2] стремятся к точке M (в силу выполнения СМ). Поскольку
СМ строгое, для любого d > 0 система с векторным полем ve+d, e+ d ∈ E, является системой
сравнения для ve. Легко понять, что траектория поля ve+d, выпущенная из неособого начального
условия, никогда не пересечет соответствующую траекторию поля ve, выпущенную из того же на-
чального условия. В силу последнего, траектории полей vκ1

и vκ2
будут иметь разные предельные

множества, причем e1 < κ1 < κ2 < e2. Противоречие. �

Условия приведенной теоремы можно несколько ослабить для гладкой римановой двумерной
ориентированной поверхности P 2 ⊂ R

3.
Аналогично может быть доказана качественно другая лемма, которая верна и на любых глад-

ких двумерных ориентированных многообразиях.

Лемма 3.3. Рассмотрим семейство полей ve (e ∈ E) в области сферы S
2 следующего ви-

да. Южный S и северный N полюса сферы являются седлами. Пусть данное семейство полей

обладает строгим СМ таким образом, что при некотором e1 ω-предельным множеством тра-

ектории, выходящей из южного полюса, является южный полюс, а при некотором e2 > e1 ω-

предельным множеством траектории, выходящей из северного полюса, является северный по-

люс. При этом обе рассмотренные ситуации — это гомоклинические ситуации на сфере, когда

существует лишь одна точка покоя (кроме N и S), которая содержится в области, ограничен-

ной указанными сепаратрисами. Других нетривиальных предельных множеств в этой области

сферы нет. Тогда существует такое единственное значение параметра e = e0 ∈ (e1, e2), что

траектория, выходящая из южного (северного) полюса, входит в северный (южный) полюс

(это — гетероклиническая ситуация на сфере).

Доказательство. Единственность. Предположим, что указанным свойством обладают два па-
раметра ē, ¯̄e. Тогда, в силу строгого СМ, все параметры из интервала (ē, ¯̄e) обладают указанным
свойством. Рассуждая как в теореме 3.2, приходим к противоречию со свойством монотонности.

Существование. Таким образом, существует такое единственное значение параметра e = e0,
что при e < e0 реализуется одна гомоклиническая ситуация на сфере, а при e > e0 — другая.
Предположим, что при e = e0 реализуется одна из гомоклинических ситуаций. Тогда существует
такая окрестность Ud

e0 = {e : |e − e0| < d} значения e = e0, что для любого e ∈ Ud
e0 справедлива

одна и та же гомоклиническая ситуация. Противоречие. Лемма полностью доказана. �
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Замечание 3.3. Мы получили еще один метод доказательства лемм 3.1 и 3.2. Действитель-
но, искомые поля удовлетворяют условиям леммы 3.3, поскольку бесконечно удаленная точка
проектируется в северный полюс сферы Римана (или Пуанкаре), а точка (π/2, 0) — в южный.

4. Многомерные топографические системы Пуанкаре и системы сравнения

4.1. Топографические системы в многомерном случае. Многомерные ТСП можно опре-
делить аналогично ТСП на плоскости. При этом (невырожденные) гиперповерхности уровня
коразмерности 1 в пространстве R

n образуют топографическую систему вложенных друг в друга
гиперповерхностей, имеющих вершину в особой точке.

Теорема 4.1. Пусть в односвязной области D пространства R
n, содержащей единствен-

ную точку покоя x0 достаточно гладкого векторного поля v1, существует гиперповерхность

Γ ∋ x0, продолжающаяся до границы ∂D и пересекающая ее по поверхности g (поверхность g
может быть бесконечно удалена), такая, что существует ТСП с центром в x0, задаваемая

гладкой функцией V , продолжающаяся вдоль Γ до g, заполняющая область K ⊆ D и обладающая

свойством

(v1, v2)
∣

∣

∣

Rn

> 0

(v2 = gradV ) почти всюду в K, за исключением, быть может, некоторых гиперповерхностей,

не содержащих внутри себя x0. (Здесь V = const— семейство гиперповерхностей ТСП.) Тогда

во всей области D не существует ни одной замкнутой кривой, состоящей из траекторий поля

v1, пересекающей гиперповерхность Γ.

Доказательство. Предположим, что такая кривая g0 существует, {N1, N2} = Γ ∩ g0 6= ∅ и точка
N1 — неособое начальное условие при движении по кривой g0. Через точку N1 проходит замкнутая
гиперповерхность Γ̄ из ТСП, причем Γ̄ ⊂ K. Если гиперповерхность Γ̄ ограничивает область S̄,
то существует такое e > 0 (которое уменьшим насколько нужно), что

(1) Ne ∈ Γ̄e ∩ Γ, где Γ̄e — гиперповерхность ТСП;
(2) расстояние между точками Ne и N1 равно e;
(3) Γ̄e ограничивает область S̄e ⊃ S̄.

Выбранное значение e таково, что через конечное время точка, двигаясь по траектории g0 с
начальным условием N1, покинет область S̄e. Поскольку S̄e ⊂ K и выполнено неравенство теоремы
почти всюду в K, за исключением, быть может, некоторых гиперповерхностей, не содержащих
внутри себя x0, то точка с начальным условием N1 никогда больше в область S̄e ⊂ K ⊂ D не
вернется. Так как S̄ ⊂ S̄e, то приходим к противоречию с замкнутостью кривой g0. �

Напомним, что многомерные ТСП особенно удачно помогают решить в ряде случаев проблему
различения центра и фокуса. В последнем случае вовсе не обязательно иметь ТСП с центром в
данной особой точке. Система сравнения может иметь либо притягивающую, либо отталкиваю-
щую особую точку.

Характеристическая функция в многомерном случае строится следующим образом. Пусть
v1, v2 — два гладких векторных поля в пространстве R

n. По полю v1 строится (неоднозначно)
нормальное гладкое векторное поле n. В каждом конкретном случае поле n строится из тех сооб-
ражений, которые позволяют получить в дальнейшем знакоопределенную характеристическую
функцию. Последняя определяется как скалярное произведение χ = (n, v2).

Лемма 2.2 с некоторыми уточнениями справедлива и в многомерном случае.

4.2. Четномерный случай. В четномерном случае характеристическая функция имеет наи-
более естественный вид.

Пример. Рассмотрим систему слабо перевязанных маятников, т.е. консервативную систему с
малыми (неконсервативными) добавками, задаваемую полем {X1,X

1, . . . ,Xn,X
n} в координатах

x = {x1, x1, . . . , xn, xn} следующего вида:

Xi = −xi + eFi(x), Xi = Gi(x) + eF i(x), dG(0) > 0.
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Тогда естественно выбрать характеристическую функцию в виде

χ =

n
∑

i=1

(XiY
i −XiYi),

где векторное поле Y системы сравнения имеет вид Y = {Y1, Y
1, . . . , Yn, Y

n}, где Yi = −xi,
Y i = Gi(x).

В многомерном случае, подобно двумерным ТСП и системам сравнения, можно также полу-
чить соответствующие утверждения.
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