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Изучение интегрируемости автономных дина-
мических систем на двумерном конфигурационном
многообразии M2 приводит к изучению систем чет-
вертого порядка на касательном расслоении TM2.
При этом ключевым, наряду с геометрией много-
образия M2, является структура силового поля,
присутствующего в системе. Так, например, из-
вестная задача о движении пространственного
маятника на сферическом шарнире в потоке на-
бегающей среды приводит к динамической систе-
ме на касательном расслоении к двумерной сфе-
ре, при этом метрика специального вида на ней
индуцирована дополнительной группой симмет-
рий [1, 2]. Динамические системы, описывающие
движение такого маятника, обладают знакопере-
менной диссипацией, и полный список первых
интегралов состоит из трансцендентных функ-
ций, выражающихся через конечную комбина-
цию элементарных функций [2, 3].

Известны также задачи о движении точки по
двумерным поверхностям вращения, плоскости
Лобачевского и т.д. Иногда в системах с диссипа-
цией все же удается найти полный список первых
интегралов, состоящий из трансцендентных, в
смысле комплексного анализа, функций, по-
скольку о полном списке даже непрерывных авто-
номных первых интегралов приходится забыть.
Полученные результаты особенно важны в смыс-

ле присутствия в системе именно неконсерватив-
ного поля сил.

В работе предложена методика интегрирова-
ния классов однородных динамических систем на
касательных расслоениях к гладким двумерным
многообразиям. При этом вводимые внешние си-
ловые поля делают рассматриваемые системы
диссипативными с диссипацией разного знака и
обобщают ранее рассмотренные [2, 3].

1. УРАВНЕНИЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ
ПРИ ЗАМЕНЕ КООРДИНАТ

Как известно, в случае двумерного риманова
многообразия M 2 с координатами (α, β) и аффин-
ной связностью  уравнения геодезических

линий на касательном расслоении 
примут следующий вид (дифференцирование бе-
рется по натуральному параметру):

(1)

Изучим структуру уравнений (1) при измене-
нии координат на касательном расслоении TM2.
Для этого рассмотрим замену координат каса-
тельного пространства:

Γ α β( , )i
jk

• •α β α β2{ , ; , }TM
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αα αβα + Γ α β α + Γ α β α β +2( , ) 2 ( , )
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αα αβ

+ Γ α β β =
β + Γ α β α + Γ α β α β +
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(2)

которая обращается

при этом Rk, Tk, k = 1, …, 4, – функции от α, β, RT = E,

где , . Назовем также урав-

нения (2) новыми кинематическими соотноше-
ниями, т.е. линейными соотношениями на каса-
тельном расслоении TM2. Справедливы равенства

(3)

, , k = 1, …, 4, при этом в (3)

вместо  подставляются соотношения (2), и
правые части составной системы (2), (3) являются
однородными формами соответствующих степе-
ней по квазискоростям z1, z2.

П р е д л о ж е н и е  1. Система (1) в той обла-
сти, где det , эквивалентна составной
системе (2), (3).

Таким образом, результат перехода от уравне-
ний геодезических (1) к эквивалентной системе
(2), (3) зависит как от замены (2) (т.е. вводимых
кинематических соотношений), так и от аффин-
ной связности .

Рассмотрим далее достаточно общий случай
задания кинематических соотношений в следую-
щем виде:

(4)

где ,  – гладкие функции, не равные
тождественно нулю. Такие координаты z1, z2 в ка-
сательном пространстве вводятся тогда, когда
рассматриваются уравнения геодезических [3, 4],
например, с тремя ненулевыми коэффициентами
связности (в частности, на поверхностях враще-
ния, плоскости Лобачевского и т.д.):

(5)
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т.е. выполнены равенства  

. В случае (4) уравнения (3) примут
вид

(6)

и уравнения (1) геодезических почти всюду экви-
валентны составной системе (4), (6) на многооб-
разии . В нашем случае уравнения
(5) почти всюду перепишутся в виде

(7)

Для полного интегрирования системы (7) не-
обходимо знать, вообще говоря, три независимых
первых интеграла. При этом первые интегралы (в
частности, для уравнений геодезических) можно
искать и в более общем виде, чем рассмотрено да-
лее.

П р е д л о ж е н и е  2. Если всюду справедлива
система дифференциальных равенств

(8)

то система (7) имеет аналитический первый инте-
грал следующего вида:

(9)

П р и м е р  1. В случае цилиндрических коорди-
нат всеобъемлющего трехмерного пространства
( ), в которых задана поверхность
вращения ρ = ρ(α), уравнения (5) примут вид
(штрихом обозначена производная по α)
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(10)

Двухпараметрическая система, эквивалентная
при  уравнениям (10) геодезических
и имеющая первый интеграл вида (9), имеет вид

если первое и четвертое уравнения этой системы
рассматривать как новые кинематические соот-
ношения.

П р и м е р  2. Уравнения (5) геодезических на
плоскости Лобачевского с координатами (x = β,
y = α) примут вид

(11)

Двухпараметрическая система, эквивалентная при
 уравнениям (11) геодезических и

имеющая первый интеграл вида (9), имеет вид

если первое и четвертое уравнения этой системы
рассматривать как новые кинематические соот-
ношения.

Система равенств (8) может трактоваться как
возможность преобразования квадратичной фор-
мы метрики к каноническому виду с законом со-
хранения энергии (9) (или см. ниже (17)) в зави-
симости от рассматриваемой задачи. История и
текущее состояние рассмотрения данной более
общей проблемы достаточно обширны (отметим
лишь работы [5, 6]).
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Поиск как интеграла (9), так и (13) (см. далее)
опирается на наличие в системе дополнительных
групп симметрий [5, 6].

П р е д л о ж е н и е  3. Если функция 
является функцией лишь α:

(12)

то система (7) имеет первый интеграл следующего
вида:

(13)

Если выполнено свойство (12) и функции
 и  также являются функциями

лишь α:

(14)

то в системе (7) появляется независимая подси-
стема третьего порядка, состоящая из первых трех
уравнений (уравнение на  отделяется).

В частности, если выполнены свойства (8), (12),
то такая независимая подсистема появляется.

П р е д л о ж е н и е  4. Если выполнены условия
(8), (12), то система (7) имеет первый интеграл
следующего вида:

(15)

где, после взятия интеграла (15), вместо постоян-
ных , C2 можно подставить левые части ра-
венств (9), (13) соответственно.

Т е о р е м а  1. Если выполнены условия (8), (12),
то система (7) обладает полным набором, состоя-
щим из трех первых интегралов вида (9), (13), (15).

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
НА КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ 

К ДВУМЕРНОМУ МНОГООБРАЗИЮ 
В ПОТЕНЦИАЛЬНОМ СИЛОВОМ ПОЛЕ

Несколько модифицируем систему (7), полу-
чив систему консервативную. А именно, вводится
гладкое силовое поле в проекциях на оси  и ,
соответственно:
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Рассматриваемая система на касательном рассло-
ении  примет вид

(16)

и она почти всюду эквивалентна следующей си-
стеме:

П р е д л о ж е н и е  5. Если всюду справедливы
равенства (8), то система (16) имеет гладкий пер-
вый интеграл следующего вида:

(17)

П р е д л о ж е н и е  6. Пусть . Если функ-
ция  является функцией лишь α (условие (12)),
то система (16) имеет первый интеграл вида (13).

Пусть  = const. Если выполнено
свойство (12) и функции  и  также
являются функциями лишь α (условия (14)), то в
системе (16) появляется независимая подсистема
третьего порядка, состоящая из первых трех урав-
нений (уравнение на  отделяется).

В частности, если выполнены свойства (8), (12),
то такая независимая подсистема появляется.

П р е д л о ж е н и е  7. Пусть . Если вы-
полнены условия (8), (12), то система (16) имеет
первый интеграл следующего вида:

(18)
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где, после взятия интеграла (18), вместо постоян-
ных C1, C2 можно подставить левые части ра-
венств (17), (13) соответственно.

Т е о р е м а  2. Если выполнены условия (8), (12),
то система (16) обладает полным набором, состоя-
щим из трех первых интегралов вида (13), (17), (18).

3. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
НА КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ 

К ДВУМЕРНОМУ МНОГООБРАЗИЮ 
В СИЛОВОМ ПОЛЕ С ДИССИПАЦИЕЙ

Теперь несколько модифицируем систему (16).
При этом получим систему с диссипацией. А имен-
но, наличие диссипации (вообще говоря, знако-
переменной) характеризует не только коэффици-
ент , b > 0, в первом уравнении системы (19)
(в отличие от системы (16)), но и следующая зави-
симость (внешнего) силового поля в проекциях
на оси  и , соответственно:

Рассматриваемая система на касательном рассло-
ении  примет вид

(19)

и она почти всюду эквивалентна следующей си-
стеме:
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Перейдем теперь к интегрированию искомой
системы четвертого порядка (19) при выполне-
нии свойств (8), (12), а также при . При
этом происходит отделение независимой подси-
стемы третьего порядка:

(20)

(21)

Будем также предполагать, что для некоторого
κ ∈ R выполнено равенство

(22)

а для некоторых  ∈ R выполнены равенства

(23)

Условие (22) назовем “геометрическим”, а усло-
вия из группы (23) – “энергетическими”.

Условие (22) названо геометрическим в том
числе потому, что накладывает условие на коэф-
фициент связности , приводя соответствую-
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щие коэффициенты системы к однородному виду
относительно функции Δ(α). Условия же группы
(23) названы энергетическими в том числе потому,
что силы становятся, в некотором смысле, “потен-

циальными” по отношению к функциям  и

Δ(α), приводя соответствующие коэффициенты
системы к однородному виду опять же относи-
тельно функции Δ(α).

Т е о р е м а  3. Пусть выполняются условия (22)
и (23). Тогда система (20), (21) обладает тремя неза-
висимыми, вообще говоря, трансцендентными [7, 8]
первыми интегралами.

В общем случае первые интегралы выписывают-
ся громоздко (поскольку приходится интегрировать
уравнение Абеля [9]). В частности, если ,

, явный вид ключевого первого интеграла та-
ков:

(24)

При этом дополнительные первые интегралы
имеют следующие структуры:

(25)

(26)

Выражение первых интегралов (24)–(26) через
конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также
и от явного вида функции Δ(α). Действительно, при

,  дополнительный первый интеграл
системы (20) найдется из соотношения
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При этом после интегрирования вместо C1 можно
подставить левую часть равенства (24). Правая
часть данного равенства выражается через конеч-
ную комбинацию элементарных функций, а ле-
вая – в зависимости о функции Δ(α).

Справедлива и теорема, в некотором смысле
обратная к теореме 3.

Т е о р е м а  4. Условия (8), (12), (22), (23) (на-

пример, при , ) являются необходимымиκ = −1 λ = λ1 1
1 2
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условиями существования первого интеграла (24)
для системы (20), (21).

4. СТРОЕНИЕ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ
ДЛЯ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ

Если α – периодическая координата периода
2π, то система (20), (21) в условиях теоремы 3 ста-
новится динамической системой с переменной
диссипацией с нулевым средним [2, 10]. При этом
при  она превращается в систему
консервативную, которая обладает двумя гладки-
ми первыми интегралами:

(27)

(28)

Очевидно, что отношение двух первых инте-
гралов (27), (28) также является первым интегра-
лом системы (20), (21) при . Но при

 каждая из функций

(29)

и (28) по отдельности не является первым инте-
гралом системы (20), (21). Однако отношение
функций (29), (28) является первым интегралом си-
стемы (20), (21) (при , ) при любом b.

Вообще же, для систем с диссипацией трансцен-
дентность функций (в смысле наличия существен-
но особых точек) как первых интегралов наследует-
ся из нахождения в системе притягивающих или от-
талкивающих предельных множеств [11, 12].

5. СИСТЕМЫ НА ДВУМЕРНОЙ СФЕРЕ
И ПРИЛОЖЕНИЯ

Выше уже были выделены в качестве примеров
два класса многообразий (поверхности вращения
и плоскость Лобачевского), для которых приме-
нима предлагаемая методика интегрирования си-
стем с диссипацией. Теперь отметим однопара-
метрическое семейство функций f1(α) и f2(α),
определяющее метрику на двумерной сфере:

при этом выделим два существенных подслучая:

(30)

(31)

Случай (30) формирует класс систем, соответ-
ствующих пространственному движению динами-

чески симметричного твердого тела на нулевом
уровне циклического интеграла, вообще говоря, в
неконсервативном поле сил, при дополнительной
зависимости силового поля от (тензора второго
ранга) угловой скорости [2, 10]. Случай (31) фор-
мирует класс систем, соответствующих движе-
нию точки на сфере с естественной метрикой, ин-
дуцированной метрикой всеобъемлющего трех-
мерного евклидова пространства. В частности,
при  рассматриваемая система
описывает геодезический поток на двумерной сфе-
ре. В случае (30) если , то система
описывает пространственное движение твердого
тела в силовом поле F2(α) под действием следящей
силы [2, 3]. В частности, если ,

, то система описывает пространствен-
ный (сферический) маятник, помещенный в поток
набегающей среды, и обладает полным набором
трансцендентных первых интегралов, выражаю-
щихся через конечную комбинацию элементарных
функций [2, 3, 10, 11].

Если функция δ(α) не является периодической,
то рассматриваемая диссипативная система являет-
ся системой с переменной диссипацией с ненуле-
вым средним (т.е. она является собственно дисси-
пативной). Тем не менее, и в этом случае (благодаря
теоремам 3 и 4) можно получить явный вид транс-
цендентных первых интегралов, выражающихся
через конечную комбинацию элементарных функ-
ций. Последнее также определяет новые нетриви-
альные случаи интегрируемости динамических си-
стем с диссипацией на касательном расслоении
гладкого двумерного многообразия в явном виде.
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NEW CASES OF HOMOGENEOUS INTEGRABLE SYSTEMS 
WITH DISSIPATION ON THE TANGENT BUNDLES 

OF TWO-DIMENSIONAL MANIFOLDS
M. V. Shamolina

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

The integrability of certain classes of homogeneous dynamical systems is shown on the tangent bundles to
two-dimensional manifolds. In this case, the force fields have the so-called variable dissipation and generalize
the previously considered fields.

Keywords: dynamical system, integrability, dissipation, transcendental first integral
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