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Дифференциальные и функционально-дифференциальные уравнения

Задачи с экспоненциальной зависимостью гамильтониана от импульс-
ной переменной нетипичны для теории уравнений Гамильтона–Якоби.
Вместе с тем такие уравнения возникают в прикладных исследованиях,
в частности, в молекулярной генетике [3]. Ранее уравнение с гамильто-
нианом вида (3) исследовалось (см., например, [4]) в ограниченной по x
области G0 = {(t, x)| 0 < t < T, −1 6 x 6 1} в случае f(x) = (x + 1)/2,
g(x) = (1− x)/2.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований, проект

№ 20–01–00362.

1. Субботин А.И. Минимаксные неравенства и уравнения Гамильтона–Якоби.
Москва: Наука, 1991.

2. Crandall M.G., Lions P.-L. Viscosity solutions of Hamilton–Jacobi equations //
Transactions of the American Mathematical Society. 1983. Vol. 277. No. 1.
Pp. 1–42.

3. Saakian D.B., Rozanova O., Akmetzhanov A. Dynamics of the Eigen and the
Crow–Kimura models for molecular evolution // Physical Review E. 2008.
Vol. 78. 041908.

4. Субботина Н.Н., Шагалова Л.Г. Конструкция непрерывного минимаксно-
го / вязкостного решения уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана с непро-
должимыми характеристиками // Труды ИММ УрО РАН. 2014. Т. 20. № 4.
С. 247–257.

Интегрируемые динамические системы с
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В работе показана интегрируемость классов однородных по части пе-
ременных динамических систем нечетного (третьего, пятого, седьмого и
девятого) порядка, в которых выделяется система на касательном рас-
слоении к гладкому многообразию. При этом силовое поле разделяется
на внутреннее (консервативное) и внешнее, которое обладает диссипаци-
ей разного знака. Внешнее поле вводится с помощью некоторого унимо-
дулярного преобразования и обобщает ранее рассмотренные.
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Дать общее определение системы с диссипацией довольно затрудни-
тельно. В каждом случае иногда это может быть сделано: вносимые в
систему определенные коэффициенты указывают в одних областях фа-
зового пространства на рассеяние энергии, а в других областях — на ее
подкачку. Это и приводит к потере известных первых интегралов, явля-
ющимися гладкими функциями [1].

Исследуются системы нечетного порядка (ср. с [2, 3]). Мы проиллю-
стрируем подход на примере систем третьего порядка. Пусть v, α, z —
переменные в гладкой системе, правые части которой — однородные по-
линомы по переменным v, z с коэффициентами, зависящими от α. Выби-
рая в качестве независимой переменной q (dq = vdt, d/dq =<′>), а также
переменную Z (z = Zv), система перепишется как

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = a(α) + b(α)Z + c(α)Z2, (1)

α′ = g(α) + h(α)Z + i(α)Z2, Z ′ = d(α) + e(α)Z + f(α)Z2 − ZΨ(α,Z), (2)

при этом уравнение (1) отделяется. Особняком стоит случай

d(α) ≡ e(α) ≡ f(α) ≡ 0. (3)

Тогда система (1), (2) имеет аналитический первый интеграл

Φ1(v;Z) = z = vZ = C1 = const. (4)

Если выполнены следующие условия a(α) = h2(α)c(α)/i2(α), b(α) =
h(α)c(α)/i(α), g(α) = h2(α)/i(α), где c(α), h(α), i(α) — гладкие функции
на своей области определения, то система (1), (2) при условии (3) име-
ет два гладких первых интеграла, а именно, (4), а также Φ0(v;Z;α) =
v2(γ(α) + ǫ(α)Z) = C0 = const, где γ(α) и ǫ(α) — некоторые гладкие
функции.

Внутреннее силовое поле (зависящее от функций c(α), h(α) и i(α)) в
системе (1), (2) при условии (3) не нарушает консервативности системы.
Ограничимся частным случаем системы (1), (2):

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2δ̃(α), δ̃(α) =
dδ(α)

dα
, (5)

α′ = −Z + b0Z
2δ(α), Z ′ = −ZΨ(α,Z), (6)

b0 > 0 — параметр, δ(α) — некоторая гладкая функция, как систему при
отсутствии внешнего поля сил. Система (5), (6) имеет два гладких пер-
вых интеграла: Φ0(v;Z;α) = v2(1 − 2b0Zδ(α)) = C0 = const, Φ1(v;Z) =
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Дифференциальные и функционально-дифференциальные уравнения

vZ = C1 = const. Другими словами, независимая подсистема (6) на мно-
гообразии N2{Z;α} имеет рациональный по Z первый интеграл вида
Φ(Z;α) = (1 − 2b0Zδ(α))/Z

2 = C = const, не имеющий существенно осо-
бых точек. Тогда подсистема (6) не имеет асимптотических предельных
множеств.

Добавляя в систему (5), (6) внешнее поле F (α) при b0 > 0:

v′ = vΨ(α,Z), (7)

α′ = −Z + b0Z
2δ(α), Z ′ = F (α)− ZΨ(α,Z), (8)

создается впечатление, что система осталась консервативной (что име-
ет место при b0 = 0). Консервативность «подтвердилась» бы наличием
двух гладких интегралов. Действительно, при некотором условии у си-
стемы (7), (8) существует гладкий первый интеграл Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 +
F1(α)) = C1 = const, dF1(α)/dα = 2F (α), структура которого напоми-
нает интеграл полной энергии. Но дополнительного гладкого интеграла
система не имеет.

Если F (α) = δ(α)δ̃(α), то система (7), (8) имеет два независимых
(один, вообще говоря, трансцендентный и один гладкий) первых интегра-
ла: Φ0(v;Z;α) = v2

(
1− b0Zδ(α)− b0(Z

2 + δ2(α)) arctan δ(α)/Z
)
= C0 =

const, Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 + δ2(α)) = C1 = const.
Модифицируем далее систему (7), (8), при наличии двух ключевых

параметров b0, b1 > 0, введя внешнее поле. Получим систему

v′ = vΨ(α,Z),Ψ(α,Z) = −b0Z2δ̃(α) + b1F (α)δ(α),

f̃(α) = (µ− δ2(α))/δ̃(α), µ = const,
(9)

α′ = −Z + b0Z
2δ(α) + b1F (α)f̃(α), Z

′ = F (α)− ZΨ(α,Z). (10)

Мы ввели поле, добавив коэффициент F (α) в уравнение на Z ′ систе-
мы (7), (8), и убедились, что полученная система не будет консервативной.
Консервативность будет при условии: b0 = 0. Расширим введение сило-
вого поля, положив b1 > 0. Система на прямом произведении числового
луча и касательного расслоения TM1{Z;α} примет вид (9), (10). Только
что было введено диссипативное силовое поле с помощью унимодулярно-
го преобразования.

Теорема. Если выполнено условие F (α) = δ(α)δ̃(α), то система (9), (10)
обладает полным набором — двумя (одним гладким и одним, вообще го-
воря, трансцендентным) интегралами.
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