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ТЕОРЕМЫ О РЕДУКЦИИ В ТЕОРИИ КОЛЛЕКТИВНОГО ВЫБОРА

c© 2020 г. Н. Л. ПОЛЯКОВ, М. В. ШАМОЛИН

Аннотация. В работе получены комбинаторные теоремы, относящиеся к теории коллективного

выбора. Эти теоремы описывают достаточно общие условия, при которых задача о сохранении

произвольным правилом агрегирования f множества предпочтений D и задача о совместимости

множества предпочтений D с парой (f, C) могут быть сведены к аналогичным задачам для двух

конкретных правил агрегирования: правила большинства maj и правила «считалочки» cog. Ре-

зультаты получены в рамках клонового подхода к теории коллективного выбора, который был

предложен С. Шелахом и разработан авторами.

Ключевые слова: теория коллективного выбора, правило агрегирования, множество предпо-

чтений.

REDUCTION THEOREMS IN THE SOCIAL CHOICE THEORY

c© 2020 N. L. POLYAKOV, M. V. SHAMOLIN

Abstract. In the paper, combinatorial theorems relating to the theory of social choice are obtained.

These theorems describe general conditions under which the problem on the preserving the preference

set D by an arbitrary aggregation rule f and the problem on the compatibility of the preference set D

with a pair (f, C) can be reduced to similar problems for two specific aggregation rules: the majority rule

maj and the “counting rhyme” rule cog. Results are obtained within the framework of clone approach

in the theory of social choice proposed by S. Shelah and developed by the authors.

Keywords and phrases: social choice theory, aggregation rule, preference set.
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1. Основные определения. Рассмотрим стандартную модель коллективного выбора (см. [14,
15]). Даны конечные множества N = {1, 2, . . . , n} (участников) и A (альтернатив). Во избежание
рассмотрения тривиальных ситуаций будем считать, что |A| > 3 и n > 2. Предпочтения участ-
ников представляют собой, вообще говоря, произвольные рефлексивные бинарные отношения на
множестве A. Множество всех возможных предпочтений обозначим символом R(A). Кортежи
π = (P1, P2, . . . , Pn) ∈ R(A) называются профилями. Наиболее важные множества всех полных
антисимметричных отношений P ∈ R(A) и всех полных антисимметричных и транзитивных отно-
шений (линейных порядков) P ∈ R(A) обозначим, соответственно, через C(A) и L(A). Элементы
множества L(A) будем для краткости записывать в виде последовательностей: запись a0a1 . . . am
обозначает линейный порядок

� = {(ai, aj) : 0 6 i 6 j 6 m}.

Правилом агрегирования называется любая функция

f : (R(A))n ⇒ R(A),

удовлетворяющая следующим условиям:
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(IIA) условие независимости от посторонних альтернатив:

(

(x, y) ∈ P1 ⇔ (x, y) ∈ P ′
1

)

& . . . &
(

(x, y) ∈ Pn ⇔ (x, y) ∈ P ′
n

)

⇒

⇒
(

(x, y) ∈ f(π) ⇔ (x, y) ∈ f(π′)
)

для всех π = (P1, . . . , Pn), π
′ = (P ′

1, . . . , P
′
n) ∈ (R(A))n и x, y ∈ A.

(U) условие единогласия:

(x, y) ∈ P1 ∩ . . . ∩ Pn ⇒ (x, y) ∈ f(π)

для всех π = (P1, . . . , Pn) ∈ (R(A))n и x, y ∈ A.

Правило агрегирования f называется диктаторским на множестве C ⊆ R(A), если существует
номер i ∈ N , для которого

f(P1, P2, . . . , Pn) = Pi

для всех P1, P2, . . . , Pn ∈ C.
Пусть n = 3. Правилом большинства (majority rule) называется функция

maj : (R(A))3 → R(A),

которая определяется условием

(x, y) ∈ maj(P1, P2, P3) ⇔
∣

∣{i ∈ {1, 2, 3} : (x, y) ∈ Pi}
∣

∣ > 2

для всех различных x, y ∈ A.
Правилом «считалочки» (counting rhyme rule) назовем функцию

cog : (R(A))3 → R(A),

которая определяется равенствами

(x, y) ∈ cog(P1, P2, P3) ⇔
∣

∣{i ∈ {1, 2, 3} : (x, y) ∈ Pi}
∣

∣ = 1 (mod 2).

Легко убедиться, что правила maj и cog удовлетворяет условиям (U) и (IIA).
Хорошо известно (см. [14, 15]), что каждое правило агрегирования, удовлетворяющее (IIA),

может быть определено с помощью локальных решающих коалиций. А именно, правило агреги-
рования

f : (R(A))n → R(A)

удовлетворяет (IIA) тогда и только тогда, когда для каждой пары (x, y) ∈ A × A, x 6= y, суще-

ствует такое множество C
f
x,y ⊆ 2N , что

(x, y) ∈ f(π) ⇔ {i ∈ N : (x, y) ∈ Pi} ∈ C
f
x,y

для всех π = (P1, . . . , Pn) ∈ (R(A))n. Если правило f удовлетворяет (IIA), то условие (U) рав-

носильно условию N ∈ C
f
x,y (для всех x 6= y ∈ A).

Пусть σ — перестановка множества A. Для каждого отношения P ∈ R(A) и множества C ⊆
R(A) положим

Pσ =
{

(σ(a), σ(b)) : (a, b) ∈ P
}

, Cσ =
{

Pσ : P ∈ C
}

.

Множество C ⊆ R(A) назовем симметричным, если Cσ = C для любой перестановки σ множе-
ства A. Например, множества C(A) и L(A) симметричны. Класс C ⊆ 2R(A) назовем симметрич-

ным, если

C ∈ C ⇒ Cσ ∈ C

для любого множества C ⊆ R(A) и перестановки σ множества A.
Например, класс всех множеств однопиковых (single-peaked) предпочтений (см. [17]) симметри-

чен. Изучение симметричных классов предпочтений естественно. Действительно, если некоторое
множество предпочтений C ⊆ R(A) удовлетворяет какой-либо теоретико-множественной форму-
ле ϕ, не содержащей констант из A, то этой же формуле удовлетворяет и любое множество Cσ,
поэтому класс всех множеств C ⊆ R(A), удовлетворяющих такой формуле ϕ, симметричен.
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2. Инвариантные множества предпочтений. При рассмотрении некоторого правила агре-
гирования хочется надеяться, что его применение не выводит за рамки того или иного «есте-
ственного» множества предпочтений. Наиболее простое с математической точки зрения уточне-
ние этого условия приводит к понятию инвариантного множества.

Определение 1. Правило агрегирования

f : (R(A))n → R(A)

сохраняет множество D ⊆ R(A) (а D есть инвариантное множество правила f), если

π ∈ Dn ⇒ f(π) ∈ D

для всех π ∈ (R(A))n. Класс всех инвариантных множеств правила f обозначается символом
Inv(f).

Будем говорить, что правило агрегирования f : (R(A))n → R(A) сохраняет бинарный выбор

(или удовлетворяет условию (PBC)), если

C(A) ∈ Inv(f).

Можно заметить, что каждое (IIA)-правило агрегирования f : (R(A))n → R(A) удовлетворяет
условию (PBC) тогда и только тогда, когда для всех X ⊆ N и различных x, y ∈ A

N \X ∈ C
f
x,y ⇔ X /∈ C

f
y,x.

Множество D ⊆ C(A) назовем тривиальным, если

D = {P ∈ C(A) : Q ⊆ P}

для некоторого бинарного отношения Q ∈ R(A). Например, любое одноэлементное множество
D ⊆ C(A) и множество

{abc, acb} ∈ L({a, b, c})

тривиальны. Легко проверить, что тривиальное множество сохраняется каждым правилом агре-
гирования, удовлетворяющим условиям (IIA), (U) и (PBC). Класс D ⊆ 2C(A) назовем триви-

альным, если он состоит только из тривиальных множеств.

Теорема 1 (о редукции для инвариантных множеств предпочтений). Пусть |A| > 5. Пусть

D ⊆ 2C(A) — нетривиальный симметричный класс множеств предпочтений и

f : (R(A))n → R(A)

есть недиктаторское на множестве C(A) правило агрегирования, удовлетворяющее услови-

ям (IIA), (U) и (PBC). Пусть, наконец, D ⊆ Inv(f). Тогда

D ⊆ Inv(maj) или D ⊆ Inv(cog).

Эта теорема позволяет сводить изучение симметричных классов инвариантных множеств
предпочтений произвольного правила агрегирования, удовлетворяющего условиям (IIA), (U)
и (PBC), к изучению симметричных классов предпочтений правил maj и cog. В частности, хо-
рошо известную теорему Эрроу о невозможности (при n > 5; (см. [14]) легко получить, положив
D = {L(A)}. С другой стороны, теорему о редукции можно использовать для обобщения теорем
о возможности типа [16]. Заметим, что инвариантные множества предпочтений правил maj и cog
могут быть описаны явным, хотя и несколько утомительным образом.

3. Совместимые множества предпочтений. Понятие совместимых множеств предпочте-
ний является естественным обобщением понятия инвариантных множеств.

Определение 2. Пусть f — n-арное правило агрегирования и C ⊆ R(A). Множество D назы-
вается совместимым с парой (f, C), если D ⊆ C и

π ∈ Dn ⇒ f(π) ∈ C

для всех π ∈ (R(A))n. Класс всех множеств, совместимых с парой (f, C) обозначается символом
Comp(f, C).
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По всей видимости, теория отношения совместимости множеств D и пар (f, C) значительно
сложнее теории отношения сохранения правилом f множества D. Однако в некоторых случаях
первую удается свести ко второй. Очевидно,

C ∈ Inv(f) ⇔ C ∈ Comp(f, C).

С другой стороны, для каждой тройки множеств C ⊆ D′ ⊆ D ⊆ R(A) имеем

D′ ∈ Inv(f) ⇒ C ∈ Comp(f,D).

Определение 3. Пусть даны правило агрегирования f : (R(A))n → R(A) и множество D ⊆
R(A). Множество C ∈ Comp(f,D) будем называть нормальным, если существует такое множество
D′ ⊆ R(A), что

(i) C ⊆ D′ ⊆ D,
(ii) D′ ∈ Inv(f).

Нас будут интересовать условия, при которых каждое множество D, совместимое с парой (f, C)
нормально. Мы сосредоточимся на случае C = L(A), который являются классическим для теории
коллективного выбора. Легко показать, что для произвольного правила f интересующее нас усло-
вие не выполнено. Действительно, пусть, например, n = 3, A = {a, b, c}, и правило агрегирования
f задано следующим образом:

Cf
a,b = Cf

b,a =
{

{1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3}
}

,

Cf
b,c = Cf

c,b =
{

{2}, {2, 1}, {2, 3}, {1, 2, 3}
}

,

Cf
a,c = Cf

c,a =
{

{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 3}
}

.

Пусть C = {abc, cba}. Значение f на всех возможных профилях π ∈ C3 представлены в следующей
таблице:

P1 P2 P3 f(P1, P2, P3)
abc abc abc abc
abc abc cba abc
abc cba abc acb
abc cba cba cab
cba abc abc bac
cba abc cba bca
cba cba abc cba
cba cba cba cba

Таким образом,
{

f(π) : π ∈ C3
}

⊆ L(A);

значит,
C ∈ Comp(f,L(A)).

С другой стороны, легко убедиться, что

f(bca, acb, acb) /∈ L(A).

Следовательно, C не включено ни в одно подмножество L(A), которое сохраняется правилом f .
(Вместо непосредственного вычисления f(bca, acb, acb) можно было бы воспользоваться теоремой
Эрроу, если заметить, что

{

f(π) : π ∈ C3
}

= L(A).)
Оказывается, при некоторых достаточно общих предположениях можно сформулировать кри-

терий нормальности произвольного множества, совместимого с парой (f,L(A)).
Будем говорить, что правило агрегирования f : (R(A))n → R(A) удовлетворяет условию би-

нарной нейтральности (N0), если для любых различных x, y ∈ A и профилей

π = (P1, P2, . . . , Pn), π′ = (P ′
1, P

′
2, . . . , P

′
n) ∈ (R(A))n

выполнено условие

{i : (x, y) ∈ Pi} = {i : (y, x) ∈ P ′
i} ⇒

(

(x, y) ∈ f(π) ⇔ (y, x) ∈ f(π′)
)

.
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Можно заметить, что каждое (IIA)-правило агрегирования f : (R(A))n → R(A) удовлетворяет
условию (N0) тогда и только тогда, когда для всех различных x, y ∈ A

C
f
x,y = C

f
y,x.

Теорема 2. Пусть f : (P(A))n → P(A) есть правило агрегирования, удовлетворяющее усло-

виям (IIA), (U), (PBC) и (N0). Тогда следующие условия равносильны:

(i) каждое множество C, совместимое с парой (f,L(A)), нормально;
(ii) для любых попарно различных x, y, z ∈ A

C
f
x,y ∩ C

f
y,z ⊆ C

f
x,z ⇒

(

C
f
x,y = C

f
x,z ∨ C

f
y,z = C

f
x,z

)

.

Теорема 3 (о редукции для совместимых множеств). Пусть |A| > 5. Пусть C ⊆ 2L(A) —

нетривиальный симметричный класс множеств предпочтений и f : (R(A))n → R(A)— недик-

таторское на L(A) правило агрегирования, удовлетворяющее условиям (IIA), (U), (PBC)

и (N0). Пусть, наконец, C ⊆ Comp(f,L(A)). Тогда существует симметричный класс D ⊆ 2L(A),

для которого

(1) D ⊆ Inv(maj) ∩ Inv(f) или D ⊆ Inv(cog) ∩ Inv(f);
(2) для каждого C ∈ C существует D ∈ D, для которого C ⊆ D

и, значит, каждое множество C ∈ C нормально.

Хорошо известно, что множества линейных порядков, совместимые с парой (maj,L(A)), — это
в точности множества, удовлетворяющие критерию Сена (см. [20]). Теорема о редукции для сов-
местимых множеств может быть использована для получения различных обобщений теоремы
Сена о возможности.
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