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АННОТАЦИЯ
Данная статья является второй работой цикла, при этом дается классификация опорных

неисправностей, вводится понятие окрестности опорной неисправности, предложены простейшие
математические модели опорных неисправностей и их окрестностей; вводится понятие диагностического
пространства, рассматривается его математическая структура, формализующая непрерывность
процессов в диагностическом пространстве, показано, что в этом пространстве рассматриваемые
опорные неисправности и соответствующие им дифференциальные уравнения невырождены, то есть
измеряемые траектории рассматриваемого ЛА с двумя различными опорными неисправностями не
могут совпадать. Подготовлен материал к рассмотрению задачи дифференциальной диагностики.
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ABSTRACT
Proposed work is the second in the cycle, therefore, we present the classification of malfunctions and

introduce the concept of reference malfunctions that can occur in the control system of the object and
in the neighborhoods of these malfunctions. The simplest possible approaches to mathematical modeling
of malfunctions and their neighborhoods are formulated, and the problem of nondegeneracy of reference
malfunctions is discussed in detail. The concept of diagnostic space is introduced, and its mathematical
structure is defined. We also prepare the material for the consideration of the problem of differential
diagnostics.
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1. Математическое моделирование опорных неисправностей

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (см. первую статью данного цикла [1], а также
далее систему (9)) и дадим математическое моделирование определенных ранее опорных неисправностей
из класса возможных, которые могут произойти в системе управления

ξ′ = Φ(δ), δ = C(t)u+ ϕ(σ), σ = E(t)s. (1)

1. Отказ. В силу данного ранее определения, отказ датчика может быть обусловлен исчезновением
сигнала, поступившего на вход датчика, или отказом прибора, формирующего оператор при входном
сигнале, или и тем, и другим одновременно. Таких комбинаций много. Для простоты выделим из этого
множества и математически опишем только следующие:

а) обращение в ноль одной из составляющих ξi, i = 1, 2, 3, трехмерного вектора ξ, что означает отказ
одного из трех каналов управления (1);

б) обращение в ноль одного из коэффициентов матриц

C(t) = (cij(t)), E(t) = (eik(t)); i = 1, 2, 3, j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , q, (2)

которые формируются из вполне определенных физических параметров и удовлетворяют достаточным
условиям устойчивости рассматриваемой системы.

При этом, как обычно, система (в том числе датчик), реагирующая только на уже поступивший
на вход сигнал, устойчива, если любому ограниченному входному сигналу соответствует ограниченный
сигнал на выходе;

в) обращение в ноль одной из составляющих векторов u и s в (1).
Таким образом, будем рассматривать объединение следующих возможных отказов:

ξi = 0, i = 1, 2, 3,
cij = 0, uj = 0, j = 1, . . . , p,
eik = 0, sk = 0, k = 1, . . . , q.

(3)
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В (3) включаются и обрывы локальных обратных связей.
2. Сбой. В силу определения, данного ранее, сбой характеризуется отклонением значения того или

иного коэффициента (параметра) за пределы допустимых номинальных значений. Если учесть усло-
вия (10), то это будет соответствовать тому, что действительное значение одного из коэффициентов
cij , eik матриц C(t), E(t) в (1) окажется за пределами ограничивающих его констант, то есть сдвинет-
ся влево или вправо от этих констант. Запишем это в виде объединения следующих возможностей:

cij /∈ [cij , cij ], то есть cij ∈ (0, cij) или
cij ∈ (cij ,+∞), i = 1, 2, 3,

eik /∈ [eik, eik], то есть eik ∈ (0, eij) или
eik ∈ (eik,+∞), j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , q.

(4)

Точно так же сбоем является отклонение от номинального значения одного из параметров функций
Φ(δ) или ϕ(σ). Например, действительное значение параметра, характеризующего максимальное значе-
ние одной из указанных функций, увеличивается или уменьшается.

3. Заклинивание. В силу определения, заклинивание математически можно моделировать следую-
щим образом:

ξi(t) ≡ ξϕxi = const, i = 1, 2, 3;

uj(t) ≡ uϕxj = const, j = 1, . . . , p, t0 6 t 6 T ;

sk(t) ≡ sϕxk = const, k = 1, . . . , q,

(5)

то есть в процессе движения в некоторый момент времени на отрезке [t0, T ] одна из координат ξi(t),
или uj(t), или sk(t) фиксируется (заклинивается) и в дальнейшем не изменяется во времени.

Если на постоянные значения (5) могут накладываться некоторые колебания, например синусоидаль-
ные колебания постоянной амплитуды и частоты, то такое заклинивание можно описать следующими
соотношениями:

ξi(t) = ξϕxi + aϕxξi sin(ωϕx
ξi
t+ ϕϕxξi ),

uj(t) = uϕxj + aϕxuj
sin(ωϕx

uj
t+ ϕϕxuj

),

sk(t) = sϕxk + aϕxsk sin(ωϕx
sk
t+ ϕϕxsk ),

i = 1, 2, 3, j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , q; t0 6 t 6 T.

(6)

4. Активный отказ, то есть мгновенное изменение в некоторый момент времени t на отрезке [t0, T ]
одной из координат, формирующих систему управления, до максимально возможного значения и закли-
нивания, математически будем моделировать следующим образом:

ξi(t) ≡ ξmax
i = const, i = 1, 2, 3,

uj(t) ≡ umax
j = const, j = 1, . . . , p, t0 6 t 6 T,

sk(t) ≡ smax
k = const, k = 1, . . . , q.

(7)

5. Нарушение симметрии. Математически нарушение симметрии можно моделировать сдвигом на-
чала отсчета сигнала в процессе его формирования датчиком в плоскости одной из функций ξi(t), uj(t),
sk(t). Это можно обеспечить, например, введением запаздывания или упреждения, смещения вдоль оси
ординат или тем и другим одновременно. В частности, нарушение симметрии в работе исполнительных
органов, движение которых описывается в (9) характеристиками Φ(δ, t) и ϕ(σ, t), моделируется следую-
щим нарушением условий (11):

Φh(δh, t) ̸= 0, если δh = 0 или для некоторых
δh = δ∗h ̸= 0, δ∗hΦ(δ

∗
h, t) 6 0,

ϕh(σh, t) ̸= 0, если σh = 0 или для некоторых
σh = σ∗

h ̸= 0, σ∗
hϕ(σ

∗
h, t) 6 0.

(8)

Соотношения (8) описывают ситуации, при которых происходит симметричный сдвиг характеристик
исполнительных органов в плоскости функций Φh(δh, t) или ϕh(σh, t).

В заключение этого раздела отметим следующее. В настоящей статье не рассматриваются причины
возникновения неисправностей, а только их последствия; все формулируется применительно к одиноч-
ным неисправностям, но могут в принципе рассматриваться и более сложные комбинации нарушений.

Таковы простейшие представления о математических моделях опорных неисправностей. Предлагаемое
моделирование опорных неисправностей необходимо рассматривать только как первоначальный простей-
ший подход к сложной и ответственной задаче диагностики динамических систем, однако требующий
избыточную информацию о работе приборов, то есть более глубокого понимания механики динамиче-
ских процессов, происходящих в этих приборах. Этот подход позволяет более осознанно подойти к зада-
че диагностики, дать ее строгую математическую постановку и указать алгоритмы решения. Перейдем
теперь к определению и описанию окрестностей опорных неисправностей.
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2. Окрестности опорных неисправностей
Напомним рассматриваемую систему:

x′ = A(x) +B(x)ξ,
ξ′ = Φ(δ),

δ = C(t)u+ ϕ(σ),
σ = E(t)s,

(9)

где x — фазовый n-мерный вектор состояния, A(x) и B(x) — определенные, непрерывные матрицы-
функции; ξ — трехмерный управляющий вектор, элементами которого являются углы отклонения ξi,
i = 1, 2, 3, рулей высоты, элеронов, направления; составляющие трехмерных векторов u и s в (9) могут
быть приборно измерены или алгоритмически вычислены; элементы матриц C(t) = (cij(t)) и E(t) =
= (eik(t)) удовлетворяют условиям:

cij ∈ [cij , cij ], cij 6 cij , i = 1, 2, 3,
eik ∈ [eik, eik], eik 6 eik, j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , q,

(10)

где cij , cij , eik, eik — некоторые постоянные значения.
Элементы вектор-функций Φ(δ) и ϕ(σ) определены и непрерывны при всех значениях δh и σh и при-

надлежат к классу так называемых допустимых характеристик, удовлетворяющих следующим услови-
ям:

1) Φh(δh) = 0, если δh = 0; ϕh(σh) = 0, если σh = 0.
2) δhΦh(δh) > 0, если δh ̸= 0; σhϕh(σh) > 0, если σh ̸= 0.

(11)

Впрочем, условие 1 (для непрерывных функций) является следствием условия 2.
Будем, кроме того, считать, что интегралы в пределах [0,+∞) и [0,−∞) от этих функций расходятся,

что гарантирует сходимость решений при t→ ∞.
Зависимость от времени матриц C,E в правой части (9) обусловлена тем, что процесс развития

неисправностей может явно зависеть от времени.
Напомним также, что конечному набору попарно (в совокупности) различных датчиков системы

управления движением объекта можно поставить в соответствие конечный набор H опорных неисправ-
ностей

H = ∥Hj∥lj=1 (12)

из класса возможных.
Как отмечалось в [2–4], все процессы в рассматриваемой системе (9) предполагаются протекающими

непрерывно. Если в некоторый заранее неизвестный момент времени t0 в системе (9) возникнет некото-
рая неисправность из списка (12) или неисправность, не предусмотренная списком (12), но “близкая” к
какой-нибудь из списочной неисправности, то траектория системы (9) в последующее время при t > t0
будет непрерывно продолжаемой.

Очевидно, что в силу непрерывности процессов, если неучтенная списком (12) непредвиденная неис-
правность произойдет в “близкой” к Hj области, то траектории системы (9) с этими неисправностями
будут мало отличимы.

Введем понятие окрестности опорной неисправности.
Определение 2.1. Окрестностью Oj (областью влияния) опорной неисправности Hj из (12) на-

зовем множество точек таких, что если в точке окрестности Oj, включая точку Hj, произойдет
не предусмотренная списком (12) неисправность, развивающаяся по заранее неизвестному закону, то
траектории системы (9) с этой неисправностью и с неисправностью Hj из (12) будут “мало” отли-
чаться, и она будет распознаваема как одна из опорных неисправностей (12).

Неисправность, не предусмотренная списком (12), но “близкая” к списочной неисправности Hj из
окрестности Oj , то есть такая, при возникновении которой траектории системы будут “мало” отличать-
ся от траекторий системы со списочной неисправностью Hj , будет распознаваться алгоритмом, решаю-
щим задачу обнаружения неисправности, как списочная неисправность Hj . Если же не предусмотренная
списком (12) неисправность произойдет в области пересечения окрестностей Oj , она может быть обна-
ружена как одна из списочных неисправностей, окрестности которых образуют область пересечения.

Последнее не должно считаться проблемой. Интерес, главным образом, представляет обнаружение
неисправного датчика, а не конкретной неисправности в нем.

Теперь можно дать более конкретные определения окрестностей неисправностей из классификацион-
ного списка и рассмотреть простейшие математические модели этих окрестностей.

1. Окрестность отказа. Окрестностью отказа датчика назовем множество точек, распределенных
во времени, такое, что любая возникшая и развивающаяся в этом множестве по неизвестному нам закону
неисправность, возможно ведущая к отказу, может быть диагностирована как отказ.
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Окрестности отказов (3) математически можно моделировать как полосы во времени, ограниченные
сверху и снизу максимально и минимально возможными значениями координат ξi, uj , sk, а для коэф-
фициентов cij и eik — максимально возможными их значениями и осью времени t:

ξi ∈ [ξi, ξi], ξi 6 ξi, i = 1, 2, 3,
cij ∈ [cij , cij ], uj ∈ [uj , uj ], j = 1, . . . , p,

eik ∈ [eik, eik], sk ∈ [sk, sk], k = 1, . . . , q.

(13)

Определенные таким образом окрестности (13) отказов (3) могут пересекаться только по прямым
на оси времени t.

2. Окрестность сбоя. Окрестностью сбоя будем называть множество точек, распределенных во
времени, охватывающее множество допустимых значений выходного сигнала датчика и такое, что любая
возникшая и развивающаяся во времени в этом множестве неисправность может быть диагностирована
по априори фиксированному сбою датчика.

В соответствии с (10) и (4) окрестности сбоев математически можно описать как полосы вдоль оси
времени, ограниченные, соответственно, значениями констант cij , eik, cij , eik и нижними cij , eik и верх-

ними cij , eik границами, то есть

cij ∈ (0, cij ], eik ∈ (0, eik], i = 1, 2, 3,

cij ∈ [cij ,∞), eik ∈ [eik,∞), j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , q.
(14)

Определенные таким образом окрестности (14) сбоев (4) не пересекаются между собой, то есть окрест-
ности сбоев различных датчиков также не пересекаются.

Окрестности отказа и сбоя для данного датчика, вообще говоря, могут не пересекаться, но могут и
пересекаться. В последнем случае непредвиденные неисправности, происшедшие в области пересечения,
могут быть диагностированы или как отказ, или как сбой, или как отказ и сбой одновременно. В любом
случае неисправный датчик будет диагностирован алгоритмом обнаружения неисправностей.

3. Окрестность заклинивания. Окрестность заклинивания можно выбрать в виде полосы, огра-
ниченной сверху прямой ξ+i (t) (или прямыми u+j (t), s

+
k (t)) и снизу прямой ξ−i (t) (или прямыми u−j (t),

s−k (t)), включающей в себя соответствующий режим (5) или (6).
4. Окрестность активного отказа (7) может быть описана как полуполоса, ограниченная сверху

одним из значений ξmax
i , umax

j , smax
k , а снизу некоторой прямой ξ

(−)
i , u(−)

j , s(−)
k , соответственно, или

полуполосой, ограниченной снизу одним из значений ξmin
i , umin

j , smin
k , а сверху некоторой прямой ξ

(+)
i ,

u
(+)
j , s(+)

k , соответственно.
5. Окрестность нарушения симметрии можно моделировать окружностью с центром в точке

сдвига радиуса rξi , ruj или rsk , которая перемещается вместе с точкой сдвига, или, что то же самое,
полосой шириной 2rξi , 2ruj или 2rsk , соответственно.

Приближенные границы рассмотренных в настоящем разделе окрестностей возможных опорных неис-
правностей априори могут быть найдены, если это необходимо, различными численными методами.

В дальнейшем окрестности Oj опорных неисправностей Hj из априорного списка (12) считаются
открытыми множествами.

Определение 2.2. Опорные неисправности (12) из класса возможных, окрестности которых не
пересекаются или пересекаются только вдоль прямых по оси времени, назовем невырожденными.

Таким образом, конечному набору попарно (в совокупности) различных датчиков системы управле-
ния (1) движением объекта, описываемым дифференциальными уравнениями (9), можно поставить в
соответствие конечный набор (12) опорных невырожденных неисправностей из класса возможных.

Если для конкретного датчика некоторые окрестности неисправностей, которыми он представлен в
наборе (12), пересекаются, то это, как уже отмечалось, не следует считать проблемой. Важно уметь
диагностировать датчик, в котором произошла неисправность.

Определение 2.3 Диагностическим пространством назовем совокупность датчиков, которой ста-
новится в соответствие набор возможных опорных неисправностей Hj с их окрестностями Oj, под-
вергающихся диагностированию посредством опорных невырожденных неисправностей из класса воз-
можных.

В заключение рассмотрим математическую структуру всего диагностического пространства:

(M ;O1, O2, . . . , Ol;A1, A2, A3), (15)

где M — множество неисправностей H1, . . . , Hl из (12) вместе с их окрестностями O1, . . . , Ol.
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Аксиомы A1, A2, A3 определяются следующим образом:

A1 : ∀Hj ∈M ∃Oj (Hj ⊂ Oj);
A2 : ∀Oj ∃Hj (Hj ⊂ Oj);

A3 : Hj ⊂ Oj ∩Ok ⇒ ∃Oµ (Hj ⊂ Oµ ⊂ Oj ∩Ok ∨Oµ ⊂ Oj ∪Ok).
(16)

Аксиома A1 утверждает, что окрестности Oj , являющиеся подмножествами множества M , покрывают
все M , а из аксиомы A2 следует, что эти окрестности не пусты.

Аксиома A3 позволяет обеспечить непрерывный процесс приближения к элементу Hj :

Hj = lim
µ→∞

Oµ ⇔ ∀Oµ ∃M (µ > M ⇒ Hj ⊂ Oµ),

каждая окрестность Oµ которого содержит Hj и “близкие” к Hj непредвиденные и не содержащиеся в
наборе (12) неисправности, которые, если они возникнут в окрестностях Oj , надо уметь диагностировать
посредством априорного набора неисправностей (12).

Если же под элементом x понимать не только событие Hj , но и непредвиденное событие (не вклю-
ченное в список H возможных неисправностей (12)), которое может произойти в любой точке M и
которое требуется диагностировать посредством Hj , то аксиомы математической структуры диагности-
ческого пространства (15) могут быть записаны в следующем виде:

A1 : ∀x ∈M ∃Oi (x ∈ Oi),

то есть окрестности покрывают все M ;

A2 : ∀Oi ∃x (x ∈ Oi),

то есть окрестности не пусты;

A3 : x ∈ Oi ∩Oj ⇒ ∃Ok (x ∈ Ok ⊂ Oi ∩Oj ∨Ok ⊂ Oi ∪Oj),

то есть окрестности можно измельчать и обеспечивать процесс приближения к элементу x.
Предел последовательности {Ok} можно определить как элемент

x = lim
k→∞

Ok,

каждая окрестность Oj(x) которого содержит Hj и “близкие” к Hj непредвиденные и не содержащиеся
в наборе (12) неисправности, которые, если они возникнут в окрестностях Oj(Hj), надо уметь диагно-
стировать посредством априорного набора неисправностей (12):

x = lim
k→∞

Ok ⇔ ∀Ok(x) ∃K (k > K ⇒ x ∈ Ok,Hj ⊂ Ok, j = 1, . . . , l).

Математическая структура диагностического пространства (15) позволяет обеспечить ситуацию, при
которой решения системы (9) и этой системы с неисправностями (12) в системе управления (1) с оди-
наковыми начальными условиями x0 из некоторого ограниченного пространства будут отличаться (раз-
личимы) друг от друга, а решения системы (9) с опорной неисправностью Hj из (12) и с не предусмот-
ренной списком (12) (непредвиденной) неисправностью из окрестности Oj этой опорной неисправности
с одинаковыми начальными условиями x0 будут “близкими”, то есть “мало” отличаться друг от друга,
и они могут быть диагностированы как опорные неисправности.

Это во всяком случае будет справедливо для непересекающихся окрестностей Oj , j = 1, . . . , l, или
окрестностей, пересекающихся только вдоль прямых по оси времени.

Перейдем теперь к постановке задачи дифференциальной диагностики.

3. Задача дифференциальной диагностики
Дифференциальная диагностика алгоритмическим способом решает задачу обнаружения неисправно-

сти, возникшей в управляемой динамической системе, вычислительными средствами, исходя из знания
математической модели движения системы, некоторой информации о возможных неисправностях в си-
стеме и имеющейся внешнетраекторной информации.

Как уже отмечалось, задачу дифференциальной диагностики целесообразно разрабатывать одновре-
менно с проектированием конкретной системы. В частности, разработку задачи диагностики системы
управления движением объекта целесообразно совместить с синтезом системы управления.

Будем рассматривать объекты, движение которых может быть описано обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями следующего вида:

x′ = f(x, u, t) = f0(x, t), (17)
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где x — вектор (n × 1), характеризующий отклонение от режима, предписанного целью управления.
Относительно управлений

u(t) = ∥uν(t)∥mν=1

будем предполагать, что они принимают значения из ограниченной замкнутой области U , то есть

u(t) ∈ U. (18)

Цель управления будет формализоваться следующим тождеством:

x(t) ≡ 0. (19)

Рассмотрим далее функцию Ляпунова ν(x, t) > 0 и пару [5; 6]

{ν(x, t);u(x, t)}, (20)

где u(x, t) ∈ U .
Пара (20) позволяет синтезировать [5; 7; 8] допустимое управление, удовлетворяющее (18), достав-

ляющее асимптотическую устойчивость решению (19) нелинейной системы (17).
Пусть, кроме того, известен конечный набор (12) опорных невырожденных неисправностей

H = ∥Hj∥lj=1 (21)

в системе управления объектом, движение которого описывается уравнениями (17), и, значит, известен
соответствующий набор функций управления

u = ∥uj(x, t)∥lj=1 . (22)

Набор функций (22) не изменяет фазового пространства системы (17); функции, его составляющие,
отличаются той или иной неисправностью и необязательно удовлетворяют в области параметров системы
(17) условиям асимптотической устойчивости решения (19), определяемым функцией ν(x, t) в (20).

Конечному набору управления (22) поставим в соответствие следующий набор систем дифференци-
альных уравнений:

x′ = fj(x, t), j = 1, . . . , l, (23)

где fj(x, t) — соответствующие неисправностям (21) в управлениях (22) известные вектор-функции раз-
меров (n× 1), отличные друг от друга и от функции f0(x, t) в (17).

Модели (17) и (23) принадлежат одному и тому же фазовому пространству и отличаются лишь
структурой. Если в заранее неизвестный момент времени функция f0(x, t) в (17) заменяется на одну
из функций fj(x, t), j = 1, . . . , l, из (23), то траектория системы (17) непрерывно продолжается одной
из траекторий системы (23) [9–11].

Задача дифференциальной диагностики может быть сформулирована следующим образом.
Пусть известны дифференциальные уравнения (17) и (23) и значение фазового вектора в начальный

момент времени x(t0).
Требуется построить функционал

Sj = Φ(x(t), x(t0), fj(x, t), τ − τ0), j = 0, . . . , l,

решающий задачу дифференциальной диагностики, то есть задачу однозначного распознавания возник-
шей в диагностическом пространстве (15) системы (17) неисправности по априорному набору (21) опор-
ных невырожденных неисправностей. Данная задача решается минимизацией по j, то есть осуществле-
нием процесса обработки выходной информации в силу уравнений (17) и (23) по входной информации
о состоянии системы в момент времени t0 и последующего слежения за траекторией объекта (17) на
интервале времени [τ0, τ ], где τ − τ0 — время диагностики [12–14].

В дальнейшем будет лишь показано, что множество функционалов и алгоритмов, решающих постав-
ленную задачу, не пусто. Будет дано замкнутое решение задачи. При этом будем исходить из того, что
задачу дифференциальной диагностики управляемых динамических систем и, в частности, задачу диа-
гностики систем управления движением этих систем можно представить в виде двух самостоятельных
последовательно решаемых задач: задачи контроля и задачи диагностирования [15–17].

Задача контроля устанавливает критерий наличия неисправности в системе, а задача диагностиро-
вания устанавливает критерий поиска и обнаружения датчика, в котором произошла неисправность при
условии, что известен априорный список возможных опорных неисправностей [18; 19].
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Заключение

В настоящем цикле работ применительно к объектам, движение которых описывается обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями, предлагаются простые подходы решения задач дифференци-
альной диагностики управляющих систем этих объектов, опирающиеся на знание законов классической
механики и основанные на сравнении действительного и возможных состояний объекта [20–22]. Эти под-
ходы являются естественным продолжением дифференциальной теории управления движущимися объ-
ектами, работающими в идеальных условиях и в условиях воздействия шумов, и требуют более глу-
бокого понимания и математического описания динамики отдельных узлов системы управления и ее
возможных состояний [23; 34].

При этом заметим, что в действительности системы (17) и (23) являются системами с неполной
информацией, и неисправности в системе (17) могут возникать и развиваться по законам, которые не
предусмотрены системами (23), а начальные условия систем (17) и (23) в общем случае определены огра-
ниченными множествами [25–27]. Поэтому при решении задач контроля и диагностирования на этапе
проектирования на уровне математических моделей и программ целесообразно использовать статистиче-
ский метод теории вероятностей и получать, таким образом, детерминированный аналог решения задачи
диагностики, который и должен реализовываться на борту реального объекта [28; 29].

В следующих частях цикла работ перейдем к постановке и решению задач контроля и диагности-
рования [30; 31].
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