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ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÑÅÄÜÌÎÃÎ È ÄÅÂßÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÄÈÑÑÈÏÀÖÈÅÉ

Óñòàíîâëåíà èíòåãðèðóåìîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ îäíîðîäíûõ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì íå÷åòíîãî (ñåäüìîãî è äåâÿòîãî) ïîðÿäêà, â êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ ñèñòåìà
íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèÿì. Áèáëèîãðàôèÿ: 13 íàçâ.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò ñåðèþ ðàáîò àâòîðà ïî äàííîé òåìàòèêå (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 3]).
Çäåñü óñòàíîâëåíà èíòåãðèðóåìîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ îäíîðîäíûõ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì íå÷åòíîãî (ñåäüìîãî è äåâÿòîãî) ïîðÿäêà, â êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ ñèñòåìà íà
êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê òðåõìåðíûì è ÷åòûðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèÿì. Ïðè ýòîì ñèëîâûå
ïîëÿ îáëàäàþò äèññèïàöèåé ðàçíîãî çíàêà è îáîáùàþò ðàíåå ðàññìîòðåííûå.

1. Ñèñòåìû ñåäüìîãî ïîðÿäêà ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ

Ïóñòü v, α, β = (β1, β2), z = (z1, z2, z3) � ôàçîâûå ïåðåìåííûå â ñèñòåìå, ïðàâûå ÷àñòè êîòî-
ðîé � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè 2 ïî ïåðåìåííûì v, z ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò
α, β. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íîâîãî âðåìåíè ïåðåìåííóþ q (dq = vdt, d/dq = 〈′〉, v 6= 0), ðàññìîòðèì
ñèñòåìó ñåäüìîãî ïîðÿäêà

v′ = Ψ(α,Z)v, (1.1)

α′ = −Z3 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 )δ(α),

Z ′
3 = Γα

11(α, β)f
2
1 (α)Z

2
2 + Γα

22(α, β)f
2
2 (α)g

2(β1)Z
2
1 − Z3Ψ(α,Z),

Z ′
2 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
Z2Z3 − Γ1

22(α, β)
f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Z

2
1 − Z2Ψ(α,Z),

Z ′
1 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
Z1Z3 −

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
f1(α)Z1Z2 − Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Z2f1(α),

β′
2 = −Z1f2(α)g(β1)

(1.2)
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êàê ñèñòåìó ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ ñèë. Çäåñü Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 )δ̃(α), δ̃(α) =

dδ(α)

dα
, Z = (Z1, Z2, Z3), zk = Zkv, k = 1, 2, 3, b > 0, δ(α), f1(α), f2(α), g(β1) � ãëàäêèå ôóíê-

öèè. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1.1) îòäåëÿåòñÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ (1.2)
â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ñèñòåìû (ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû) íà øåñòèìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
N6{Z3, Z2, Z1;α, β1, β2} = TM3{Z3, Z2, Z1;α, β1, β2} (êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ãëàäêîãî òðåõìåð-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ M3{α, β1, β2} (ñì. òàêæå [4, 5])).

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ñèñòåìû (1.2). Îíà ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì ãåîäåçè÷å-
ñêèõ ëèíèé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM3{α̇, β̇1, β̇2;α, β1, β2} ìíîãîîáðàçèÿ M3{α, β1, β2} [4]
(â ÷àñòíîñòè, ñôåðû èëè ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ � ñ øåñòüþ èëè äåâÿòüþ íåíóëåâûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ñâÿçíîñòè):

α̈+ Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0.

(1.3)

Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ íîâûå êîîðäèíàòû Z1, Z2, Z3 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå
α̇ = −Z3,

β̇1 = Z2f1(α),

β̇2 = Z1f2(α)g(β1),

(1.4)

ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ íà íèõ â âèäå (ñð. ñ ñèñòåìîé (1.2))

Z ′
1 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
Z1Z3 −

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
f1(α)Z1Z2,

Z ′
2 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
Z2Z3 − Γ1

22(α, β)
f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Z

2
1 ,

Z ′
3 = Γα

11f
2
1 (α)Z

2
2 + Γα

22f
2
2 (α)g

2(β1)Z
2
1 ,

(1.5)

ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (1.3) ïî÷òè âñþäó ýêâèâàëåíòíû ñîâîêóïíîñòè (1.4), (1.5), êîòîðàÿ, ïðåæäå
âñåãî, ïðèñóòñòâóåò â ñèñòåìå (1.2).

Äàëåå, â ñèñòåìå (1.2) òàêæå ïðèñóòñòâóþò êîýôôèöèåíòû ïðè ïàðàìåòðå b > 0. Íî îíè
íå íàðóøàþò êîíñåðâàòèâíîñòè, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1.1), (1.2) îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì (ïÿ-
òüþ) ãëàäêèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (òî, ÷òî ïîëíûé íàáîð ñîñòîèò íå èç øåñòè, à èç ïÿòè ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ, áóäåò ïîêàçàíî íèæå).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Åñëè âñþäó íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà ðà-
âåíñòâ

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ Γα
11(α, β)f

2
1 (α) ≡ 0,

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ Γα
22(α, β)f

2
2 (α)g

2(β1) ≡ 0,

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

22(α, β)f
2
2 (α)g

2(β1) ≡ 0,

(1.6)

òî ñèñòåìà (1.1), (1.2) èìååò àíàëèòè÷åñêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà
Φ1(v;Z3, Z2, Z1) = v2(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 ) = C2
1 = const . (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè (1.7) â ñèëó ñèñòåìû (1.1),
(1.2) äàåò

2v2
[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα
+ Γα

11(α, β)f
2
1 (α)

]
Z2
2Z3
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+ 2v2
[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα
+ Γα

22(α, β)f
2
2 (α)g

2(β1)
]
Z2
1Z3

+ 2v2
[[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

22(α, β)f
2
2 (α)g

2(β1)
]
Z2
1Z2 ≡ 0,

ïîñêîëüêó âûïîëíåíû ñâîéñòâà (1.6). ¤

Ìîæíî äîêàçàòü îòäåëüíóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ f1(α), f2(α), g(β1) ñèñòåìû (1.6)
äëÿ óñëîâèé íàëè÷èÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà (1.7) äëÿ ñèñòåìû (1.4), (1.5) óðàâíåíèé
ãåîäåçè÷åñêèõ (1.3). Íî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äàííûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû èëè äëÿ
ñèñòåì ïðè îòñóòñòâèè ñèëîâîãî ïîëÿ, èëè äëÿ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëüíîãî ñèëîâîãî
ïîëÿ. Íî äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé óñëîâèÿ (1.6) ïðèîáðåòóò íåñêîëüêî èíîé ñìûñë.

Òåì íå ìåíåå, â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü â óðàâíåíèÿõ (1.4) âûïîëíåíèå óñëîâèé
f1(α) = f2(α) = f(α), (1.8)

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ g(β1) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïðåîáðàçîâàííîìó òðåòüåìó ðàâåíñòâó èç (1.6):

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

+ Γ1
22(α, β)g

2(β1) ≡ 0. (1.9)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ g(β1) áóäåì áðàòü â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè, à
âîò îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ f(α) áóäóò äàíû íèæå.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Åñëè âûïîëíåíû ñâîéñòâà (1.8), (1.9) è
Γ1
α1(α, β) = Γ2

α2(α, β) = Γ1(α), (1.10)
òî ñèñòåìà (1.1), (1.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ2(v;Z2, Z1;α) = v2
√
Z2
1 + Z2

2δ(α) = C2 = const, (1.11)

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ δ(α) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó

δ(α) = A1f(α) exp

{
2

α∫

α0

Γ1(b)db

}
, A1 = const . (1.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå

v2
√
Z2
1 + Z2

2Φ0(α).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîñëåäíåé ôóíêöèè â ñèëó ñèñòåìû (1.1), (1.2) äàåò

v2
{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]
Φ0(α)− Φ′

0(α)
}
Z3

√
Z2
1 + Z2

2

− v2b
√
Z2
1 + Z2

2 (Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 )[δ

′(α)Φ0(α)− δ(α)Φ′
0(α)].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ïðîèçâîäíàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíÿëàñü íóëþ, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
Φ0(α) óäîâëåòâîðÿëà îáûêíîâåííîìó óðàâíåíèþ

Φ′
0(α) =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

à òàêæå áûëî âûïîëíåíî òîæäåñòâî
δ′(α)Φ0(α) ≡ δ(α)Φ′

0(α).

Íî äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà (1.12) è ðàâåíñòâà ôóíêöèé Φ0(α)
è δ(α) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. ¤

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ è äâà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.3. Åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî (1.8), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
Γ2
12(α, β) = Γ2(β1), (1.13)

à òàêæå âòîðîå ðàâåíñòâî èç (1.10) (Γ2
α2(α, β) = Γ1(α)) è (1.12), òî ñèñòåìà (1.1), (1.2) èìååò

ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà
Φ3(v;Z1;α, β1) = v2Z1δ(α)Φ(β1) = C3 = const, (1.14)

ãäå

Φ(β1) = g(β1) exp

{
2

β1∫

β01

Γ2(b)db

}
.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü âûïîëíåíî ñâîéñòâî (1.8) è
Γα
11(α, β) = Γα

22(α, β)g
2(β1) = Γ3(α). (1.15)

Òîãäà ñèñòåìà (1.1), (1.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà
Φ0(v;Z3;α) = v2(1− 2bZ3δ(α)) = C0 = const, (1.16)

åñëè ôóíêöèÿ δ(α) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

δ(α) = A2 exp

{
−

α∫

α0

Γ3(b)db

}
, A2 = const .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âûïîëíåíû ñâîéñòâà (1.6), (1.8), (1.10), (1.12), (1.15), òî ñèñòåìà (1.1), (1.2)
èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (1.16).

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.8)�(1.10), (1.12), òî ñèñòåìà (1.1), (1.2)
èìååò ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ4(β1, β2, C2, C3) = β2 +

β1∫

β10

C2
3g(b)

C2
2Φ

2(b)− C2
3

db = C4 = const, (1.17)

ãäå, ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà (1.17), âìåñòî ïîñòîÿííûõ C2, C3 ìîæíî ïîäñòàâèòü ëåâûå ÷à-
ñòè ðàâåíñòâ (1.11), (1.14) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèé 1.2, 1.3 è èñïîëüçîâàíèè
ÿâíûõ âèäîâ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (1.11) è (1.14). ¤

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèé 1.1�1.5 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6), (1.8)�(1.10), (1.12), (1.15), òî ñèñòåìà (1.1),
(1.2) îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì (ïÿòüþ) ãëàäêèõ íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âèäà (1.7),
(1.11), (1.14), (1.16), (1.17).

2. Ââåäåíèå âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ è óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ñèñòåì ñåäüìîãî ïîðÿäêà

Ìîäèôèöèðóåì ñèñòåìó (1.1), (1.2) ïðè óñëîâèÿõ (1.8)�(1.10), (1.13), (1.15) ïðè íàëè÷èè äâóõ
êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ b, b1 > 0, ââåäÿ âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå. Åñëè ââåñòè òàêîå ïîëå, äîáàâèâ
êîýôôèöèåíò F (α) ëèøü â óðàâíåíèå íà Z ′

3 ñèñòåìû (2.1), (2.2) è äàæå ïîëîæèâ ïðè ýòîì b1 = 0,
òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò êîíñåðâàòèâíîé. Êîíñåðâàòèâíîñòü áóäåò ïðè
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: b = 0. Íî ìû ðàñøèðèì ââåäåíèå ñèëîâîãî ïîëÿ, ïîëîæèâ b1 > 0.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ÷èñëîâîãî ëó÷à è êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
T ∗M3{Z3, Z2, Z1;α, β1, β2} ïðèìåò âèä

v′ = Ψ(α,Z)v, (2.1)
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α′ = −Z3 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 )δ(α) + b1F (α)f̃(α),

Z ′
3 = F (α) + Γ3(α)f

2(α)Z2
2 + Γ3(α)f

2(α)Z2
1 − Z3Ψ(α,Z),

Z ′
2 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Z2Z3 − Γ1

22(α, β)f(α)g
2(β1)Z

2
1 − Z2Ψ(α,Z),

Z ′
1 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Z1Z3 −

[
2Γ2(β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)Z1Z2 − Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Z2f(α),

β′
2 = Z1f(α)g(β1),

(2.2)

ãäå

Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 )δ̃(α) + b1F (α)δ(α), f̃(α) =

µ− δ2(α)

δ̃(α)
,

µ = const. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû êîíñåðâàòèâíîé (âíóòðåííåé) ñîñòàâëÿþùåé ñèëîâîãî ïîëÿ
ñîäåðæàò ïàðàìåòð b, à íåêîíñåðâàòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé âíåøíåãî ïîëÿ � ïàðàìåòð b1.

Ñèëîâîå ïîëå â óðàâíåíèÿõ íà v′, Z ′
1, Z ′

2, Z ′
3 îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ψ(α,Z). Îïèøåì ââåäå-

íèå ñèëîâîãî ïîëÿ â âèäå äâóìåðíîãî ñòîëáöà, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîãî ñòîÿò ñîîòâåòñòâóþùèå
êîýôôèöèåíòû èç ôóíêöèè Ψ(α,Z), à âî âòîðîé ñòðîêå � ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû èç
óðàâíåíèÿ íà α′. Òàêèì îáðàçîì, ñîâìåñòíîå ñèëîâjå ïîëå (â êîòîðîì ïðèñóòñòâóþò òðè ïàðà-
ìåòðà b, b1 > 0, µ ∈ R) áóäåò èìåòü âèä

U

(
b(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 )

b1F (α)

)
, U =

(
−δ̃(α) δ(α)

δ(α) f̃(α)

)
,

ãäå U � ïðåîáðàçîâàíèå ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì −µ, è ÿâëÿþùèìñÿ óíèìîäóëÿðíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì ïðè µ = ±1. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âíîñèò â ñèñòåìó äèññèïàöèþ (êàê îäíîãî çíàêà,
òàê è äðóãîãî).

3. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû ñåäüìîãî ïîðÿäêà ñ äèññèïàöèåé

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èíòåãðèðîâàíèþ èñêîìîé ñèñòåìû ñåäüìîãî ïîðÿäêà (2.1), (2.2) ïðè âû-
ïîëíåíèè ñâîéñòâà (1.9). Îíà òàêæå äîïóñêàåò îòäåëåíèå íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû ïÿòîãî ïîðÿä-
êà.

Ââåäåì òàêæå (ïî àíàëîãèè ñ (1.9)) îãðàíè÷åíèå è íà ôóíêöèþ f(α): îíà äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü ïðåîáðàçîâàííîìó ïåðâîìó ðàâåíñòâó èç (1.6):

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα
+ Γ3(α)f

2(α) ≡ 0. (3.1)

Äëÿ ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (2.2) íåîáõîäèìî çíàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ïÿòü íåçàâè-
ñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî ïîñëå ñëåäóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ

Z1, Z2 → Z0, Z∗, Z0 =
√
Z2
1 + Z2

2 , Z∗ =
Z2

Z1
,

ñèñòåìà (2.2) ðàñïàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:




α′ = −Z3 + b(Z2
3 + Z2

0 )δ(α) + b1F (α)f̃(α),

Z ′
3 = F (α) + Γ3(α)f

2(α)Z2
0 − Z3Ψ(α,Z),

Z ′
0 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Z0Z3 − Z0Ψ(α,Z),

(3.2)
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Z ′
∗ = ±Z0

√
1 + Z2∗f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β′
1 = ± Z0Z∗√

1 + Z2∗
f(α),

(3.3)

β′
2 = ± Z0√

1 + Z2∗
f(α)g(β1), (3.4)

ãäå

Ψ(α,Z) = −b(Z2
3 + Z2

0 )δ̃(α) + b1F (α)δ(α), f̃(α) =
µ− δ2(α)

δ̃(α)
.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (2.2) äîñòàòî÷íî óêàçàòü äâà íåçàâèñèìûõ
ïåðâûõ èíòåãðàëà ñèñòåìû (3.2), îäèí � ñèñòåìû (3.3), è äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë,
�ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (3.4) (ò.å. âñåãî ÷åòûðå).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ κ, λ ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Γ3(α)f
2(α) = κ

d

dα
ln |δ(α)|,

F (α) = λ
d

dα

δ2(α)

2
.

(3.5)

Òîãäà ñèñòåìà (2.1), (2.2) ïðè âûïîëíåíèè ñâîéñòâ (1.9), (3.1) îáëàäàåò ïÿòüþ íåçàâèñèìûìè
(âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûìè [6]�[8] â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà) ïåðâûìè èíòåãðà-
ëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà ñîïîñòàâèì ðàññìàòðèâàåìîé ïîäñèñòåìå òðåòüåãî ïîðÿäêà
(3.2) íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

dZ3

dα
=

F (α) + Γ3(α)f
2(α)Z2

0 + bZ3(Z
2
3 + Z2

0 )δ̃(α)− b1Z3F (α)δ(α)

−Z3 + b(Z2
3 + Z2

0 )δ(α) + b1F (α)f̃(α)
,

dZ0

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Z0Z3 + bZ0(Z

2
3 + Z2

0 )δ̃(α)− b1Z0F (α)δ(α)

−Z3 + b(Z2
3 + Z2

0 )δ(α) + b1F (α)f̃(α)
.

(3.6)

Äàëåå, ââîäÿ îäíîðîäíûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì
Z0 = u1δ(α), Z3 = u2δ(α), (3.7)

ïîëüçóÿñü (3.5), ïðèâîäèì ñèñòåìó (3.6) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

δ
du2

dδ
+ u2 =

λ+ bu2(u
2
1 + u2

2)δ
2 − b1λu2δ

2 + κu2
1

−u2 + b(u2
1 + u2

2)δ
2 + b1λ(µ− δ2)

,

δ
du1

dδ
+ u1 =

bu1(u
2
1 + u2

2)δ
2 − b1λu1δ

2 − κu1u2

−u2 + b(u2
1 + u2

2)δ
2 + b1λ(µ− δ2)

.

(3.8)

Â äàëüíåéøåì ñèñòåìà (3.8) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
du2

du1
=

λ− b1λµu2 + u2
2 + κu2

1

(1− κ)u1u2 − b1λµu1
. (3.9)

Óðàâíåíèå (3.9) èìååò âèä óðàâíåíèÿ Àáåëÿ. Äëÿ ïðèìåðà, ïðè κ = −1 îíî èìååò ñëåäóþùèé
ïåðâûé èíòåãðàë:

u2
2 + u2

1 − b1λµu2 + λ

u1
= C1 = const, (3.10)

êîòîðûé â ïðåæíèõ ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò êàê

Θ1(Z3, Z0;α) = G1

( Z3

δ(α)
,
Z0

δ(α)

)
=

Z2
3 + Z2

0 − b1λµZ3δ(α) + λδ2(α)

Z0δ(α)
= C1 = const . (3.11)
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Â îáùåì ñëó÷àå ïåðâûå èíòåãðàëû âûïèñûâàþòñÿ ãðîìîçäêî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè κ = −1, òî
ÿâíûé âèä îäíîãî èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ òîëüêî ÷òî ïðèâåäåí.

Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà (3.11) ïîëó÷àåòñÿ è äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ñèñòåìû
(2.2), êîòîðûé èìååò ñëåäóþùèé ñòðóêòóðíûé âèä:

Θ2(Z3, Z0;α) = G2

(
δ(α),

Z3

δ(α)
,
Z0

δ(α)

)
= C2 = const . (3.12)

Âûðàæåíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà (3.12) ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
çàâèñèò íå òîëüêî îò âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòóð, íî òàêæå è îò ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè δ(α). Íàïðèìåð,
ïðè κ = −1 ýòîò ïåðâûé èíòåãðàë íàéäåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

dδ

du2
=

(b1λµ− u2)δ + bδ3(U2(C1, u2) + u2
2)− b1λδ

3

λ− b1λµu2 + u2
2 − U2(C1, u2)

,

U(C1, u2) =
1

2

{
C1 ±

√
C2

1 − 4(λ− b1λµu2 + u2
2)
}
, u2 =

Z3

δ(α)
.

Ïðè ýòîì ïîñëå âçÿòèÿ ýòîãî èíòåãðàëà âìåñòî C1 ìîæíî ïîäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(3.11).

Ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ íåçàâèñèìîé (ïîñëå çàìåíû íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî) ïîäñèñòåìû
(3.3) áóäåò èìåòü âèä

Θ3(Z∗;β1) =

√
1 + Z2∗
Φ(β1)

= C3 = const, (3.13)

î ôóíêöèè Φ(β1) ñì. (1.14). À äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå
(3.4), íàõîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (1.17):

Θ4(β1, β2, C3) = β2 ±
β1∫

β10

g(b)

C2
3Φ

2(b)− 1
db = C4 = const,

ïðè ýòîì ïîñëå âçÿòèÿ ýòîãî èíòåãðàëà âìåñòî C3 ìîæíî ïîäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(3.13).

Êðîìå òîãî, ó ñèñòåìû (2.1), (2.2) ñóùåñòâóåò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë (ïî àíàëîãèè ñ (1.16),
�ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (1.1)), êîòîðûé, íàïðèìåð, ïðè b = b1, µ = 1 ïðèìåò âèä

Θ0(v;Z3, Z0;α) = v2(1− 2bZ3δ(α) + b2(Z2
3 + Z2

0 )) = C0 = const .

¤

Ñïðàâåäëèâà è òåîðåìà, îáðàòíàÿ ê òåîðåìå 3.1.

Òåîðåìà 3.2. Óñëîâèÿ (1.9), (3.1), (3.5) (íàïðèìåð, ïðè κ = −1) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè
óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà (3.11) äëÿ ñèñòåìû (2.1), (2.2).

4. Ñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ñèñòåì ñåäüìîãî ïîðÿäêà ñ äèññèïàöèåé

Åñëè α � ïåðèîäè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà ïåðèîäà 2π, òî ñèñòåìà (2.1), (2.2) ñòàíîâèòñÿ äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Ïðè ýòîì ïðè F (α) ≡ 0 îíà
ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó êîíñåðâàòèâíóþ (1.1), (1.2). Ïîñëåäíÿÿ, â ÷àñòíîñòè, îáëàäàåò äâóìÿ
ãëàäêèìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè âèäà (1.7), (1.11). Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ F (α) íå ðàâíà òîæ-
äåñòâåííî íóëþ, íî b1 = 0, òî ñèñòåìà (2.1), (2.2) ïðè âòîðîì óñëîâèè èç (3.5) îáëàäàåò ïåðâûì
èíòåãðàëîì âèäà

Θ0(v;Z3, Z2, Z1;α) = v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + λδ2(α)) = const . (4.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (4.1), (1.11) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èí-
òåãðàëîì ñèñòåìû (2.1), (2.2) ïðè íå ðàâåíñòâå ôóíêöèè F (α) òîæäåñòâåííî íóëþ, íî b1 = 0. Íî
ïðè b1 > 0 êàæäàÿ èç ôóíêöèé

Θb1(v;Z3, Z2, Z1;α) = v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 − b1λµZ3δ(α) + λδ2(α)) (4.2)
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è (1.11) ïî îòäåëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2.1), (2.2). Îäíàêî îòíîøåíèå
ôóíêöèé (4.2), (1.11) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì (3.11) ñèñòåìû (2.1), (2.2) (ïðè κ = −1) ïðè
ëþáîì b1 > 0.

Âîîáùå æå, êàê è óêàçûâàëîñü ðàíåå, äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé òðàíñöåíäåíòíîñòü ôóíêöèé
(â ñìûñëå íàëè÷èÿ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê) êàê ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íàñëåäóåòñÿ èç íàõîæäå-
íèÿ â ñèñòåìå ïðèòÿãèâàþùèõ èëè îòòàëêèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ.

5. Ñèñòåìû äåâÿòîãî ïîðÿäêà ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñèñòåìàì áîëåå âûñîêîãî � äåâÿòîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ïîâûøåíèå ïî-
ðÿäêà ïðîâîäèòñÿ íå òàê î÷åâèäíî, ïîýòîìó àâòîðîì ïðèíÿòî ðåøåíèå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïðî-
âåñòè ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèç.

Ïóñòü v, α, β = (β1, β2, β3), z = (z1, . . . , z4) � ôàçîâûå ïåðåìåííûå â ñèñòåìå, ïðàâûå ÷àñòè
êîòîðîé � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè 2 ïî ïåðåìåííûì v, z (ñì. òàêæå [9, 10, 11]) ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò α, β. Òîãäà, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íîâîãî âðåìåíè ïåðåìåííóþ q
(dq = vdt, d/dq =<′>, v 6= 0), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äåâÿòîãî ïîðÿäêà

v′ = Ψ(α,Z)v, (5.1)




α′ = −Z4 + b(Z2
1 + . . .+ Z2

4 )δ(α),

Z ′
4 = Γα

11(α, β)f
2
1 (α)Z

2
3 + Γα

22(α, β)f
2
2 (α)g

2
1(β1)Z

2
2

+ Γα
33(α, β)f

2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Z
2
1 − Z4Ψ(α,Z),

Z ′
3 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
Z3Z4 − Γ1

22(α, β)
f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Z

2
2

− Γ1
33(α, β)

f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Z
2
1 − Z3Ψ(α,Z),

Z ′
2 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
Z2Z4 −

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f1(α)Z2Z3

− Γ2
33(α, β)

f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Z

2
1 − Z2Ψ(α,Z),

Z ′
1 =

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
Z1Z4 −

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f1(α)Z1Z3

−
[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
f2(α)g1(β1)Z1Z2 − Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Z3f1(α),

β′
2 = Z2f2(α)g1(β1),

β′
3 = Z1f3(α)g2(β1)h(β2)

(5.2)

êàê ñèñòåìó ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ ñèë, ãäå

Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

4 )δ̃(α), δ̃(α) =
dδ(α)

dα
,

Z = (Z1, . . . , Z4), zs = Zsv, s = 1, . . . , 4, b > 0, δ(α), fk(α), k = 1, 2, 3, gl(β1), l = 1, 2, h(β2) �
ãëàäêèå ôóíêöèè,. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (5.1) îòäåëÿåòñÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèÿ (5.2) â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ñèñòåìû (ñ ÷åòûðüìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû) íà âîñüìè-
ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè N8{Z4, . . . , Z1;α, β1, β2, β3} = TM4{Z4, . . . , Z1;α, β1, β2, β3} (êàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèè ãëàäêîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M4{α, β1, β2, β3} (ñì. òàêæå [4, 11, 12]).

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ñèñòåìû (5.2). Îíà ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì ãåîäåçè÷å-
ñêèõ ëèíèé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM4{α̇, β̇1, β̇2, β̇3;α, β1, β2, β3} ìíîãîîáðàçèÿM4{α, β1, β2, β3}
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[11] (â ÷àñòíîñòè, ñôåðû èëè áîëåå îáùèõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ � ñ äâåíàäöàòüþ íåíóëåâûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè):

α̈+ Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0.

(5.3)

Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ íîâûå êîîðäèíàòû Z1, . . ., Z4 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå
α′ = −Z4,

β′
1 = Z3f1(α),

β′
2 = Z2f2(α)g1(β1),

β′
3 = Z1f3(α)g2(β1)h(β2),

(5.4)

ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ íà íèõ â âèäå (ñð. ñ ñèñòåìîé (5.2))

Z ′
1 =

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
Z1Z4 −

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f1(α)Z1Z3

−
[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
f2(α)g1(β1)Z1Z2,

Z ′
2 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
Z2Z4 −

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f1(α)Z2Z3

− Γ2
33(α, β)

f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Z

2
1 ,

Z ′
3 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
Z3Z4 − Γ1

22(α, β)
f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Z

2
2

− Γ1
33(α, β)

f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Z
2
1 ,

Z ′
4 = Γα

11f
2
1 (α)Z

2
3 + Γα

22f
2
2 (α)g

2
1(β1)Z

2
2 + Γα

33f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Z
2
1 ,

(5.5)

ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (5.3) ïî÷òè âñþäó ýêâèâàëåíòíû ñîâîêóïíîñòè (5.4), (5.5), êîòîðàÿ, ïðåæäå
âñåãî, ïðèñóòñòâóåò â ñèñòåìå (5.2).

Äàëåå, â ñèñòåìå (5.2) òàêæå ïðèñóòñòâóþò êîýôôèöèåíòû ïðè ïàðàìåòðå b > 0. Íî îíè íå
íàðóøàþò êîíñåðâàòèâíîñòè, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (5.1), (5.2) ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëî-
âèÿõ îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì (øåñòüþ) ãëàäêèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (òî, ÷òî ïîëíûé íàáîð
ñîñòîèò íå èç âîñüìè, à èç øåñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, áóäåò ïîêàçàíî íèæå).

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñèñòåì äåâÿòîãî ïîðÿäêà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåò-
ñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì äëÿ ñèñòåì ñåäüìîãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè âñþäó íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà ðà-
âåíñòâ

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ Γα
11(α, β)f

2
1 (α) ≡ 0,

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ Γα
22(α, β)f

2
2 (α)g

2
1(β1) ≡ 0,

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

22(α, β)f
2
2 (α)g

2
1(β1) ≡ 0,

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

+ Γα
33(α, β)f

2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0,

(5.6)
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[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

33(α, β)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0,

[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
f2
2 (α)g

2
1(β1) + Γ2

33(α, β)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0,

òî ñèñòåìà (5.1), (5.2) èìååò àíàëèòè÷åñêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà
Φ1(v;Z4, . . . , Z1) = v2(Z2

1 + . . .+ Z2
4 ) = C2

1 = const . (5.7)

Íà ïåðâûé âçãëÿä âîïðîñ íàëè÷èÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî âèäà (5.7) íå
�çàñëóæèâàåò� ðåøåíèÿ òàêîé äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé (5.6) (êî-
òîðàÿ ñîäåðæèò, âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ). Â ðàáîòå áóäåò ïðèìåíåí
ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.6) óñïåøíî íàõîäèòü ïîëíûå íàáîðû ïåð-
âûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé.

Ìîæíî äîêàçàòü îòäåëüíóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ fk(α), k = 1, 2, 3, gl(β1), l = 1, 2,
h(β2) ñèñòåìû (5.6) êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàëè÷èÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà
(5.7) äëÿ ñèñòåìû (5.4), (5.5) óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ (5.3). Íî â äàëüíåéøåì ïðè èçó÷åíèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé ïîëíàÿ ãðóïïà óñëîâèé (5.6) íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.

Òåì íå ìåíåå, â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü â óðàâíåíèÿõ (5.4) âûïîëíåíèå óñëîâèé
f1(α) = f2(α) = f3(α) = f(α), (5.8)

ïðè ýòîì ôóíêöèè gl(β1), l = 1, 2, h(β2) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðåîáðàçîâàííûì óðàâíåíèÿì èç
(5.6):

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

+ Γ1
22(α, β)g

2
1(β1) ≡ 0,

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

+ Γ1
33(α, β)g

2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0,

[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
g21(β1) + Γ2

33(α, β)g
2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0.

(5.9)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè gl(β1), l = 1, 2, h(β2) ïîêà çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè
÷åðåç ñèñòåìó (5.9), à îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ f(α) áóäóò äàíû íèæå.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Åñëè âûïîëíåíû ñâîéñòâà (5.8), (5.9) è
Γ1
α1(α, β) = Γ2

α2(α, β) = Γ3
α3(α, β) = Γ1(α), (5.10)

òî ñèñòåìà (5.1), (5.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ2(v;Z3, Z2, Z1;α) = v2
√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3δ(α) = C2 = const, (5.11)

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ δ(α) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó

δ(α) = A1f(α) exp

{
2

α∫

α0

Γ1(b)db

}
, A1 = const . (5.12)

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 5.2, à òàêæå
g1(β1) = g2(β1) = g(β1), (5.13)

ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
Γ2
12(α, β) = Γ3

13(α, β) = Γ2(β1), (5.14)
òî ñèñòåìà (5.1), (5.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ3(v;Z2, Z1;α, β1) = v2
√
Z2
1 + Z2

2δ(α)Ψ1(β1) = C3 = const, (5.15)

Ψ1(β1) = g(β1) exp

{
2

β1∫

β10

Γ2(b)db

}
.
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Ïðåäëîæåíèå 5.4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèé 5.2, 5.3 è

Γ3
23(α, β) = Γ3(β2), (5.16)

òî ñèñòåìà (5.1), (5.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ4(v;Z1;α, β1, β2) = v2Z1δ(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2) = C4 = const, (5.17)

ãäå

Ψ2(β2) = h(β2) exp

{
2

β2∫

β20

Γ3(b)db

}
.

Ïðåäëîæåíèå 5.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ñâîéñòâà (5.8), (5.13) è

Γα
11(α, β) = Γα

22(α, β)g
2(β1) = Γα

33(α, β)g
2(β1)h

2(β2) = Γ4(α). (5.18)

Òîãäà ñèñòåìà (5.1), (5.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ0(v;Z4;α) = v2(1− 2bZ4δ(α)) = C0 = const, (5.19)

åñëè ôóíêöèÿ δ(α) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

δ(β1) = A2 exp

{
−

α1∫

α0

Γ4(b)f
2(b)db

}
, A2 = const .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âûïîëíåíû ñâîéñòâà (5.6), (5.8), (5.10), (5.12), (5.13), (5.18), òî ñèñòåìà
(5.1), (5.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (5.19).

Ïðåäëîæåíèå 5.6. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèé 5.3, 5.4, òî ñèñòåìà (5.1), (5.2)
èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ5(β2, β3, C3, C4) = β3 +

β2∫

β20

C4h(b)√
C2

3Ψ
2
2(b)− C2

4

db = C5 = const, (5.20)

ãäå, ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà (5.20), âìåñòî ïîñòîÿííûõ C3, C4 ìîæíî ïîäñòàâèòü ëåâûå ÷à-
ñòè ðàâåíñòâ (5.15), (5.17) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèé 5.1�5.6 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèé 5.1�5.6, òî ñèñòåìà (5.1), (5.2) îá-
ëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì (øåñòüþ) ãëàäêèõ íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âèäà (5.7), (5.11),
(5.15), (5.17), (5.19), (5.20).

6. Ââåäåíèå âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ è óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ñèñòåì äåâÿòîãî ïîðÿäêà

Ìîäèôèöèðóåì ñèñòåìó (5.1), (5.2) ïðè óñëîâèÿõ (5.8), (5.10), (5.13), (5.14) (5.16), (5.18)
ïðè íàëè÷èè äâóõ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ b, b1 > 0, ââåäÿ âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå. Åñëè ââåñòè
òàêîå ïîëå, äîáàâèâ êîýôôèöèåíò F (α) ëèøü â óðàâíåíèå íà Z ′

4 ñèñòåìû (6.1), (6.2) è äàæå
ïîëîæèâ ïðè ýòîì b1 = 0, òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò êîíñåðâàòèâíîé.
Êîíñåðâàòèâíîñòü áóäåò ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: b = 0. Íî ìû ðàñøèðèì ââåäåíèå ñèëîâîãî
ïîëÿ, ïîëîæèâ b1 > 0. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ÷èñëîâîãî ëó÷à è
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗M4{Z4, . . . , Z1;α, β1, β2, β3} ïðèìåò âèä

v′ = Ψ(α,Z)v, (6.1)
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α′ = −Z4 + b(Z2
1 + . . .+ Z2

4 )δ(α) + b1F (α)f̃(α),

Z ′
4 = F (α) + Γ4f

2(α)Z2
3 + Γ4f

2(α)Z2
2 + Γ4f

2(α)Z2
1 − Z4Ψ(α,Z),

Z ′
3 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Z3Z4 − Γ1

22(α, β)f(α)g
2(β1)Z

2
2

− Γ1
33(α, β)f(α)g

2(β1)h
2(β2)Z

2
1 − Z3Ψ(α,Z),

Z ′
2 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Z2Z4 −

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)Z2Z3

− Γ2
33(α, β)f(α)g(β1)h

2(β2)Z
2
1 − Z2Ψ(α,Z),

Z ′
1 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Z1Z4 −

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)Z1Z3

−
[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
f(α)g(β1)Z1Z2 − Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Z3f(α),

β′
2 = Z2f(α)g(β1),

β′
3 = Z1f(α)g(β1)h(β2),

(6.2)

ãäå

Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

4 )δ̃(α) + b1F (α)δ(α), f̃(α) =
µ− δ2(α)

δ̃(α)
,

µ = const. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû êîíñåðâàòèâíîé (âíóòðåííåé) ñîñòàâëÿþùåé ñèëîâîãî ïîëÿ
ñîäåðæàò ïàðàìåòð b, à íåêîíñåðâàòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé âíåøíåãî ïîëÿ � ïàðàìåòð b1.

Ñèëîâîå ïîëå â óðàâíåíèÿõ íà v′, Z ′
1, . . ., Z ′

4 îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ψ(α,Z). Îïèøåì ââåäå-
íèå ñèëîâîãî ïîëÿ â âèäå äâóìåðíîãî ñòîëáöà, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîãî ñòîÿò ñîîòâåòñòâóþùèå
êîýôôèöèåíòû èç ôóíêöèè Ψ(α,Z), à âî âòîðîé ñòðîêå � ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû èç
óðàâíåíèÿ íà α′. Òàêèì îáðàçîì, ñîâìåñòíîå ñèëîâîå ïîëå (â êîòîðîì ïðèñóòñòâóþò òðè ïàðà-
ìåòðà b, b1 > 0, µ ∈ R) áóäåò èìåòü âèä

U

(
b(Z2

1 + . . .+ Z2
4 )

b1F (α)

)
, U =

(
−δ̃(α) δ(α)

δ(α) f̃(α)

)
,

ãäå U � ïðåîáðàçîâàíèå ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì −µ, è ÿâëÿþùèìñÿ óíèìîäóëÿðíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì ïðè µ = ±1. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âíîñèò â ñèñòåìó äèññèïàöèþ (êàê îäíîãî çíàêà,
òàê è äðóãîãî; ñì. òàêæå [13]).

7. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû äåâÿòîãî ïîðÿäêà ñ äèññèïàöèåé

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èíòåãðèðîâàíèþ èñêîìîé ñèñòåìû äåâÿòîãî ïîðÿäêà (6.1), (6.2) ïðè âû-
ïîëíåíèè ñâîéñòâà (5.9). Îíà òàêæå äîïóñêàåò îòäåëåíèå íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû ñåäüìîãî ïî-
ðÿäêà.

Ââåäåì òàêæå (ïî àíàëîãèè ñ (5.9)) îãðàíè÷åíèå è íà ôóíêöèþ f(α): îíà äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü ïðåîáðàçîâàííîìó ïåðâîìó ðàâåíñòâó èç (5.6):

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα
+ Γ4(α)f

2(α) ≡ 0. (7.1)

Äëÿ ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (6.2) íåîáõîäèìî çíàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ñåìü íåçàâè-
ñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî ïîñëå ñëåäóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ

w4 = Z4, w3 =
√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 , w2 =

Z2

Z1
, w1 =

Z3√
Z2
1 + Z2

2

,
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ñèñòåìà (6.2) ðàñïàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:




α′ = −Z4 + b(w2
4 + w2

3)δ(α) + b1F (α)f̃(α),

w′
4 = F (α) + Γ4(α)f

2(α)w2
3 − w4Ψ(α,w),

w′
3 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
w3w4 − w3Ψ(α,w),

(7.2)





w′
2 = ±w3

√
1 + w2

2f(α)g(β1)
[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
,

β′
2 = ± w2w3√

1 + w2
2

f(α)g(β1),

(7.3)





w′
1 = ±w3

√
1 + w2

1f(α)
[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β′
1 = ± w1w3√

1 + w2
1

f(α),

(7.4)

β′
3 = ± w3√

1 + w2
2

f(α)g(β1)h(β2), (7.5)

ãäå

Ψ(α,w) = −b(w2
4 + w2

3)δ̃(α) + b1F (α)δ(α), f̃(α) =
µ− δ2(α)

δ̃(α)
.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (6.2) äîñòàòî÷íî óêàçàòü äâà íåçàâèñèìûõ
ïåðâûõ èíòåãðàëà ñèñòåìû (7.2), ïî îäíîìó � äëÿ ñèñòåì (7.3) è (7.4) (ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàìåí íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ), è äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâ-
íåíèå (7.5) (ò.å. âñåãî ïÿòü).

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ κ, λ ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Γ4(α)f
2(α) = κ

d

dα
ln |δ(α)|, F (α) = λ

d

dα

δ2(α)

2
. (7.6)

Òîãäà ñèñòåìà (6.1), (6.2) ïðè âûïîëíåíèè ñâîéñòâ (5.9), (7.1) îáëàäàåò øåñòüþ íåçàâèñèìûìè
(âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûìè â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà) ïåðâûìè èíòåãðàëàìè.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (7.6) ìîæíî íàçâàòü ãåîìåòðè÷åñêèì, à âòîðîå � ýíåðãåòè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà ñîïîñòàâèì ðàññìàòðèâàåìîé ïîäñèñòåìå òðåòüåãî ïîðÿäêà
(7.2) íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

dw4

dα
=

F (α) + Γ4(α)f
2(α)w2

3 + bw4(w
2
4 + w2

3)δ̃(α)− b1w4F (α)δ(α)

−w4 + b(w2
4 + w2

3)δ(α) + b1F (α)f̃(α)
,

dw3

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
w3w4 + bw3(w

2
4 + w2

3)δ̃(α)− b1w3F (α)δ(α)

−w4 + b(w2
4 + w2

3)δ(α) + b1F (α)f̃(α)
.

(7.7)

Äàëåå, ââîäÿ îäíîðîäíûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì
w3 = u1δ(α), w4 = u2δ(α), (7.8)

ïîëüçóÿñü (7.6), ïðèâîäèì ñèñòåìó (7.7) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

δ
du2

dδ
+ u2 =

λ+ bu2(u
2
1 + u2

2)δ
2 − b1λu2δ

2 + κu2
1

−u2 + b(u2
1 + u2

2)δ
2 + b1λ(µ− δ2)

,

δ
du1

dδ
+ u1 =

bu1(u
2
1 + u2

2)δ
2 − b1λu1δ

2 − κu1u2

−u2 + b(u2
1 + u2

2)δ
2 + b1λ(µ− δ2)

.

(7.9)
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Â äàëüíåéøåì ñèñòåìà (7.9) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

du2

du1
=

λ− b1λµu2 + u2
2 + κu2

1

(1− κ)u1u2 − b1λµu1
. (7.10)

Óðàâíåíèå (7.10) èìååò âèä óðàâíåíèÿ Àáåëÿ. Äëÿ ïðèìåðà, ïðè κ = −1 îíî èìååò ñëåäóþ-
ùèé ïåðâûé èíòåãðàë:

u2
2 + u2

1 − b1λµu2 + λ

u1
= C1 = const, (7.11)

êîòîðûé â ïðåæíèõ ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò êàê

Θ1(w4, w3;α) = G1

( w4

δ(α)
,
w3

δ(α)

)
=

w2
4 + w2

3 − b1λµw4δ(α) + λδ2(α)

w3δ(α)
= C1 = const . (7.12)

Â îáùåì ñëó÷àå ïåðâûå èíòåãðàëû âûïèñûâàþòñÿ ãðîìîçäêî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè κ = −1, òî
ÿâíûé âèä îäíîãî èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ òîëüêî ÷òî ïðèâåäåí.

Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà (7.12) ïîëó÷àåòñÿ è äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ñèñòåìû
(6.2), êîòîðûé èìååò ñëåäóþùèé ñòðóêòóðíûé âèä:

Θ2(w4, w3;α) = G2

(
δ(α),

w4

δ(α)
,
w3

δ(α)

)
= C2 = const . (7.13)

Âûðàæåíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà (7.13) ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
çàâèñèò íå òîëüêî îò âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòóð, íî òàêæå è îò ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè δ(α). Íàïðèìåð,
ïðè κ = −1 ýòîò ïåðâûé èíòåãðàë íàéäåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

dδ

du4
=

(b1λµ− u4)δ + bδ3(U2(C1, u4) + u2
4)− b1λδ

3

λ− b1λµu4 + u2
4 − U2(C1, u4)

,

U(C1, u4) =
1

2
{C1 ±

√
C2

1 − 4(λ− b1λµu4 + u2
4)}, u4 =

Z4

δ(α)
.

Ïðè ýòîì ïîñëå âçÿòèÿ ýòîãî èíòåãðàëà âìåñòî C1 ìîæíî ïîäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(7.11).

Ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ íåçàâèñèìûõ (ïîñëå çàìåí íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ) ïîäñèñòåì (7.3)
è (7.4) áóäóò èìåòü âèä

Θ2+s(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Φs(βs)
= C2+s = const, s = 1, 2, (7.14)

î ôóíêöèÿõ Ψs(βs) ñì. (5.15), (5.17). À äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé�
óðàâíåíèå (7.5), íàõîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (5.20):

Θ5(β2, β3, C3, C4) = β3 ±
β2∫

β20

C4h(b)

C2
3Ψ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const,

ãäå, ïîñëå âçÿòèÿ ýòîãî èíòåãðàëà, âìåñòî ïîñòîÿííûõ C3, C4 ìîæíî ïîäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (7.14).

Êðîìå òîãî, ó ñèñòåìû (6.1), (6.2) ñóùåñòâóåò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë (ïî àíàëîãèè ñ (5.19),
�ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (5.1)), êîòîðûé, íàïðèìåð, ïðè b = b1, µ = 1 ïðèìåò âèä

Θ0(v;w4, w3;α) = v2(1− 2bw4δ(α) + b2(w2
4 + w2

3)) = C0 = const .

¤

Ñïðàâåäëèâà è òåîðåìà, îáðàòíàÿ ê òåîðåìå 7.1.

Òåîðåìà 7.2. Óñëîâèÿ (5.9), (7.1), (7.6) (íàïðèìåð, ïðè κ = −1) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè
óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà (7.12) äëÿ ñèñòåìû (6.1), (6.2).



Èíòåãðèðóåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû 145145

8. Ñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ñèñòåì äåâÿòîãî ïîðÿäêà ñ äèññèïàöèåé

Åñëè α � ïåðèîäè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà ïåðèîäà 2π, òî ñèñòåìà (6.1), (6.2) ñòàíîâèòñÿ äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Ïðè ýòîì ïðè F (α) ≡ 0 îíà
ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó êîíñåðâàòèâíóþ (5.1), (5.2). Ïîñëåäíÿÿ, â ÷àñòíîñòè, îáëàäàåò äâóìÿ
ãëàäêèìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè âèäà (5.7), (5.11). Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ F (α) íå ðàâíà òîæ-
äåñòâåííî íóëþ, íî b1 = 0, òî ñèñòåìà (6.1), (6.2) ïðè âòîðîì óñëîâèè èç (7.6) îáëàäàåò ïåðâûì
èíòåãðàëîì âèäà

Θ0(v;Z4, . . . , Z1;α) = v2(Z2
1 + . . .+ Z2

4 + λδ2(α)) = const . (8.1)
Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (8.1), (5.11) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èí-

òåãðàëîì ñèñòåìû (6.1), (6.2) ïðè íå ðàâåíñòâå ôóíêöèè F (α) òîæäåñòâåííî íóëþ, íî b1 = 0. Íî
ïðè b1 > 0 êàæäàÿ èç ôóíêöèé

Θb1(v;Z4, . . . , Z1;α) = v2(Z2
1 + . . .+ Z2

4 − b1λµZ4δ(α) + λδ2(α)) (8.2)
è (5.11) ïî îòäåëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (6.1), (6.2). Îäíàêî îòíîøåíèå
ôóíêöèé (8.2), (5.11) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì (7.12) ñèñòåìû (6.1), (6.2) (ïðè κ = −1) ïðè
ëþáîì b1 > 0.

Âîîáùå æå, êàê è óêàçûâàëîñü ðàíåå, äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé òðàíñöåíäåíòíîñòü ôóíêöèé
(â ñìûñëå íàëè÷èÿ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê) êàê ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íàñëåäóåòñÿ èç íàõîæäå-
íèÿ â ñèñòåìå ïðèòÿãèâàþùèõ èëè îòòàëêèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ.
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