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МЕХАНИКА

Определить наличие в системе диссипации бы-
вает довольно затруднительно. Это может быть сде-
лано следующим образом: вполне определённые 
коэффициенты в уравнениях указывают на рас-
сеяние энергии в одних областях фазового простран-
ства, а в других его областях —  на подкачку энергии. 
Последнее приводит к потере известных первых 
интегралов (законов сохранения), выражающихся 
через гладкие функции.

Препятствием к наличию полного набора гладких 
первых интегралов в системе могут быть притяги-
вающие или отталкивающие предельные множества. 
При их обнаружении необходимо забыть о полном 
наборе даже непрерывных во всём фазовом про-
странстве автономных первых интегралов [1].

В ряде случаев в динамике систем с диссипацией 
(того или иного знака) если и удаётся найти полный 
набор первых интегралов, то среди них обязательно 
будут первые интегралы, являющиеся трансцендент-
ными (в смысле комплексного анализа) функциями, 
имеющими существенно особые точки. Поэтому 
полученные в данной работе результаты особенно 
важны в смысле присутствия в системе именно не-
консервативного поля сил. Во множестве работ ав-
тора уже затрагивалась данная тематика (см., напри-
мер, [2, 3]). 

1. З а м е ч а н и я  к  с и с т е м а м  т р е т ь е г о 
и  п я т о г о  п о р я д к о в. Пусть v, a, z —  фазовые 
переменные в системе, правые части которой —  од-
нородные полиномы степени 2 по переменным v, z 

(см. также [4]). Тогда, выбирая в качестве нового 

времени переменную q (dq = vdt, 
d

dq
= 〈 〉′ , v ≠ 0), ра-

нее изучалась система третьего порядка
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z = Zv, b ≥ 0, d(a) —  некоторая гладкая функция, как 
система при отсутствии внешнего поля сил. При 
этом уравнение на v отделяется, что даёт возмож-
ность рассматривать два оставшихся уравнения в ка-
честве системы с одной степенью свободы на дву-
мерном многообразии N2{Z; a} [5].

Система (1) имеет два гладких первых интеграла. 
Независимая же подсистема на N2{Z; a} имеет ра-
циональный по Z первый интеграл (см. также [4, 6]). 
Добавляя в систему (1) внешнее силовое поле F(a) 
при b > 0
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создаётся впечатление, что система осталась кон-
сервативной (что имеет место при b = 0 [2, 3]). Дей-
ствительно, при некотором условии у неё существует 
гладкий первый интеграл, структура которого на-
поминает интеграл полной энергии. Но дополни-
тельного гладкого первого интеграла система, во-
обще говоря, не имеет. Более того, если F(a) = 
= d(a)d′(a), дополнительный интеграл является 
трансцендентной функцией фазовых переменных 
(т. е. имеет существенно особые точки, означающие 
наличие в системе притягивающих предельных мно-
жеств) [7].
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Аналогичным образом рассматриваются системы 
пятого порядка на многообразии с ненулевыми ко-

эффициентами связности Γ jk
i :
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zk = Zkv, k = 1, 2, b ≥ 0, d(a), f(a) —  некоторые гладкие 
функции, как системы при отсутствии внешнего 
поля сил. В них также присутствуют коэффициенты 
при параметре b ≥ 0. Но, как и в системе (1), данные 
коэффициенты не нарушают консервативности, 
поскольку данные системы обладают полным набо-
ром (четырьмя) гладких первых интегралов.

2. С и с т е м ы  с е д ь м о г о  п о р я д к а  п р и  о т -
с у т с т в и и  в н е ш н е г о  с и л о в о г о  п о л я. Пусть 
v, a, b (b = b1, b2)), z (z = z1, z2, z3)) —  фазовые пере-
менные в системе, правые части которой —  одно-
родные полиномы степени 2 по переменным v, z 
(см. также [8]) с коэффициентами, зависящими от a, 
b. Тогда, выбирая в качестве нового времени пере-

менную q (dq = vdt, 
d

dq
= 〈 〉′ , v ≠ 0), будем рассмат-

ривать систему седьмого порядка
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Z = (Z1, Z2, Z3), zk = Zkv, k = 1, 2, 3, b ≥ 0, d(a), f1(a), 
f2(a), g(b1) —  некоторые гладкие функции, как сис-
тему при отсутствии внешнего поля сил. При этом 
уравнение (2) отделяется, что даёт возможность рас-

сматривать уравнения (3) в качестве независимой 
системы (с тремя степенями свободы) на шестимер-
ном многообразии N6{Z3, Z2, Z1; a, b1, b2} = TM3{Z3, 
Z2, Z1; a, b1, b2} (касательном расслоении гладкого 
трёхмерного многообразия M3{a, b1, b2}, см. так- 
же [2, 7, 8]).

Рассмотрим структуру системы (3). Она для про-
стоты соответствует следующим уравнениям геодези-

ческих линий на касательном расслоении TM3{a i, b1
i, 

b2
i ; a, b1, b2} многообразия M3{a, b1, b2} [9] (в част-

ности, сферы или поверхностей вращения с шестью 
или девятью ненулевыми коэффициентами связности):
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Действительно, выбрав новые координаты Z1, Z2, 
Z3 в касательном пространстве в виде

 ′ = - ′ = ′ = -a b a b a bZ Z f Z f g3 1 2 1 2 1 2 1, ( ), ( ) ( ),       (5)

мы получаем соотношения на них в следующем виде 
(ср. с системой (3)):
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при этом уравнения (4) почти всюду эквивалентны 
совокупности (5), (6), которая, прежде всего, при-
сутствует в системе (3).

В системе (3) также присутствуют коэффициенты 
при параметре b ≥ 0. Но, как и в системе (1), они 
не нарушают консервативности, поскольку сис-
тема (2), (3) обладает полным набором (пятью) глад-
ких первых интегралов.

П р е д л о ж е н и е  1. Если всюду на своей области 
определения справедлива система равенств
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то система (2), (3) имеет аналитический первый ин-
теграл вида
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Можно доказать отдельную теорему существо-
вания решения f1(a), f2(a), g(b1) системы (7) для 
условий наличия аналитического интеграла (8) для 
системы (5), (6) уравнений геодезических. Но в даль-
нейшем при изучении динамических систем с дис-
сипацией вся группа условий (7) нам не потребуется. 
Тем не менее в дальнейшем будем предполагать 
в уравнениях (5) выполнение равенств

 f f f1 2( ) ( ) ( )a a a= = , (9)

при этом функция g(b1) должна удовлетворять пре-
образованному третьему равенству из (7):
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Таким образом, функция g(b1) зависит от коэф-
фициентов связности, а вот ограничения на функ- 
цию f(a) будут даны ниже.

П р е д л о ж е н и е  2. Если выполнены свойства (9), 
(10), при этом справедливы равенства
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то система (2), (3) имеет гладкий первый интеграл 
следующего вида:
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П р е д л о ж е н и е  3. Если выполнено свойство (9), 
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теграл следующего вида:
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Тогда система (2), (3) имеет гладкий первый интеграл 
следующего вида:
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В частности, если выполнены свойства (7), (9), 
(11), (13), (16), то система (2), (3) имеет гладкий 
первый интеграл вида (17).

П р е д л о ж е н и е  5. Если выполнены условия (9)–
(11), (13), то система (2), (3) имеет гладкий первый 
интеграл следующего вида:
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где, после взятия интеграла (18) вместо посто-
янных C2, C3 можно подставить левые части равенств 
(12), (15) соответственно.

Те о р е м а  1. Если выполнены условия (7), (9)–(11), 
(13), (16), то система (2), (3) обладает полным набо-
ром (пятью) гладких независимых первых интегралов 
вида (8), (12), (15), (17), (18).

3. В в е д е н и е  в н е ш н е г о  с и л о в о г о  п о л я. 
Модифицируем систему (2), (3) при условиях (9)–
(11), (14), (16) при наличии двух ключевых пара-
метров b, b1 ≥ 0, введя внешнее силовое поле. Если 
ввести такое поле, добавив коэффициент F(a) лишь 
в уравнение на ′Z3 системы (19), (20) и даже положив 
при этом b1 = 0, то полученная система, вообще го-
воря, не будет консервативной. Консервативность 
будет при дополнительном условии: b = 0. Но мы 
расширим введение силового поля, положив b1 > 0. 
Рассматриваемая система на прямом произведении 
числового луча и касательного расслоения TM3{Z3, 
Z2, Z1; a, b1, b2} примет вид
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m = const. При этом коэффициенты консервативной 
составляющей силового поля содержат параметр b, 
а неконсервативной составляющей внешнего поля —  
параметр b1.

Силовое поле в уравнениях на v′, ′Z1, ′Z 2, ′Z3 опре-
деляется функцией Y( , ).a  Z  Опишем введение си-
лового поля в виде двумерного столбца, в первой 
строке которого стоят коэффициенты из функции 
Y(a, Z), а во второй строке —  коэффициенты 
из уравнения на a′. Таким образом, совместное си-
ловое поле (в котором присутствуют три параметра 
b, b1 ≥ 0, m) будет иметь вид

 U
b Z Z Z

b F
U

f
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( )
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2

2
2
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=
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   � ,,

где U —  преобразование с определителем, равным -m 
и являющимся унимодулярным преобразованием 
при m = ±1. Такое преобразование вносит в систему 
диссипацию (как одного знака, так и другого, 
см. также [2, 3, 8]).

4. И н т е г р и р о в а н и е  с и с т е м ы  с  д и с с и -
п а ц и е й. Перейдём теперь к интегрированию иско-
мой системы седьмого порядка (19), (20) при вы-
полнении свойства (10). Она также допускает отде-
ление независимой подсистемы пятого порядка.

Введём также (по аналогии с (10)) ограничение 
и на функцию f(a): она должна удовлетворять пре-
образованному первому равенству из (7):

 2 01 3
2Γ Γ( )

ln ( )
( ) ( )a a

a
a a+ + ≡d f

d
f

| |
. (21)

Для полного интегрирования системы (20) необ-
ходимо знать, вообще говоря, пять независимых 
первых интегралов. Однако после замены перемен-
ных
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система (20) распадается следующим образом:
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Видно, что для полной интегрируемости системы 
(20) достаточно указать два независимых первых 
интеграла системы (22), один —  системы (23), и до-
полнительный первый интеграл, “привязывающий” 
уравнение (24) (т. е. всего четыре).

Те о р е м а  2. Пусть для некоторых k, l ∈ R вы-
полняются равенства

Γ3
2

2

2
( ) ( ) ln ( ); ( )

( )
.a a k

a
d a a l

a
d a

f
d

d
F

d

d
= =| |     (25)

Тогда система (19), (20) при выполнении свойств 
(10), (21) обладает пятью независимыми (вообще го-
воря, трансцендентными [10] в смысле комплексного 
анализа) первыми интегралами.

В общем случае первые интегралы выписываются 
громоздко. В частности, если k = -1, то явный вид 
одного из первых интегралов таков:
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При помощи интеграла (26) получается и допол-
нительный первый интеграл для системы (20), ко-
торый имеет следующий структурный вид:
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(27)

Выражение первого интеграла (27) через конеч-
ную комбинацию элементарных функций зависит 
не только от вычисления квадратур, но также 
и от явного вида функции d(a). Например, при k = -1 
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этот первый интеграл найдётся из уравнения Бер-
нулли
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При этом после взятия этого интеграла вместо С1 
можно подставить левую часть равенства (26).

Первый интеграл для независимой (после замены 
независимого переменного) подсистемы (23) будет 
иметь вид

 Θ
F3 1

2
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1
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С b
b

=
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= = , (28)

о функции F(b1) см. (15). А дополнительный первый 
интеграл, “привязывающий” уравнение (24), нахо-
дится по аналогии с (18):
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при этом после взятия этого интеграла вместо C3 
можно подставить левую часть равенства (28).

Кроме того, у системы (19), (20) существует глад-
кий первый интеграл (по аналогии с (17), “привя-
зывающий” уравнение (19)), который, например, 
при b = b1, m = 1 примет вид
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Справедлива и теорема, обратная к теореме 2.

Те о р е м а  3. Условия (10), (21), (25) (например, 
при k = -1) являются необходимыми условиями суще-
ствования первого интеграла (26) для системы 
(19), (20).

5. С т р о е н и е  п е р в ы х  и н т е г р а л о в  д л я 
с и с т е м  с  д и с с и п а ц и е й. Если a —  периодиче-
ская координата периода 2p, то система (19), (20) 
становится динамической системой с переменной 
диссипацией с нулевым средним [8, 9]. При этом 
при F(a) ≡ 0 она превращается в систему консерва-
тивную (2), (3). Последняя, в частности, обладает 
двумя гладкими первыми интегралами вида (8), (12). 
Более того, если функция F(a) не равна тожде-
ственно нулю, но b1 = 0, то система (19), (20) при 

втором условии из (25) обладает первым интегралом 
вида
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(29)

Очевидно, что отношение двух первых интегра-
лов (29), (12) также является первым интегралом 
системы (19), (20) при неравенстве функции F(a) 
тождественно нулю, но b1 = 0. Но при b1 > 0 каждая 
из функций
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(30)

и (12) по отдельности не является первым интегра-
лом системы (19), (20). Однако отношение функций 
(30), (12) является первым интегралом (26) системы 
(19), (20) (при k = -1) при любом b1 > 0.

Вообще же, как и указывалось ранее, для систем 
с диссипацией трансцендентность функций 
(в смысле наличия существенно особых точек) как 
первых интегралов наследуется из нахождения в сис-
теме притягивающих или отталкивающих предель-
ных множеств (см. также [1–3]).

5. З а к л ю ч е н и е. Выделим существенный слу-
чай для функции f(a), определяющей метрику 
на трёхмерной сфере, и d(a):

 f ( )
cos
sin

, ( ) sina a
a

d a a= =   . (31)

Случай (31) формирует класс систем (19), (20) 
при m = 1, соответствующих движению четырёхмер-
ного динамически симметричного твёрдого тела 
на нулевых уровнях циклических интегралов в не-
консервативном поле сил [8, 9]. В частности, при 
d a a( ) ( )≡ ≡F 0 рассматриваемая система описыва- 
ет геодезический поток на трёхмерной сфере. В слу-

чае (31), если d a a
a

( )
( )

cos
,= F
 то система описывает 

движение четырёхмерного твёрдого тела в силовом 
поле F(a) под действием следящей силы [8]. В част-
ности, если F( ) sin cos ,a a a=  d a a( ) sin ,=  то систе- 
ма эквивалентна обобщённому (сферическому) че-
тырёхмерному маятнику, помещённому в некоторое 
неконсервативное поле, и обладает полным набором 
трансцендентных первых интегралов, выражаю-
щихся через конечную комбинацию элементарных 
функций.

Если функция d(a) не является периодической, 
то почти всегда рассматриваемая система является 
системой с переменной диссипацией с ненулевым 
средним (т. е. она является “собственно” диссипа-
тивной). Тем не менее, и в этом случае (благодаря 
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теоремам 2 и 3) можно получить явный вид транс-
цендентных первых интегралов, выражающихся 
через конечную комбинацию элементарных 
функций. Последнее также является новым нетри-
виальным случаем интегрируемости многомерных 
диссипативных систем в явном виде.
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NEW CASES OF INTEGRABLE SEVENTH-ORDER SYSTEMS  
WITH DISSIPATION

M. V. Shamolin,
The paper shows the integrability of certain classes of seventh-order dynamic systems that are homogeneous in 
part, in which the system on the tangent bundle to three-dimensional manifolds is distinguished. In this case, the 
force fields have various dissipation and generalize the previously considered ones.

Keywords: dynamical system, integrability, dissipation, transcendental first integral.


