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В работе показана интегрируемость некоторых классов динамических
систем на касательном расслоении к многомерному многообразию.
При этом силовые поля обладают переменной диссипацией и обоб-
щают ранее рассмотренные.

Ключевые слова: динамическая система, диссипация, интегрируе-
мость, трансцендентный первый интеграл

Integrable dynamical systems with many degrees of freedom
and dissipation

In this study, we show the integrability of certain classes of dynamic sys-
tems on the tangent bundle to a multi-dimensional manifold. In this case,
the force fields have variable dissipation and generalize the cases consid-
ered previously.
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Â çàäà÷àõ äèíàìèêè èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ñ äèññèïàöèåé (ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîëîæåíèé � ìíîãîìåðíûì ìíîãîîáðàçè-
åì). Èõ ôàçîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñòàíîâÿòñÿ êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ ê
äàííûì ìíîãîîáðàçèÿì. Òàê èçó÷åíèå 𝑛-ìåðíîãî îáîáùåííîãî ñôåðè÷åñêî-
ãî ìàÿòíèêà â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê (𝑛−1)-ìåðíîé ñôåðå, ïðè ýòîì ìåòðèêà ñïåöè-
àëüíîãî âèäà íà íåé èíäóöèðîâàíà äîïîëíèòåëüíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé [1,
2]. Âûäåëèì òàêæå çàäà÷è î äâèæåíèè òî÷êè ïî ìíîãîìåðíîé ïîâåðõíîñòè,
ïðè ýòîì ìåòðèêà íà íåé èíäóöèðîâàíà åâêëèäîâîé ìåòðèêîé âñåîáúåìëþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñ 𝑛 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (𝛼, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛−1), (𝑧𝑛, . . . , 𝑧1)
� êâàçèñêîðîñòè, íàëè÷èå äèññèïàöèè (çíàêîïåðåìåííîé) õàðàêòåðèçóåò êî-
ýôôèöèåíò 𝑏𝛿(𝛼) â ïåðâîì óðàâíåíèè, 𝐹 (𝛼) � âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå:

�̇� = −𝑧𝑛 + 𝑏𝛿(𝛼),

�̇�𝑛 = 𝐹 (𝛼) + Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑧2𝑛−1 + Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑔2(𝛽1)𝑧22 + . . .

. . .+ Γ𝛼𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . 𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 ,

�̇�𝑛−1 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧𝑛−1𝑧𝑛 − Γ1
22(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)𝑧2𝑛−2 − . . .

. . .− Γ1
𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . 𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 , . . . ,

�̇�2 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧2𝑧𝑛 − [2Γ2(𝛽1) +𝐷𝑔(𝛽1)] 𝑓(𝛼)𝑧2𝑧𝑛−1 − . . .

. . .− [2Γ𝑛−2(𝛽𝑛−3) +𝐷𝑟(𝛽𝑛−3)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑠(𝛽𝑛−4)𝑧2𝑧3− (1)

−Γ𝑛−2
𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑟(𝛽𝑛−3)𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 ,

�̇�1 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧1𝑧𝑛 − [2Γ2(𝛽1) +𝐷𝑔(𝛽1)] 𝑓1(𝛼)𝑧1𝑧𝑛−1−

− [2Γ3(𝛽2) +𝐷ℎ(𝛽2)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)𝑧1𝑧𝑛−2 − . . .

. . .− [2Γ𝑛−1(𝛽𝑛−2) +𝐷𝑖(𝛽𝑛−2)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑟(𝛽𝑛−3)𝑧1𝑧2,

�̇�1 = 𝑧𝑛−1𝑓(𝛼), �̇�2 = 𝑧𝑛−2𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1), �̇�3 = 𝑧𝑛−3𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2), . . . ,

�̇�𝑛−1 = 𝑧1𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑖(𝛽𝑛−2);

çäåñü âñåâîçìîæíûå Γ � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
𝐷 � äèôôåðåíöèðîâàíèå, ôóíêöèè 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, . . . � ãëàäêèå.

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

Γ𝛼11(𝛼, 𝛽) = Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)𝑔2(𝛽1) = . . . = Γ𝛼𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . =

= Γ𝑛(𝛼), 2Γ1(𝛼) +
𝑑 ln |𝑓(𝛼)|

𝑑𝛼
+ Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼) ≡ 0. (2)

Äëÿ ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìî çíàòü, âîîáùå ãî-
âîðÿ, 2𝑛− 1 íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî ïîñëå ñëåäóþùåé çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ

𝑤𝑛 = 𝑧𝑛, 𝑤𝑛−1 =
√︁
𝑧21 + . . .+ 𝑧2𝑛−1, 𝑤𝑛−2 =

𝑧2
𝑧1
,
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𝑤𝑛−3 =
𝑧3√︀
𝑧21 + 𝑧22

, . . . , 𝑤1 =
𝑧𝑛−1√︁

𝑧21 + . . .+ 𝑧𝑛−2
2

,

ñèñòåìà (1) ðàñïàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�̇� = −𝑤𝑛 + 𝑏𝛿(𝛼), �̇�𝑛 = 𝐹 (𝛼) + Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼)𝑤2
𝑛−1,

�̇�𝑛−1 =

[︂
2Γ1(𝛼) +

𝑑 ln |𝑓(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑤𝑛−1𝑤𝑛, (3)

�̇�𝑠 = ±𝑤𝑛−1

√︀
1 + 𝑤2

𝑠𝑓(𝛼) . . . [2Γ𝑠+1(𝛽𝑠) +𝐷𝑗(𝛽𝑠)] ,

�̇�𝑠 = ± 𝑤𝑠𝑤𝑛−1√︀
1 + 𝑤2

𝑠

𝑓(𝛼) . . . , 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2, (4)

�̇�𝑛−1 = ± 𝑤𝑛−1√︁
1 + 𝑤2

𝑛−2

𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑖(𝛽𝑛−2), (5)

ãäå â ñèñòåìå (4) ñèìâîëîì �. . .� ïîêàçàíû îäèíàêîâûå ÷ëåíû, à ôóíêöèÿ
𝑗(𝛽𝑠) � îäíà èç ôóíêöèé 𝑔, ℎ, . . ., çàâèñÿùàÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà 𝛽𝑠.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (3)�(5) äîñòàòî÷íî óêà-
çàòü äâà íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà ñèñòåìû (3), ïî îäíîìó � äëÿ ñè-
ñòåì (4) (ìåíÿÿ â íèõ íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå; èõ 𝑛−2 øòóêè), è äîïîëíè-
òåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (5) (ò.å. âñåãî 𝑛+1).

Теорема. Пусть для некоторых 𝜅, 𝜆 ∈ R выполняются равенства
Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼) = 𝜅𝑑 ln |𝛿(𝛼)|/𝑑𝛼, 𝐹 (𝛼) = 𝜆𝑑𝛿2(𝛼)/2𝑑𝛼. Тогда система (1) при
выполнении условий (2) обладает полным набором (𝑛 + 1) независимых,
вообще говоря, трансцендентных первых интегралов.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝜅 = −1 ñèñòåìà (3) èìååò ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë:

Θ1(𝑤𝑛, 𝑤𝑛−1;𝛼) =
𝑤2
𝑛 + 𝑤2

𝑛−1 − 𝑏𝑤𝑛𝛿(𝛼) + 𝜆𝛿2(𝛼)

𝑤𝑛−1𝛿(𝛼)
= 𝐶1 = const.

Äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ñèñòåìû (3) èìååò ñëåäóþùèé
ñòðóêòóðíûé âèä:

Θ2(𝑤𝑛, 𝑤𝑛−1;𝛼) = 𝐺

(︂
𝛿(𝛼),

𝑤𝑛
𝛿(𝛼)

,
𝑤𝑛−1

𝛿(𝛼)

)︂
= 𝐶2 = const

è ïðè 𝜅 = −1 îí íàéäåòñÿ èç êâàäðàòóðû (𝑢𝑛 = 𝑤𝑛/𝛿(𝛼))

ln |𝑔(𝛼)| =

∫︁
(𝑏− 𝑢𝑛)𝑑𝑢𝑛

2(𝜆− 𝑏𝑢𝑛 + 𝑢2𝑛) − 𝐶1{𝐶1 ±
√︀
𝐶2

1 − 4(𝑢2𝑛 − 𝑏𝑢𝑛 + 𝜆)}/2
.

Ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ñèñòåì (4) èìåþò âèä

Θ𝑠+2(𝑤𝑠;𝛽𝑠) =

√︀
1 + 𝑤2

𝑠

Ψ𝑠(𝛽𝑠)
= 𝐶𝑠+2 = const, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2,

ãäå Ψ𝑠(𝛽𝑠), 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2, � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè. À äîïîëíèòåëü-
íûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (5), èìååò âèä

Θ𝑛+1(𝑤2, 𝑤1;𝛼, 𝛽) = 𝛽𝑛−1 ±
∫︁ 𝛽𝑛−2

𝛽𝑛−20

𝐶𝑛𝑖(𝑏)√︁
𝐶2
𝑛−1Ψ2

𝑛−2(𝑏) − 𝐶2
𝑛

𝑑𝑏 = 𝐶𝑛+1 = const.
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Äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé òðàíñöåíäåíòíîñòü ôóíêöèé êàê ïåðâûõ èí-
òåãðàëîâ íàñëåäóåòñÿ èç íàëè÷èÿ ïðèòÿãèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ.

Âûäåëèì âàæíûå ñëó÷àè äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝛼), îïðåäåëÿþùåé ìåòðèêó:

𝑓(𝛼) =
cos𝛼

sin𝛼
, (6)

𝑓(𝛼) =
1

cos𝛼 sin𝛼
. (7)

Ñëó÷àé (6) ôîðìèðóåò ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ äèíàìè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî (𝑛 + 1)-ìåðíîãî òâåðäîãî òåëà íà íóëåâûõ óðîâíÿõ
öèêëè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå [1, 2]. Ñëó÷àé (7) ôîð-
ìèðóåò ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà 𝑛-
ìåðíîé ñôåðå òàêæå â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå. Â ñëó÷àå (6), åñëè 𝛿(𝛼) =
𝐹 (𝛼)/ cos𝛼, òî ñèñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå (𝑛 + 1)-ìåðíîãî òâåðäîãî òå-
ëà â ñèëîâîì ïîëå 𝐹 (𝛼) ïîä äåéñòâèåì ñëåäÿùåé ñèëû [3]. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè 𝐹 (𝛼) = sin𝛼 cos𝛼, 𝛿(𝛼) = sin𝛼, òî ñèñòåìà îïèñûâàåò îáîáùåííûé
(𝑛+ 1)-ìåðíûé ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë è îáëà-
äàåò ïîëíûì íàáîðîì òðàíñöåíäåíòíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõñÿ
÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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В докладе рассматривается метод решения дифференциального урав-
нения с левосторонней дробной производной Бесселя, основанный на
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