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МЕХАНИКА

ВВЕДЕНИЕ

Дать общее определение динамической системы 
с имеющейся диссипацией довольно затрудни-
тельно. В каждом конкретном случае иногда это 
может быть сделано: вносимые в систему опреде-
лённые коэффициенты в уравнениях указывают 
в одних областях фазового пространства на рас-
сеяние энергии, а в других областях —  на её под-
качку. Последнее приводит к потере известных пер-
вых интегралов (законов сохранения), выражаю-
щихся через гладкие функции.

Однако как только в системе обнаруживаются 
притягивающие или отталкивающие предельные 
множества, необходимо забыть о полном наборе 
даже непрерывных во всём фазовом пространстве 
первых интегралов [1].

В некоторых случаях для систем с диссипацией, 
если и удаётся найти полный набор первых интег-
ралов, то среди них обязательно будут первые ин-
тегралы, являющиеся трансцендентными (в смысле 
комплексного анализа) функциями, имеющими 
существенно особые точки. Полученные в работе 
результаты особенно важны в смысле присутствия 
в системе именно неконсервативного поля сил.

Во множестве работ автора уже затрагивалась 
данная тематика (см., например, [2, 3]). В данной 
работе показана интегрируемость некоторых классов 
однородных по части переменных динамических 
систем пятого порядка, в которых выделяется сис-
тема на касательном расслоении к двумерным мно-
гообразиям. При этом силовые поля обладают дис-

сипацией разного знака и обобщают ранее рассмот-
ренные.

ЗАМЕЧАНИЯ К СИСТЕМАМ  
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Пусть v, a, z —  фазовые переменные в системе, 
правые части которой —  однородные полиномы (для 
простоты, степени 2) по переменным v, z (см. так- 
же [4]). Тогда, выбирая в качестве нового времени 

переменную q dq dt
d

dq
= = 〈 〉





v , ’ ,  будем рассмат-

ривать систему третьего порядка

 ′ =v vΨ( , ) ,a  Z  ′ = - +a d aZ bZ 2 ( ),

 ′ = -Z Z ZΨ( , ),a   Ψ( , ) ( ),a d a Z bZ= - ′2  (1)

z Z= v, b ≥ 0, d(a) —  некоторая гладкая функция, 
как систему при отсутствии внешнего поля сил. При 
этом уравнение на v отделяется, что даёт возмож-
ность рассматривать два оставшихся уравнения в ка-
честве системы с одной степенью свободы на дву-

мерном многообразии N { ; }2 Z  a  [5].

Система (1) имеет два гладких первых интеграла:

 Φ0
2

01 2( ; ; ) ( ( )) const,v v  Z bZ Ca d a= - = =
 Φ1 1( ; ) const.v v Z Z C= = =

Другими словами, независимая подсистема на 

N Z2{ ; } a  имеет рациональный по Z первый интеграл 
вида (см. также [4, 6])

 Φ( ; )
( )

const.Z
bZ

Z
C a d a= - = =1 2

2

Добавляя в систему (1) внешнее силовое поле 
F(a) при b > 0
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 ′ =v vΨ( , ) ,a  Z  ′ = - +a d aZ bZ 2 ( ), 
 ′ = -Z F Z Z( ) ( , ),a aΨ  

создаётся впечатление, что система осталась кон-
сервативной (что имеет место при b = 0 [2]). Дей-
ствительно, при некотором условии у неё существует 
гладкий первый интеграл вида

 Φ1
2 2

1 1( ; ; ) ( ( )) const,v v  Z Z F Ca a= + = =
 ′ =F F1 2( ) ( ),a a

структура которого напоминает интеграл полной 
энергии, но дополнительного гладкого первого ин-
теграла система, вообще говоря, не имеет. Более 
того, если F ( ) ( ) ( ),a d a d a= ′  дополнительный интег-
рал является трансцендентной функцией фазовых 
переменных (т. е. имеет существенно особые точки, 
означающие наличие в системе притягивающих 
предельных множеств) [7].

СИСТЕМЫ ПЯТОГО ПОРЯДКА  
ПРИ ОТСУТСТВИИ  

ВНЕШНЕГО СИЛОВОГО ПОЛЯ

Пусть v, a, b, z1, z2 —  фазовые переменные в сис-
теме, правые части которой —  однородные поли-
номы степени 2 по переменным v, z1, z2 (см. так- 
же [8]). Тогда, выбирая в качестве нового времени 

переменную q dq dt
d

dq
= = 〈 〉





v , ’ ,  будем рассмат-

ривать систему пятого порядка

 
′ =

= - + ′
v vΨ

Ψ
( , , ) ,

( , , ) ( ) ( ),

a
a d a

  

  

Z Z

Z Z b Z Z
1 2

1 2 1
2

2
2  (2)

 

′ = - + +
′ = -

a d a
a b a abb

a
Z b Z Z

Z f Z Z Z Z
2 1

2
2
2

2
2

1
2

2 1 2

( ) ( ),

( , ) ( ) ( , ,Γ Ψ   )),

( , )
ln ( )

( , , ),

′ = +





-

-

Z
d f

d
Z Z

Z Z Z

1 1 2

1 1 2

2Γ

Ψ
ab
b a b a

a
a

 
| |

   
′′ =b aZ f1 ( ),

 (3)

z Zk k= v, k = 1, 2, b ≥ 0, d(a), f(a) —  некоторые глад-
кие функции, как систему при отсутствии внешнего 
поля сил. При этом уравнение (2) отделяется, что 
даёт возможность рассматривать уравнения (3) в ка-
честве независимой системы (с двумя степенями 
свободы) на четырёхмерном многообразии

N Z Z TM Z Z2
2 1

2
2 1{ , ; , } { , ; , }      a b a b=  (касательном 

расслоении гладкого двумерного многообразия 

M 2{ , },a b  см. также [2, 8]).

Рассмотрим структуру системы (3). Она для про-
стоты соответствует следующим уравнениям геоде-
зических линий на касательном расслоении 

TM 2{ , ; , }a b a b    многообразия M 2{ , },a b  [9] (в част-
ности, сферы или поверхностей вращения с двумя 
или тремя ненулевыми коэффициентами связности):

 
a a b b

b a b a b
bb
a

ab
b

•• •

•• • •

( , ) ,

( , ) .

+ =

+ =

Γ

Γ

 

 

2 0

2 0
 (4)

Действительно, выбрав новые координаты Z1, Z2 
в касательном пространстве в виде

 ′ = - ′ =a b aZ Z f2 1, ( ),    (5)

мы получаем соотношения на них в виде (ср. с сис-
темой (3))

 ′ = +





Z
d f

d
Z Z1 1 22Γab

b a b a
a

( , )
ln ( )

, 
| |

 ′ =Z f Z2
2

1
2Γbb

a a b a( , ) ( ) ,  (6)

при этом уравнения (4) почти всюду эквивалентны 
совокупности (5), (6), которая прежде всего присут-
ствует в системе (3).

Далее, в системе (3) также присутствуют коэф-
фициенты при параметре b ≥ 0, но, как и в системе 
(1), они не нарушают консервативности, поскольку 
система (2), (3) обладает полным набором (че-
тырьмя) гладких первых интегралов.

П р е д л о ж е н и е  1. Если всюду справедливо ра-
венство

 Γ Γbb
a

ab
ba b a a b a

a
( , ) ( ) ( , )

ln ( )
,  

| |
f

d f

d
2 2 0+ + ≡  (7)

то система (2), (3) имеет аналитический первый ин-
теграл вида

 Φ1 2 1
2

1
2

2
2

1
2( ; , ) ( ) const.v v  Z Z Z Z C= + = =  (8)

П р е д л о ж е н и е  2. Если функция Γab
b a b( , )  явля-

ется функцией лишь a:

 Γ Γab
b

ab
ba b a( , ) ( ), =  (9)

то система (2), (3) имеет гладкий первый интеграл 
следующего вида:

 Φ2 1
2

1 2( ; ; ) ( ) const,v v  Z Z Ca d a= = =  (10)

при этом функция d(a) должна удовлетворять равен-
ству

d a a ab
b

a

a

( ) ( )exp ( ) , const.=











=∫A f b db A1 12

0

Γ    , (11)

Если выполнено свойство (9) и функция Γbb
a a b( , )  

также является функцией лишь a: Γ Γbb
a

bb
aa b a( , ) ( ), =  

то в системе (3) выделяется независимая подсистема 
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третьего порядка, состоящая из первых трёх урав-
нений (уравнение на ′b  отделяется). В частности, 
если выполнены свойства (7), (9), то такая незави-
симая подсистема выделяется.

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть функция Γbb
a a b( , )  яв-

ляется функцией лишь a: Γ Γbb
a

bb
aa b a( , ) ( ). =  Тогда 

система (2), (3) имеет гладкий первый интеграл сле-
дующего вида:

Φ0 2
2

2 01 2( ; ; ) ( ( )) const,v v  Z bZ Ca d a= - = =  (12)

если функция d(a) удовлетворяет равенству

 d a bb
a

a

a

( ) exp ( ) , const.= -











=∫A b db A2 2

0

Γ    

В частности, если выполнены свойства (7), (9), 
(11), то система (2), (3) имеет гладкий первый ин-
теграл вида (12).

П р е д л о ж е н и е  4. Если выполнены условия (7), 
(9), (11), то система (2), (3) имеет первый интеграл 
следующего вида:

 Φ3
2
2

3 1
2 2 3

0

( , )
( )

( )
const,a b b

da

a

 = +
+

= =∫ C f b

A bC b
db C  (13)

где после взятия интеграла (13), вместо постоянных 

C1
2, C2 можно подставить левые части равенств (8), 

(10), соответственно (A3 = const).

Те о р е м а  1. Если выполнены условия (7), (9), (11), 
то система (2), (3) обладает полным набором (че-
тырьмя) гладких независимых первых интегралов вида 
(8), (10), (12), (13).

ВВЕДЕНИЕ  
ВНЕШНЕГО СИЛОВОГО ПОЛЯ

Модифицируем систему (2), (3) при наличии двух 
ключевых параметров b, b1 0≥ , введя внешнее сило-
вое поле. Если ввести такое поле, добавив коэффи-
циент F(a) в уравнение на ′Z 2 системы (14), (15) 
и даже положив при этом b1 0= , то полученная сис-
тема, вообще говоря, не будет консервативной. Кон-
сервативность будет при дополнительном условии: 
b = 0. Но мы расширим введение силового поля, 
положив b1 > 0. Рассматриваемая система на прямом 
произведении числового луча и касательного рас-

слоения TM Z Z2
2 1{ , ; , }   a b  примет вид

  
′ =

= - + ′ +
v vΨ

Ψ
( , , ) ,

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

a
a d a a d a

  

  

Z Z

Z Z b Z Z b F
1 2

1 2 1
2

2
2

1

 (14)

 

′ = - + + +

= -
′

′ =

a d a a a

a m d a
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Z b Z Z b F f
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Z F

2 1
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1
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( ) ( ) ( ) ( ),
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( )

( )
,

�
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a a b a
a

a b

bb
a

ab
b

+ -
-

′ = +

Γ
Ψ

Γ

 

   

 

f Z

Z Z Z

Z
d

2
1
2

2 1 2

1 2
lln ( )

( , , ),
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| |

   

f

d
Z Z

Z Z Z
Z f

a
a

a
b a







-

-
′ =

1 2

1 1 2

1

Ψ

 (15)

m = const. При этом коэффициенты консервативной 
составляющей силового поля содержат параметр b, 
а неконсервативной составляющей внешнего поля —  
параметр b1.

Силовое поле в уравнениях на ′v , ′Z1,, ′Z 2 опреде-
ляется функцией Ψ( , , ).a   Z Z1 2  Опишем введение 
силового поля в виде двумерного столбца, в первой 
строке которого стоят коэффициенты из функции 
Ψ( , , ),a   Z Z1 2  а во второй строке —  коэффициенты 
из уравнения на ′a . Таким образом, совместное си-
ловое поле (в котором присутствуют три параметра 
b b,  1 0≥ , m) будут иметь вид

 U
b Z Z

b F
( )

( )
,1

2
2
2

1

+



a

 U
f

=
- ′





d a d a
d a a

( ) ( )
( ) ( )

,�

где U —  преобразование с определителем, равным -m 
и являющимся унимодулярным преобразованием 
при m = ±1,. Такое преобразование вносит в систему 
диссипацию (как одного знака, так и другого, 
см. также [2, 3, 8]).

ИНТЕГРИРОВАНИЕ  
СИСТЕМЫ С ДИССИПАЦИЕЙ

Перейдём теперь к интегрированию искомой 
системы пятого порядка (14), (15) при выполнении 
свойств (7), (9). Она также допускает отделение не-
зависимой подсистемы третьего порядка.

Те о р е м а  2. Пусть для некоторых k λ,  ∈ R  вы-
полняются равенства

 Γbb
a a a k

a
d a( ) ( ) ln ( )f

d

d
2 = | |;

 F
d

d
( )

( )
.a λ

a
d a=

2

2
 (16)

Тогда система (14), (15) при выполнении свойств 
(7), (9) обладает четырьмя независимыми (вообще 
говоря, трансцендентными [10] в смысле комплексного 
анализа) первыми интегралами.
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В общем случае первые интегралы выписываются 
громоздко. В частности, если k = -1, то явный вид 
одного из первых интегралов таков:

 

Θ1 2 1 1
2 1

2
2

1
2

1 2

( , ; )
( )

,
( )

( )

Z Z G
Z Z

Z Z b Z

   a
d a d a

λm d a λ

= 





=

= + - + dd a
d a

2

1
1

( )
( )

const,
Z

С= =
 (17)

При помощи интеграла (17) получаются и другие 
первые интегралы. При этом они имеют следующие 
структурные виды:

 
Θ2 2 1 2

2 1

2

( , ; ) ( ),
( )

,
( )

const,

Z Z G
Z Z

С

    a d a
d a d a

= 





=

= =
 

(18)

Θ3 2 1 3
2 1

3

( , ; , ) ( ), ,
( )

,
( )

const

Z Z G
Z Z

С

      a b d a b
d a d a

= 





=

= = ..
 (19)

Выражение первых интегралов (18), (19) через 
конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также 
и от явного вида функции d(a). Например, при k = -1 
второй из интегралов системы (14), (15) найдётся 
из уравнения Бернулли

 
d

du

b u b U C u u b

b u u U

d λm d d λd
λ λm2

1 2
3 2

1 2 2
2

1
3

1 2 2
2 2= - + + -

- + -
( ) ( ( , ) )

(
 

CC u1 2, )
,

 

 U C u
C C b u u

( , )
( )

,1 2
1 1

2
1 2 2

24

2
 =

± - - +{ }λ λm

 u Z2 2= /d a( ).

При этом после взятия этого интеграла вместо C1
2 

можно подставить левую часть равенства (17).

Кроме того, у системы (14), (15) существует глад-
кий первый интеграл (по аналогии с (12)), который, 
например, при b = b1, m = 1 примет вид

 
Φ0 2

2
2

2
1
2

2
2

0

1 2( ; ; ) ( ( ) ( ))
const.

v v  Z bZ b Z Z
C

a d a= - + + =
= =

Справедлива и теорема, обратная теореме 2.

Те о р е м а  3. Условия (7), (9), (16) (например, при 
k = -1) являются необходимыми условиями существо-
вания первого интеграла (17) для системы (14), (15).

СТРОЕНИЕ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ  
ДЛЯ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ

Если a —  периодическая координата периода 2p, 
то система (14), (15) становится динамической сис-
темой с переменной диссипацией с нулевым сред-
ним [8, 9]. При этом при F( )a ≡ 0 она превращается 

в систему консервативную (2), (3). Последняя, 
в частности, обладает двумя гладкими первыми ин-
тегралами вида (8), (10). Более того, если функция 
F(a) не равна тождественно нулю, но b1 = 0, то сис-
тема (14), (15) при втором условии из (16) обладает 
первым интегралом вида

 
Ξ0 2 1

2
1
2

2
2 2

( ; , ; )

( ( )) const.

v

v

   Z Z

Z Z

a
λd a

=
= + + =

 
(20)

Очевидно, что отношение двух первых интегра-
лов (20), (10) также является первым интегралом 
системы (14), (15) при неравенстве функции F(a) 
тождественно нулю, но b1 = 0. Но при b1 > 0 каждая 
из функций

 
Ξb Z Z

Z Z b Z
1 2 1

2
1
2

2
2

1 2
2

( ; , ; )

( ( ) ( ))

v

v

   a

λm d a λd a

=

= + - +
 

(21)

и (10) по отдельности не является первым интегра-
лом системы (14), (15). Однако отношение функций 
(21), (10) является первым интегралом (17) системы 
(14), (15) (при k = -1) при любом b1 > 0.

Вообще же, как и указывалось ранее, для систем 
с диссипацией трансцендентность функций 
(в смысле наличия существенно особых точек) как 
первых интегралов наследуется из нахождения в сис-
теме притягивающих или отталкивающих предель-
ных множеств [1–3].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выделим существенный случай для функции f(a), 
определяющей метрику на двумерной сфере, и d(a):

 f ( )
cos
sin

,a a
a

=  d a a( ) sin .=  (22)

Случай (22) формирует класс систем (14), (15) 
при m = 1, соответствующих пространственному 
движению динамически симметричного твёрдого 
тела на нулевом уровне циклического интеграла 
в неконсервативном поле сил [8, 9]. В частности, 
при d a a( ) ( )≡ ≡F 0 рассматриваемая система опи-
сывает геодезический поток на двумерной сфере. 
В случае (22), если d a a a( ) ( ) cos ,= F /  то система 
описывает пространственное движение твёрдого 
тела в силовом поле F(a) под действием следящей 
силы [8]. В частности, если F( ) sin cos ,a a a=  
d a a( ) sin ,=  то система эквивалентна пространствен-
ному (сферическому) маятнику, помещённому в по-
ток набегающей среды, и обладает полным набором 
трансцендентных первых интегралов, выражаю-
щихся через конечную комбинацию элементарных 
функций.
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Если функция d(a) не является периодической, 
то почти всегда рассматриваемая система является 
системой с переменной диссипацией с ненулевым 
средним (т. е. она является “собственно” диссипа-
тивной). Тем не менее, и в этом случае (благодаря 
теореме 2) можно получить явный вид трансцен-
дентных первых интегралов, выражающихся через 
конечную комбинацию элементарных функций. 
Последнее также является новым нетривиальным 
случаем интегрируемости диссипативных систем 
в явном виде.
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