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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ
ÑÈÑÒÅÌÛ ÒÐÅÒÜÅÃÎ È ÏßÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÄÈÑÑÈÏÀÖÈÅÉ

Ïîêàçàíà èíòåãðèðóåìîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ îäíîðîäíûõ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì íå÷åòíîãî (òðåòüåãî è ïÿòîãî) ïîðÿäêà, â êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ ñèñòåìà íà
êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèÿì. Ïðè ýòîì ñèëîâîå ïîëå ðàçäåëÿåòñÿ
íà âíóòðåííåå (êîíñåðâàòèâíîå) è âíåøíåå, êîòîðîå îáëàäàåò äèññèïàöèåé ðàçíîãî çíàêà.
Âíåøíåå ïîëå ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óíèìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è îáîáùàåò
ðàíåå ðàññìîòðåííûå. Áèáëèîãðàôèÿ: 15 íàçâ.

Äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ èìåþùåéñÿ äèññèïàöèåé äîâîëüíî çàòðóäíè-
òåëüíî. Â êîíêðåòíîì ñëó÷àå èíîãäà ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî: âíîñèìûå â ñèñòåìó îïðåäåëåííûå
êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ óêàçûâàþò â îäíèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ðàññåÿíèå
ýíåðãèè, à â äðóãèõ îáëàñòÿõ � íà åå ïîäêà÷êó. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê ïîòåðå èçâåñòíûõ ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ (çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ), âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç ãëàäêèå ôóíêöèè. Íî êàê òîëüêî â ñè-
ñòåìå îáíàðóæèâàþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèå èëè îòòàëêèâàþùèå ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà, íåîáõîäèìî
çàáûòü î ïîëíîì íàáîðå äàæå íåïðåðûâíûõ âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ [1].

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé, åñëè è óäàåòñÿ íàéòè ïîëíûé íàáîð ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî áóäóò ïåðâûå èíòåãðàëû, ÿâëÿþùèåñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè
(â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà) ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè. Ïîëó÷åí-
íûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû îñîáåííî âàæíû â ñìûñëå ïðèñóòñòâèÿ â ñèñòåìå íåêîíñåðâàòèâíîãî
ïîëÿ ñèë.

Â ðàáîòàõ àâòîðà óæå çàòðàãèâàëàñü äàííàÿ òåìàòèêà (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]). Â äàííîé ðàáîòå
ïîêàçàíà èíòåãðèðóåìîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ îäíîðîäíûõ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ïÿòîãî ïîðÿäêà, â êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ ñèñòåìà íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê äâóìåðíûì
ìíîãîîáðàçèÿì. Ïðè ýòîì ñèëîâûå ïîëÿ îáëàäàþò äèññèïàöèåé ðàçíîãî çíàêà è îáîáùàþò ðàíåå
ðàññìîòðåííûå.

1. Çàìå÷àíèÿ ê ñèñòåìàì òðåòüåãî ïîðÿäêà

1.1. Ñèñòåìà ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ ñèë. Ïóñòü v, α, z � ôàçîâûå ïåðåìåííûå
â ãëàäêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû (äëÿ ïðîñòîòû,
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ñòåïåíè 2) ïî ïåðåìåííûì v, z ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò α ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.
òàêæå [4]):

v̇ = a(α)v2 + b(α)vz + c(α)z2,

ż = d(α)v2 + e(α)vz + f(α)z2,

vα̇ = g(α)v2 + h(α)vz + i(α)z2.

(1.1)

Òîãäà, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíó q (dq = vdt, d/dq =<′>,
v 6= 0), ñèñòåìó (1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

v′ = vΨ(α,Z), (1.2)




α′ = g(α) + h(α)Z + i(α)Z2,

Z ′ = d(α) + e(α)Z + f(α)Z2 − ZΨ(α,Z),
(1.3)

Ψ(α,Z) = a(α) + b(α)Z + c(α)Z2,

z = Zv, ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1.2) íà v îòäåëÿåòñÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü äâà
îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèÿ â êà÷åñòâå ñèñòåìû (1.3) ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íà äâóìåðíîì ìíîãî-
îáðàçèè N2{Z;α} [5].

Îñîáíÿêîì ñòîèò ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíû òîæäåñòâà
d(α) ≡ e(α) ≡ f(α) ≡ 0. (1.4)

Òîãäà ñèñòåìà (1.2), (1.3) èìååò åñòåñòâåííûé àíàëèòè÷åñêèé ïåðâûé èíòåãðàë
z = vZ = const . (1.5)

Äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (1.2), (1.3) ïðè óñëîâèè (1.4) íóæíî íàéòè åùå îäèí
ïåðâûé èíòåãðàë, íåçàâèñèìûé ñ (1.5). Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðåäúÿâèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ èñêîìîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà. Íî â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ âàæíûì ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ñèñòåìû (1.2), (1.3).

Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ ñèñòåì âèäà (1.2), (1.3) ïðè óñëîâèè (1.4) áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó òðåòüåãî ïîðÿäêà:

v′ = vΨ(α,Z), (1.6)




α′ = −Z + b0Z
2δ(α),

Z ′ = −ZΨ(α,Z),
(1.7)

Ψ(α,Z) = −b0Z
2δ′(α),

ãäå z = Zv, b0 > 0 � ïàðàìåòð, δ(α) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, êàê ñèñòåìó ïðè îòñóòñòâèè
âíåøíåãî ïîëÿ ñèë.

1.2. Ïîëíûé íàáîð ãëàäêèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.
Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ñèñòåìà (1.6), (1.7) èìååò äâà ãëàäêèõ ïåðâûõ èíòåãðàëà

Φ0(v;Z;α) = v2(1− 2b0Zδ(α)) = C0 = const,

Φ1(v;Z) = vZ = C1 = const .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèè Φ0 è Φ1 â ñèëó ñèñòåìû
(1.6), (1.7). ¤

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà (1.7) íà ìíîãîîáðàçèè N2{Z;α} èìååò ðàöèî-
íàëüíûé ïî Z ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (ñì. òàêæå [4])

Φ(Z;α) =
1− 2b0Zδ(α)

Z2
= C = const, (1.8)
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êîòîðûé íå èìååò ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê. Â ñèëó ïîñëåäíåãî ïîäñèñòåìà (1.7) íå èìååò ïðè-
òÿãèâàþùèõ èëè îòòàëêèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ, ïîçâîëÿþùèõ ãîâîðèòü î íàëè÷èè â
ñèñòåìå äèññèïàöèè òîãî èëè èíîãî çíàêà.

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííåå ñèëîâîå ïîëå (çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà b0 > 0) â ñèñòåìå (1.6),
(1.7) íå íàðóøàåò êîíñåðâàòèâíîñòè ñèñòåìû.

1.3. Íåêîòîðûå ôàçîâûå ïîðòðåòû. 1. Ïðèâåäåì ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.7), äëÿ íà-
÷àëà ñëåãêà ïðåîáðàçîâàâ åãî. Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåéíî çàâèñèò îò âåëè÷èíû Z. Òàêèì îáðàçîì,
âñÿ îñü àáñöèññ {(α,Z) ∈ R2 : Z = 0} ñîñòîèò èç íåèçîëèðîâàííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.

Íåñêîëüêî ïîïðàâèì ïðàâóþ ÷àñòü çà ñ÷åò åå ñîêðàùåíèÿ íà âåëè÷èíó Z (èçìåíèâ ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ âäîëü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé). Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûå õàðàêòåðèñòèêè îñòàëèñü íà
ñâîåì ìåñòå, ïðè ýòîì îñü àáñöèññ ïåðåñòàëà áûòü �ñîòêàííîé� èç íåèçîëèðîâàííûõ ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä

α′ = −1 + b0Zδ(α),

Z ′ = b0Z
2δ′(α).

(1.9)

Äëÿ ôóíêöèè δ(α) = sinα ïîëå íàïðàâëåíèé äëÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (1.9) ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ïîëå íàïðàâëåíèé äëÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (1.9).

1.4. Äîáàâëåíèå âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ è ãëàäêîñòü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äîáàâ-
ëÿÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì â ñèñòåìó (1.6), (1.7) âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå F (α) ïðè íàëè÷èè âíóòðåí-
íåãî (b0 > 0):

v′ = vΨ(α,Z), (1.10)




α′ = −Z + b0Z
2δ(α),

Z ′ = F (α)− ZΨ(α,Z),
(1.11)

ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ñèñòåìà îñòàëàñü êîíñåðâàòèâíîé (÷òî èìååò ìåñòî ïðè b0 = 0 [2],
ò.å. ïðè îòñóòñòâèè âíóòðåííåãî ïîëÿ). Êîíñåðâàòèâíîñòü �ïîäòâåðäèëàñü� áû íàëè÷èåì â ñè-
ñòåìå äâóõ ãëàäêèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì óñëîâèè ó
ñèñòåìû (1.10), (1.11) ñóùåñòâóåò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 + F1(α)) = C1 = const, F ′
1(α) = 2F (α), (1.12)

ñòðóêòóðà êîòîðîãî íàïîìèíàåò èíòåãðàë ïîëíîé ýíåðãèè. Íî äîïîëíèòåëüíîãî ãëàäêîãî ïåðâîãî
èíòåãðàëà ñèñòåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò. Áîëåå òîãî, åñëè, â ÷àñòíîñòè, F (α) = δ(α)δ′(α),
òî äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (ò.å.
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èìååò ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè, îçíà÷àþùèå íàëè÷èå â ñèñòåìå ïðèòÿãèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ
ìíîæåñòâ) (ñì. ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, à òàêæå [6]).

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Åñëè F (α) = δ(α)δ′(α), òî ñèñòåìà (1.10), (1.11) èìååò äâà íåçàâèñè-
ìûõ (îäèí, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûé è îäèí ãëàäêèé) ïåðâûõ èíòåãðàëà

Φ0(v;Z;α) = v2
(
1− b0Zδ(α)− b0(Z

2 + δ2(α)) arctan
δ(α)

Z

)
= C0 = const, (1.13)

Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 + δ2(α)) = C1 = const . (1.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèè (1.13) è (1.14) â ñèëó ñèñòå-
ìû (1.10), (1.11) ïðè óñëîâèè F (α) = δ(α)δ′(α). ¤

Áîëåå òîãî, êàê âèäíî èç âèäà ïåðâîãî èíòåãðàëà (1.13), ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû (1.10), (1.11) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ

Z = δ(α) = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå ïåðâûé èíòåãðàë (1.14) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èíòåãðàëà (1.12).
Ìîäèôèöèðóåì äàëåå ñèñòåìó (1.10), (1.11), ïðè íàëè÷èè äâóõ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ b0, b1 >

0, ââåäÿ âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå. Ïîëó÷èì ñèñòåìó
v′ = vΨ(α,Z), (1.15)




α′ = −Z + b0Z
2δ(α) + b1F (α)f̃(α),

Z ′ = F (α)− ZΨ(α,Z),
(1.16)

Ψ(α,Z) = −b0Z
2δ′(α) + b1F (α)δ(α), f̃(α) =

µ− δ2(α)

δ′(α)
,

ãäå µ = const. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû êîíñåðâàòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëîâîãî ïîëÿ ñîäåðæàò
ïàðàìåòð b0, à íåêîíñåðâàòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé âíåøíåãî ïîëÿ � ïàðàìåòð b1.

Òîëüêî ÷òî ìû ââåëè òàêîå ïîëå, äîáàâèâ êîýôôèöèåíò F (α) â óðàâíåíèå íà Z ′ ñèñòåìû
(1.10), (1.11), è óáåäèëèñü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò êîíñåðâàòèâíîé.
Êîíñåðâàòèâíîñòü áóäåò ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: b0 = 0.

Ìû ðàñøèðèì ââåäåíèå ñèëîâîãî ïîëÿ, ïîëîæèâ b1 > 0. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íà ïðÿìîì
ïðîèçâåäåíèè ÷èñëîâîãî ëó÷à è êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗M1{Z;α} ïðèìåò âèä (1.15), (1.16).
Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, òîëüêî ÷òî áûëî ââåäåíî äèññèïàòèâíîå ñèëîâîå ïîëå ñ ïîìîùüþ
óíèìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå F (α) = δ(α)δ′(α), òî ñèñòåìà (1.15), (1.16) îáëàäàåò
ïîëíûì íàáîðîì � äâóìÿ (îäíèì ãëàäêèì è îäíèì, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûì) ïåðâûìè
èíòåãðàëàìè.

Íèæå äîêàçàíà áîëåå îáùàÿ òåîðåìà 4.1, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 ìû îïóñêàåì.

1.5. Íåêîòîðûå ôàçîâûå ïîðòðåòû. 2. Ïðèâåäåì ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.16). Äëÿ
ôóíêöèé δ(α) = sinα, F (α) = δ(α)δ′(α), µ = 1, òðè òèïà ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (1.16)
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2�4 (ω ↔ Z).

2. Ñèñòåìû ïÿòîãî ïîðÿäêà ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ

Ïóñòü v, α, β, z1, z2 � ôàçîâûå ïåðåìåííûå â ãëàäêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, ïðàâûå ÷àñòè
êîòîðîé � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè 2 ïî ïåðåìåííûì v, z1, z2 ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâè-
ñÿùèìè îò α, β. Òîãäà, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íîâîãî âðåìåíè ïåðåìåííóþ q (dq = vdt, d/dq = 〈′〉,
v 6= 0), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ïÿòîãî ïîðÿäêà
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Ðèñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñ äèññèïàöèåé.

Ðèñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñ äèññèïàöèåé.

Ðèñ. 4. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñ äèññèïàöèåé.
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v′ = Ψ(α,Z1, Z2)v, (2.1)




α′ = −Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 )δ(α),

Z ′
2 = Γα

ββ(α, β)f
2(α)Z2

1 − Z2Ψ(α,Z1, Z2),

Z ′
1 =

[
2Γβ

αβ(α, β) +
d ln |f(α)|

dα

]
Z1Z2 − Z1Ψ(α,Z1, Z2),

β′ = Z1f(α),

(2.2)

Ψ(α,Z1, Z2) = −b(Z2
1 + Z2

2 )δ
′(α),

zk = Zkv, k = 1, 2, b > 0, δ(α), f(α) � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè, êàê ñèñòåìó ïðè îòñóòñòâèè
âíåøíåãî ïîëÿ ñèë. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (2.1) îòäåëÿåòñÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèÿ (2.2) â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ñèñòåìû (ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû) íà ÷åòûðåõìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè N4{Z2, Z1;α, β} = TM2{Z2, Z1;α, β} (êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ãëàäêîãî äâóìåðíî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ M2{α, β}, ñì. òàêæå [2, 7]).

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ñèñòåìû (2.2). Îíà äëÿ ïðîñòîòû ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì óðàâíå-
íèÿì ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM2{α̇, β̇;α, β} ìíîãîîáðàçèÿ M2{α, β}
[8] (â ÷àñòíîñòè, ñôåðû èëè ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ � ñ äâóìÿ èëè òðåìÿ íåíóëåâûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ñâÿçíîñòè):

α̈+ Γα
ββ(α, β)β̇

2 = 0,

β̈ + 2Γβ
αβ(α, β)α̇β̇ = 0.

(2.3)

Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ íîâûå êîîðäèíàòû Z1, Z2 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå
α̇ = −Z2,

β̇ = Z1f(α),
(2.4)

ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ íà íèõ â âèäå (ñð. ñ ñèñòåìîé (2.2))

Z ′
1 =

[
2Γβ

αβ(α, β) +
d ln |f(α)|

dα

]
Z1Z2 − Z1Ψ(α,Z1, Z2),

Z ′
2 = Γα

ββ(α, β)f
2(α)Z2

1 − Z2Ψ(α,Z1, Z2),

(2.5)

ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (2.3) ïî÷òè âñþäó ýêâèâàëåíòíû ñîâîêóïíîñòè (2.4), (2.5), êîòîðàÿ, ïðåæäå
âñåãî, ïðèñóòñòâóåò â ñèñòåìå (2.2).

Äàëåå, â ñèñòåìå (2.2) òàêæå ïðèñóòñòâóþò êîýôôèöèåíòû ïðè ïàðàìåòðå b > 0. Íî, êàê
è â ñèñòåìå (1.7), îíè íå íàðóøàþò êîíñåðâàòèâíîñòè, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (2.1), (2.2) îáëàäàåò
ïîëíûì íàáîðîì (÷åòûðüìÿ) ãëàäêèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè âñþäó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

2Γβ
αβ(α, β) +

d ln |f(α)|
dα

+ Γα
ββ(α, β)f

2(α) ≡ 0, (2.6)

òî ñèñòåìà (2.1), (2.2) èìååò àíàëèòè÷åñêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ1(v;Z2, Z1) = v2(Z2
1 + Z2

2 ) = C2
1 = const . (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè (2.7) â ñèëó ñèñòåìû (2.1),
(2.2) äàåò

2v2
[
Γα
ββ(α, β)f

2(α) + 2Γβ
αβ(α, β) +

d ln |f(α)|
dα

]
Z2
1Z2 ≡ 0,

ïîñêîëüêó âûïîëíåíî ñâîéñòâî (2.6). ¤
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Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè ôóíêöèÿ Γβ
αβ(α, β) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü α:

Γβ
αβ(α, β) = Γβ

αβ(α), (2.8)
òî ñèñòåìà (2.1), (2.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ2(v;Z1;α) = v2Z1δ(α) = C2 = const, (2.9)
ïðè ýòîì ôóíêöèÿ δ(α) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó

δ(α) = A1f(α) exp



2

α∫

α0

Γβ
αβ(b)db



 , A1 = const . (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå
v2Z1Φ0(α).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîñëåäíåé ôóíêöèè â ñèëó ñèñòåìû (2.1), (2.2) äàåò

v2
{[

2Γβ
αβ(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α)− Φ′

0(α)

}
Z1Z2 − v2bZ1(Z

2
1 + Z2

2 )[δ
′(α)Φ0(α)− δ(α)Φ′

0(α)].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ïðîèçâîäíàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíÿëàñü íóëþ, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
Φ0(α) óäîâëåòâîðÿëà îáûêíîâåííîìó óðàâíåíèþ

Φ′
0(α) =

[
2Γβ

αβ(α) +
d ln |f(α)|

dα

]
Φ0(α),

à òàêæå áûëî âûïîëíåíî òîæäåñòâî
δ′(α)Φ0(α) ≡ δ(α)Φ′

0(α).

Íî äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà (2.10) è ðàâåíñòâà ôóíêöèé Φ0(α)
è δ(α) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. ¤

Åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî (2.8) è ôóíêöèÿ Γα
ββ(α, β) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü α:

Γα
ββ(α, β) = Γα

ββ(α), òî â ñèñòåìå (2.2) âûäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà,
ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèå íà β′ îòäåëÿåòñÿ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè âûïîëíå-
íû ñâîéñòâà (2.6), (2.8), òî òàêàÿ íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà âûäåëÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ Γα

ββ(α, β) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü α: Γα
ββ(α, β) =

Γα
ββ(α). Òîãäà ñèñòåìà (2.1), (2.2) èìååò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ0(v;Z2;α) = v2(1− 2bZ2δ(α)) = C0 = const, (2.11)
åñëè ôóíêöèÿ δ(α) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

δ(α) = A2 exp



−

α∫

α0

Γα
ββ(b)db



 , A2 = const .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âûïîëíåíû ñâîéñòâà (2.6), (2.8), (2.10), òî ñèñòåìà (2.1), (2.2) èìååò ãëàäêèé
ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (2.11).

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.6), (2.8), (2.10), òî ñèñòåìà (2.1), (2.2)
èìååò ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

Φ3(α, β) = β +

α∫

α0

C2
2f(b)

A3 + bC2
1δ

2(b)
db = C4 = const, (2.12)

ãäå ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà (2.12), âìåñòî ïîñòîÿííûõ C2
1 , C2 ìîæíî ïîäñòàâèòü ëåâûå ÷àñòè

ðàâåíñòâ (2.7), (2.9), ñîîòâåòñòâåííî (A3 = const).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèé 2.1 è 2.2 è èñïîëüçîâàíèè
ÿâíûõ âèäîâ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (2.7) è (2.9). ¤
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Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèé 2.1�2.4 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.6), (2.8), (2.10), òî ñèñòåìà (2.1), (2.2) îáëàäàåò
ïîëíûì íàáîðîì (÷åòûðüìÿ) ãëàäêèõ íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âèäà (2.7), (2.9), (2.11),
(2.12).

3. Ââåäåíèå âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ è óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ìîäèôèöèðóåì ñèñòåìó (2.1), (2.2), ïðè íàëè÷èè äâóõ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ b, b1 > 0, ââå-
äÿ âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå. Åñëè ââåñòè òàêîå ïîëå, äîáàâèâ êîýôôèöèåíò F (α) â óðàâíåíèå íà
Z ′
2 ñèñòåìû (3.1), (3.2) è äàæå ïîëîæèâ ïðè ýòîì b1 = 0, òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, íå áóäåò êîíñåðâàòèâíîé. Êîíñåðâàòèâíîñòü áóäåò ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: b = 0. Íî
ìû ðàñøèðèì ââåäåíèå ñèëîâîãî ïîëÿ, ïîëîæèâ b1 > 0. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íà ïðÿìîì
ïðîèçâåäåíèè ÷èñëîâîãî ëó÷à è êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗M2{Z2, Z1;α, β} ïðèìåò âèä

v′ = Ψ(α,Z1, Z2)v, (3.1)




α′ = −Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 )δ(α) + b1F (α)f̃(α),

Z ′
2 = F (α) + Γα

ββ(α, β)f
2(α)Z2

1 − Z2Ψ(α,Z1, Z2),

Z ′
1 =

[
2Γβ

αβ(α, β) +
d ln |f(α)|

dα

]
Z1Z2 − Z1Ψ(α,Z1, Z2),

β′ = Z1f(α),

(3.2)

Ψ(α,Z1, Z2) = −b(Z2
1 + Z2

2 )δ
′(α) + b1F (α)δ(α), f̃(α) =

µ− δ2(α)

δ′(α)
,

µ = const. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû êîíñåðâàòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëîâîãî ïîëÿ ñîäåðæàò ïà-
ðàìåòð b, à íåêîíñåðâàòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé âíåøíåãî ïîëÿ � ïàðàìåòð b1.

Ñèëîâîå ïîëå â óðàâíåíèÿõ íà v′, Z ′
1, Z ′

2 îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ψ(α,Z1, Z2). Îïèøåì ââåäå-
íèå ñèëîâîãî ïîëÿ â âèäå äâóìåðíîãî ñòîëáöà, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîãî ñòîÿò êîýôôèöèåíòû èç
ôóíêöèè Ψ(α,Z1, Z2), à âî âòîðîé ñòðîêå � êîýôôèöèåíòû èç óðàâíåíèÿ íà α′. Òàêèì îáðàçîì,
ñîâìåñòíîå ñèëîâîå ïîëå (â êîòîðîì ïðèñóòñòâóþò òðè ïàðàìåòðà b, b1 > 0, µ ∈ R) èìååò âèä

U

(
b(Z2

1 + Z2
2 )

b1F (α)

)
, U =

(−δ′(α) δ(α)

δ(α) f̃(α)

)
,

ãäå U � ïðåîáðàçîâàíèå ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì −µ, è ÿâëÿþùèìñÿ óíèìîäóëÿðíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì ïðè µ = ±1. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âíîñèò â ñèñòåìó äèññèïàöèþ (êàê îäíîãî çíàêà,
òàê è äðóãîãî, ñì. òàêæå [2, 3, 7]).

4. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû ñ äèññèïàöèåé

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èíòåãðèðîâàíèþ èñêîìîé ñèñòåìû ïÿòîãî ïîðÿäêà (3.1), (3.2) ïðè âû-
ïîëíåíèè ñâîéñòâ (2.6), (2.8). Îíà òàêæå äîïóñêàåò îòäåëåíèå íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû òðåòüåãî
ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ κ, λ ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Γα
ββ(α)f

2(α) = κ
d

dα
ln |δ(α)|, F (α) = λ

d

dα

δ2(α)

2
. (4.1)

Òîãäà ñèñòåìà (3.1), (3.2) ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ (2.6), (2.8) îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ íåçàâèñè-
ìûìè (âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûìè [9] â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà) ïåðâûìè èíòå-
ãðàëàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà ñîïîñòàâèì ðàññìàòðèâàåìîé ïîäñèñòåìå òðåòüåãî ïîðÿäêà
íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

dZ2

dα
=

F (α) + bZ2(Z
2
1 + Z2

2 )δ
′(α)− b1Z2F (α)δ(α) + Γα

ββ(α)f
2(α)Z2

1

−Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 )δ(α) + b1F (α)f̃(α)
,

dZ1

dα
=

bZ1(Z
2
1 + Z2

2 )δ
′(α) +

[
2Γβ

αβ(α) +
d ln |f(α)|

dα

]
Z1Z2 − b1Z1F (α)δ(α)

−Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 )δ(α) + b1F (α)f̃(α)
.

(4.2)

Äàëåå, ââîäÿ îäíîðîäíûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì

Zk = ukδ(α), k = 1, 2, (4.3)

ïîëüçóÿñü (4.1), ïðèâîäèì ñèñòåìó (4.2) ê âèäó

δ
du2

dδ
+ u2 =

λ+ bu2(u
2
1 + u2

2)δ
2 − b1λu2δ

2 + κu2
1

−u2 + b(u2
1 + u2

2)δ
2 + b1λ(µ− δ2)

,

δ
du1

dδ
+ u1 =

bu1(u
2
1 + u2

2)δ
2 − b1λu1δ

2 − κu1u2

−u2 + b(u2
1 + u2

2)δ
2 + b1λ(µ− δ2)

.

(4.4)

Â äàëüíåéøåì ñèñòåìà (4.4) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
du2

du1
=

λ− b1λµu2 + u2
2 + κu2

1

(1− κ)u1u2 − b1λµu1
. (4.5)

Óðàâíåíèå (4.5) èìååò âèä óðàâíåíèÿ Àáåëÿ [2, 9]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè κ = −1 îíî èìååò
ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë [10, 11]:

u2
2 + u2

1 − b1λµu2 + λ

u1
= C1 = const, (4.6)

êîòîðûé â ïðåæíèõ ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò êàê

Θ1(Z2, Z1;α) = G1

(
Z2

δ(α)
,
Z1

δ(α)

)
=

Z2
2 + Z2

1 − b1λµZ2δ(α) + λδ2(α)

Z1δ(α)
= C1 = const . (4.7)

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïåðâûå èíòåãðàëû âûïèñûâàþòñÿ ãðîìîçäêî. Â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè κ = −1, òî ÿâíûé âèä îäíîãî èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ òîëüêî ÷òî ïðèâåäåí.

Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà (4.7) ïîëó÷àþòñÿ è äðóãèå ïåðâûå èíòåãðàëû. Ïðè ýòîì îíè èìåþò
ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå âèäû (ñð. ñ [12, 13]):

Θ2(Z2, Z1;α) = G2

(
δ(α),

Z2

δ(α)
,
Z1

δ(α)

)
= C2 = const, (4.8)

Θ3(Z2, Z1;α, β) = G3

(
δ(α), β,

Z2

δ(α)
,
Z1

δ(α)

)
= C3 = const . (4.9)

Âûðàæåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (4.8), (4.9) ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé çàâèñèò íå òîëüêî îò âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòóð, íî òàêæå è îò ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè δ(α). Íà-
ïðèìåð, ïðè κ = −1 âòîðîé èç èíòåãðàëîâ ñèñòåìû (3.1), (3.2) íàéäåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

dδ

du2
=

(b1λµ− u2)δ + bδ3(U2(C1, u2) + u2
2)− b1λδ

3

λ− b1λµu2 + u2
2 − U2(C1, u2)

,

U(C1, u2) =
1

2

{
C1 ±

√
C2

1 − 4(λ− b1λµu2 + u2
2)
}
.

Ïðè ýòîì ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà âìåñòî C2
1 ìîæíî ïîäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.7).
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Êðîìå òîãî, ó ñèñòåìû (3.1), (3.2) ñóùåñòâóåò ãëàäêèé ïåðâûé èíòåãðàë (ïî àíàëîãèè ñ (2.11)),
êîòîðûé, íàïðèìåð, ïðè b = b1, µ = 1 ïðèìåò âèä

Θ0(v;Z2;α) = v2(1− 2bZ2δ(α) + b2(Z2
1 + Z2

2 )) = C0 = const .

¤

Ñïðàâåäëèâà òàêæå òåîðåìà, îáðàòíàÿ ê òåîðåìå 4.1.
Òåîðåìà 4.2. Óñëîâèÿ (2.6), (2.8), (4.1) (íàïðèìåð, ïðè κ = −1) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè

óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà (4.7) äëÿ ñèñòåìû (3.1), (3.2).

5. Ñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé

Åñëè α � ïåðèîäè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà ïåðèîäà 2π, òî ñèñòåìà (3.1), (3.2) ñòàíîâèòñÿ äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì [7, 8]. Ïðè ýòîì ïðè F (α) ≡ 0 îíà
ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó êîíñåðâàòèâíóþ (2.1), (2.2). Ïîñëåäíÿÿ, â ÷àñòíîñòè, îáëàäàåò äâóìÿ
ãëàäêèìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè âèäà (2.7), (2.9). Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ F (α) íå ðàâíà òîæ-
äåñòâåííî íóëþ, íî b1 = 0, òî ñèñòåìà (3.1), (3.2) ïðè âòîðîì óñëîâèè èç (4.1) îáëàäàåò ïåðâûì
èíòåãðàëîì âèäà (ñð. ñ [14, 15])

Θ0(v;Z2, Z1;α) = v2(Z2
1 + Z2

2 + λδ2(α)) = const . (5.1)
Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (5.1), (2.9) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòå-

ãðàëîì ñèñòåìû (3.1), (3.2) ïðè íå ðàâåíñòâå ôóíêöèè F (α) òîæäåñòâåííî íóëþ, íî b1 = 0. Íî
ïðè b1 > 0 êàæäàÿ èç ôóíêöèé

Θb1(v;Z2, Z1;α) = v2(Z2
1 + Z2

2 − b1λµZ2δ(α) + λδ2(α)) (5.2)
è (2.9) ïî îòäåëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (3.1), (3.2). Îäíàêî îòíîøåíèå
ôóíêöèé (5.2), (2.9) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì (4.7) ñèñòåìû (3.1), (3.2) (ïðè κ = −1) ïðè
ëþáîì b1 > 0.

Âîîáùå æå, êàê è óêàçûâàëîñü ðàíåå, äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé òðàíñöåíäåíòíîñòü ôóíêöèé
(â ñìûñëå íàëè÷èÿ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê) êàê ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íàñëåäóåòñÿ èç íàõîæäå-
íèÿ â ñèñòåìå ïðèòÿãèâàþùèõ èëè îòòàëêèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ [1]�[3].
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