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and the jump conditions

Δψx(t
i) = l′xi(ti)

= αiΦ
′
xi(ti)

+ βiΨ
′
xi(ti)

.

The stationarity conditions take the form{
ψxfu − hφu = 0 on [t0, T ],

ψyigi
vi − σiωi

vi = 0 on Δi := [ti, T ], i = 1, . . . , n,

while the energy conservation law takes the form

ψxf +

i−1∑
j=1

ψyigi = c on Δi := [ti−1, ti], i = 1, . . . , n + 1.

An important modification of Problem A is Problem C with terminal cost related
to the “widest” final distribution of payloads. Here, we get payload dynamics in the
inertial form

ÿi = g(yi, ẏi, vi)

and the quadratic cost

JC = −
n∑

i=1

n−1∑
j=i+1

(
yi(T )− yj(T )

)2 → min .
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Интегрируемые динамические системы

с переменной диссипацией

(Integrable variable dissipation dynamical systems)
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Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Россия
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В задачах динамики изучаются механические системы со многими степеня-
ми свободы с диссипацией (с пространством положений — многомерным много-
образием). Их фазовыми пространствами становятся касательные расслоения к
данным многообразиям. Так, например, изучение n-мерного обобщенного сфери-
ческого маятника в неконсервативном поле сил приводит к динамической системе
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на касательном расслоении к (n− 1)-мерной сфере, при этом метрика специаль-
ного вида на ней индуцирована дополнительной группой симметрий [1].
В качестве класса изучаемых динамических систем рассмотрим следующую

систему с гладкой правой частью с диссипацией. А именно, наличие диссипации
(вообще говоря, знакопеременной) характеризует достаточно гладкий коэффи-
циент bδ(α) в первом уравнении системы:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −zn + bδ(α),

żn = F (α) + Γα
11(α, β)f2(α)z2

n−1 + Γα
22(α, β)f2(α)g2(β1)z

2
2 + . . .

. . . + Γα
n−1,n−1(α, β)f2(α)g2(β1)h

2(β2) . . . i2(βn−2)z
2
1 ,

żn−1 = [2Γ1(α) + Df(α)]zn−1zn − Γ1
22(α, β)f(α)g2(β1)z

2
n−2 − . . .

. . .− Γ1
n−1,n−1(α, β)f(α)g2(β1)h

2(β2) . . . i2(βn−2)z
2
1 ,

. . . . . . . . . . . .

ż2 = [2Γ1(α) + Df(α)]z2zn − [2Γ2(β1) + Dg(β1)]f(α)z2zn−1 − . . .

. . .− [2Γn−2(βn−3) + Dr(βn−3)]f(α)g(β1)h(β2) . . . s(βn−4)z2z3 −

− Γn−2
n−1,n−1(α, β)f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)i

2(βn−2)z
2
1 ,

ż1 = [2Γ1(α) + Df(α)]z1zn − [2Γ2(β1) + Dg(β1)]f1(α)z1zn−1 −
− [2Γ3(β2) + Dh(β2)]f(α)g(β1)z1zn−2 − . . .

. . .− [2Γn−1(βn−2) + Di(βn−2)]f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)z1z2,

β̇1 = zn−1f(α), β̇2 = zn−2f(α)g(β1), β̇3 = zn−3f(α)g(β1)h(β2), . . .

. . . , β̇n−1 = z1f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2),

(1)

которая почти всюду эквивалентна системе

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− bα̇δ′(α) + F (α) + Γα
11(α, β)β̇2

1 + . . . + Γα
n−1,n−1(α, β)β̇2

n−1 = 0,

β̈1 − bβ̇1δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇2

2 + . . . + Γ1
n−1,n−1(α, β)β̇2

n−1 = 0,

. . . . . . . . . . . .

β̈n−1 − bβ̇n−1δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇n−1 + 2Γ2(β1)β̇1β̇n−1 + . . .

. . . + 2Γn−1(βn−2)β̇n−2β̇n−1 = 0, W (α) = 2Γ1(α) + Df(α).

Параллельно выделим также класс задач о движении точки по многомерной
поверхности, при этом метрика на ней индуцирована евклидовой метрикой объ-
емлющего пространства (см. также [1–3]).
Пусть справедливы равенства

Γα
11(α, β) ≡ Γα

22(α, β)g2(β1) ≡ . . . ≡ Γα
n−1,n−1(α, β)g2(β1)h

2(β2) . . . = Γn(α), (2)

2Γ1(α) +
d ln|f(α)|

dα
+ Γn(α)f

2(α) ≡ 0. (3)
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После замены переменных

wn = zn, wn−1 =
√

z2
1 + . . . + z2

n−1, wn−2 =
z2
z1

,

wn−3 =
z3√

z2
1 + z2

2

, . . . , w1 =
zn−1√

z2
1 + . . . + zn−2

2

,

система (1) распадается:⎧⎪⎨⎪⎩
α̇ = −wn + bδ(α), ẇn = F (α) + Γn(α)f

2(α)w2
n−1,

ẇn−1 =

[
2Γ1(α) +

d ln|f(α)|
dα

]
wn−1wn,

(4)

⎧⎪⎨⎪⎩
ẇs = ±wn−1

√
1 + w2

sf(α) . . . [2Γs+1(βs) + Dj(βs)],

β̇s = ± wswn−1√
1 + w2

s

f(α) . . . , s = 1, . . . , n− 2,
(5)

β̇n−1 = ± wn−1√
1 + w2

n−2

f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (6)

где в системе (5) многоточием показаны одинаковые члены, а функция j(βs) —
одна из функций g, h, . . . , зависящая от соответствующего угла βs. Для полной
интегрируемости системы (4)–(6) достаточно указать два независимых интеграла
системы (4), по одному — для систем (5) (меняя независимые переменные; их
количество равно n − 2) и интеграл, “привязывающий” уравнение (6) (т.е. всего
n + 1 интегралов).
Теорема. Пусть для некоторых κ, λ ∈ R справедливы равенства

Γn(α)f
2(α) = κ

d

dα
ln|δ(α)|, F (α) = λ

d

dα

δ2(α)

2
.

Тогда система (1) при выполнении условий (2), (3) обладает полным набором
(n + 1) независимых, вообще говоря, трансцендентных первых интегралов.
Так, при κ = −1 интегралы следующие:

Θ1(w;α) =
w2

n + w2
n−1 − bwnδ(α) + λδ2(α)

wn−1δ(α)
= C1,

Θ2(w;α) = G

(
δ(α),

wn

δ(α)
,

wn−1

δ(α)

)
= C2,

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2, s = 1, . . . , n− 2,

Θn+1(w;α, β) = βn−1 ±
∫ βn−2

βn−20

Cni(b)√
C2

n−1Ψ
2
n−2(b)− C2

n

db = Cn+1.

Если функция δ(α) не является периодической, то рассматриваемая дисси-
пативная система является системой с переменной диссипацией с ненулевым
средним (т.е. она является или собственно диссипативной, или системой с раз-
гоняющими силами). Тем не менее и в этом случае можно получить явный вид
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трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечную комбина-
цию элементарных функций. Последнее также является новым нетривиальным
случаем интегрируемости систем со знакопеременной диссипацией в явном виде
(см. также [4, 5]).
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Structurally stable properties of control systems

Shiva Shankar

Chennai Mathematical Institute, Chennai (Madras), India

sshankar@cmi.ac.in

We study properties of control systems that are stable with respect to perturba-
tions. These ideas go back to the notion of structural stability of autonomous systems
due to Andronov and Pontryagin. In contrast, control systems usually admit inputs,
and are therefore non-autonomous.

We study linear systems defined by partial differential or difference equations.
These are systems defined over the ring A = C[∂1, . . . , ∂n] of partial differential op-
erators, or the ring B = C[σ1, σ−1

1 , . . . , σn, σ−1
n ] of Laurent polynomials, respectively.

More precisely:
(i) Let P ⊂ Ak be an A-submodule, and suppose it is generated by p1, . . . , p�. Let

pi = (pi1(∂), . . . , pik(∂)), and let P (∂) be the �× k matrix whose rows are the pi. Let
C∞ be the space of smooth functions on Rn. Then

P (∂) : (C∞)k → (C∞)�, f �→ P (∂)f (1)

is an A-module map. The distributed system B(P ) defined by P is the kernel {f |
P (∂)f = 0} of the above map (it does not depend on the choice of generators for P
which defined the matrix P (∂); indeed, B(P ) ) HomA(A

k/P, C∞)).

Remark. More generally, we can replace C∞ by any A-submodule F of the
space D′ of distributions on Rn, and study the system HomA(A

k/P,F). Examples
include the spaces S ′ of tempered distributions, S of rapidly decreasing functions, the

inverse limit
←−H of the Sobolev spaces, etc. The answers to the questions we address
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