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Введение

В задачах динамики изучаются механические 
системы со многими степенями свободы с дисси-
пацией (с пространством положений – многомер-
ным многообразием). Их фазовыми простран-
ствами становятся касательные расслоения к дан-
ным многообразиям. Так, например, изучение 
n-мерного обобщенного сферического маятника 
в неконсервативном поле сил приводит к динами-
ческой системе на касательном расслоении 
к (n - 1)-мерной сфере, при этом метрика специ-
ального вида на ней индуцирована дополнитель-
ной группой симметрий [1, 2]. В данном случае ди-
намические системы, описывающие движение та-
кого маятника, обладают знакопеременной 
диссипацией, и полный список первых интегралов 
состоит из трансцендентных (в смысле комплекс-
ного анализа) функций, выражающихся через ко-
нечную комбинацию элементарных функций. 

Выделим также класс задач о движении точки 
по многомерной поверхности, при этом метрика на 
ней индуцирована евклидовой метрикой всеобъем-
лющего пространства. В ряде случаев в системах с 
диссипацией также удается найти полный список 
первых интегралов, состоящий из трансцендент-
ных функций. Полученные результаты особенно 
важны в смысле присутствия в системе именно не-
консервативного поля сил. 

В работе показана интегрируемость некоторых 
классов динамических систем на касательном рас-
слоении к многомерному многообразию (об анало-

гичных исследованиях на касательных расслоениях 
к многообразиям размерностей 2, 3, и 4 см. [3–5]). 
При этом силовые поля обладают так называемой 
переменной диссипацией и обобщают ранее рас-
смотренные (см. также [6]). 

1. Уравнения геодезических 
при замене координат и их первые 

интегралы
Как известно, в случае n-мерного гладкого ри-

манова многообразия Mn с координатами (a, β), 
β = (β1, …, βn–1), и аффинной связностью Гi

jk(a, β) 
уравнения геодезических линий на касательном 
р а с с л о е н и и  T M n { , , , ; , , }α β β α β• •

−
•

−1 1 1 n n  
α β β= = =−x x xn

n1
1

2
1, , , ,  x x xn= ( , , ),1

  имеют 
следующий вид (дифференцирование берется по 
натуральному параметру): 

	 x x x xi
jk
i j k

j k

n
•• • •

=

+ =∑ Γ ( ) ,
, 1

0  i = 1, 2, …, n. 	 (1)

Изучим структуру уравнений (1) при изменении 
координат на касательном расслоении TM n. Рас-
смотрим замену координат касательного 
пространства: 

	 x R zi ij
j

j

n
•

=

= ∑
1

,  	 (2)

которую можно обратить: z T xj ji
i

i

n

= •

=
∑

1

,  при этом 

Rij, Tji, i, j = 1, 2, …, n, – функции от x, а также RT = E, 
где R Rij= ( ), T Tji= ( ). Назовем также уравнения (2) 
новыми кинематическими соотношениями, т.е. со-
отношениями на касательном расслоении TMn. 
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Справедливы равенства: 

	 z T x x T x xi ij k
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ij pq
j p q

j p q

n
• • •

=

• •

=

= −∑ ∑,
, , ,
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1 1

Γ  	 (3)

где T
T

xji k
ji

k, =
∂
∂

, j, i, k = 1, 2, …, n, при этом в послед-

ней системе вместо xi•, i = 1, 2, …, n, надо подста-
вить формулы (2). 

Предложение 1. Система (1) в той области, 
где det R x( ) ≠ 0, эквивалентна составной системе (2), 
(3). 

Таким образом, результат перехода от уравне-
ний геодезических (1) к эквивалентной системе 
уравнений (2), (3) зависит как от замены перемен-
ных (2) (т.е. вводимых кинематических соотноше-
ний), так и от аффинной связности Гi

jk(a,  β). 
Рассмотрим далее достаточно общий случай за-

дания кинематических соотношений в следующем 
виде: 

	
α β α β α β

β α β

• •
−

•
−

•
−

= − = =

=

z z f z f g

z f g

n n n

n

, ( ), ( ) ( ),

( ) (

1 1 1 2 2 2 1 1

3 3 3 2 11 1 2

1 1 1 2 1 3 2 1 2

) ( ), ,

( ) ( ) ( ) ( ),

h

z f g h in n n n n

β

β α β β β

…

�−
•

− − − −=

	 (4)

где fk ( )a , k = 1, 2, …, n - 1, gl ( )b1 , l = 1, 2, …, n – 2, 
hm( ),b2  m = 1, 2, …, n – 3, …, i n1 2( )β −  – гладкие функ-
ции на своей области определения. Такие коорди-
наты z1, …, zn в касательном пространстве вводятся 
тогда, когда рассматриваются следующие уравне-
ния геодезических [7, 8] (в частности, на много-
мерных поверхностях вращения) с n(n - 1) ненуле-
выми коэффициентами связности: 
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В случае (4) уравнения (3) примут вид 
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(6)

здесь DQ q
d Q q

dq
( )

ln ( )
,=  и уравнения (5) почти 

всюду эквивалентны составной системе (4), (6) на 
многообразии TM n { , , ; , , , }.z zn n 1 1 1α β β −  

Для полного интегрирования системы (4), (6) 
необходимо знать, вообще говоря, 2n – 1 независи-
мых первых интегралов. 

П р е д л о ж е н и е  2. Если всюду на своей области 
определения справедлива система n(n - 1)/2 равенств 
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(7)

то система (4), (6) имеет аналитический первый ин-
теграл вида 

	 Φ1 1 1
2 2

1
2( , , )z z z z Cn n = + + = =  const. 	 (8)

Можно доказывать отдельную теорему суще-
ствования решения fk ( )a , k = 1, 2, …, n - 1, gl ( )b1 , 
l = 1, 2, …, n - 2, hm( )b2 , m = 1, 2, …, n - 3, …, i n1 2( )β −  
системы (7) для наличия аналитического интегра-
ла (8) для системы (4), (6) уравнений геодезичес-
ких. Но в дальнейшем при изучении динамических 
систем с диссипацией полная группа условий (7) 
нам не потребуется. Тем не менее в дальнейшем 
будем предполагать в уравнениях (4) выполнение 
условий 

	 f f fn1 1( ) ( ) ( ),α α α≡ ≡ =−  	 (9)

при этом функции gl ( )b1 , l = 1, 2, …, n - 2, hm( )b2 , 
m = 1, 2, …, n - 3, …, i n1 2( )β −  должны удовлетворять 
(n - 1)(n - 2)/2 преобразованным уравнениям из 
(7): 
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Таким образом, функции gl ( )b1 , l = 1, 2, …, n - 2, 
hm( )b2 , m = 1, 2, …, n - 3, …, i n1 2( )β −  пока зависят от 
коэффициентов связности, а ограничения на 
функцию f ( )a  будут даны ниже. 

П р е д л о ж е н и е  3. Если выполнены свойства 
(9), (10), при этом справедливы равенства 
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то система (4), (6) имеет гладкий первый интеграл 
следующего вида: 
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П р е д л о ж е н и е  4. Если выполнены условия 
предложения 3, а также 
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то система (4), (6) имеет гладкий первый интеграл 
следующего вида: 
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Далее применяем по индукции изложенные 
выше рассуждения и приходим к следующему 
утверждению. 

П р е д л о ж е н и е  5. Если выполнены условия 
предложений 3, 4, …,  при этом справедливо 
равенство 
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следующего вида: 
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П р е д л о ж е н и е  6. Если выполнены условия 
предложений 3, 4, …, 5, то система (4), (6) имеет 
первый интеграл следующего вида: 
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n
n

n n n

z z

C i b

C b C
db

n

+ −

−

− −

=
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−−

1 2 1
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( , , ; , )
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 α β

β
β
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Cn

−

∫ = =+

2

1 const.
 	

(18)

Набор первых интегралов (8), (12), (15)–(18) яв-
ляется полным набором независимых первых ин-
тегралов системы (4), (6) при перечисленных выше 
условиях (то, что полный набор состоит из n + 1, 
а не из 2n - 1 первых интегралов, будет показано 
ниже). 
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2. Уравнения движения 
в потенциальном силовом поле и их 

первые интегралы
Теперь несколько модифицируем систему (4), 

(6) при условиях (9)–(11), (13)–(16), получив сис-
тему консервативную. А именно, наличие силового 
поля характеризует коэффициент F(a) во втором 
уравнении системы (19) при b = 0, которая на каса-
тельном расслоении TMn { , , ; , , , }z zn n 1 1 1α β β −  
примет вид 
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 	(19)

и она при b = 0 почти всюду эквивалентна системе 
(5), первое уравнение которой будет иметь вид 

α α α β β α β βα α•• •
− − −

•+ + + + =F n n n( ) ( , ) ( , ) .,Γ Γ11 1
2

1 1 1
2 0  

П р е д л о ж е н и е  7. Если выполнены условия 
предложения 2, то система (19) при b = 0 имеет 
гладкий первый интеграл следующего вида: 

Φ1 1 1
2 2

1 1( , , , ) ( )z z z z F Cn n α α= + + + = =  const,

	 F F a da1 2
0

( ) ( )α
α

α

= ∫ . 	 (20)

П р е д л о ж е н и е  8. Если выполнены условия 
предложений 3, 4–5, то система (19) при b = 0 имеет 
гладкие первые интеграы вида (12), (15)–(17). 

П р е д л о ж е н и е  9. Если выполнены условия 
предложения 6, то система (19) при b = 0 имеет пер-
вый интеграл вида (18). 

Набор первых интегралов (20), (12), (15)–(18) 
является полным набором независимых первых 
интегралов системы (19) (при b = 0) при перечис-
ленных выше условиях (то, что полный набор со-
стоит из n + 1, а не из 2n - 1 первых интегралов, 
будет показано ниже). 

3. Уравнения движения в силовом 
поле с диссипацией и их первые 

интегралы

Теперь рассмотрим систему (19) при b ≠ 0. При 
этом получим систему с диссипацией. А именно, 
наличие диссипации (вообще говоря, знакопере-
менной) характеризует коэффициент bδ(a) в пер-
вом уравнении системы (19), которая почти всюду 
эквивалентна следующей системе: 
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W Df( ) ( ) ( )α α α= +2 1Γ . 
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Перейдем теперь к интегрированию искомой 
системы (19) порядка 2n при выполнении 
равенств 

	
Γ Γ

Γ Γ
11 22

2
1

1 1
2

1
2

2

α α

α

α β α β β

α β β β

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( ) (,

≡ ≡

≡ =− −

g

g hn n n αα).
	

(21)

Введём также (по аналогии с (10)) ограничение 
и на функцию f ( )a : она должна удовлетворять пре-
образованному первому равенству из (7): 

	 2 01
2Γ Γ( )

ln ( )
( ) ( )α

α
α

α α+ + ≡
d f

d
fn . 	 (22)

Для полного интегрирования системы (19) не-
обходимо знать, вообще говоря, 2n – 1 независи-
мых первых интегралов. Однако после следующей 
замены переменных 

	 w z z zn n1 1 1
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система (19) распадается следующим образом: 
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где в системе (24) символом … показаны одинако-
вые члены, а функция j s( )b  – одна из функций 
g, h, …, зависящая от соответствующего угла bs. 

Видно, что для полной интегрируемости систе-
мы (23)–(25) достаточно указать два независимых 
первых интеграла системы (23), по одному — для 
систем (24) (меняя в них независимые перемен-
ные; их n - 2), и дополнительный первый интег-
рал, «привязывающий» уравнение (25) (т.е. всего 
n + 1). 

Т е о р е м а . Пусть для некоторых κ λ, ∈R выпол-
няются равенства 

  Γn f
d

d
( ) ( ) ln ( )α α κ

α
δ α2 = ,  F

d

d
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( )
.α λ

α
δ α=

2

2
	 (26)

Тогда система (19) при выполнении условий (21), 
(22) обладает полным набором (n + 1) независимых, 
вообще говоря, трансцендентных первых интегралов. 

В общем случае первые интегралы выписывают-
ся громоздко. В частности, при κ = −1  явный вид 
одного из интегралов для системы (23) таков: 
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(27)

При этом дополнительный первый интеграл для 
системы (23) имеет следующий структурный вид: 
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и, например, при κ = −1  найдется из квадратуры 
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где u wn n= / ( )δ α . Его правая часть выражается че-
рез конечную комбинацию элементарных функ-
ций, а левая – в зависимости от функции δ α( ). По-
этому выражение первых интегралов (27), (28) че-
рез конечную комбинацию элементарных функций 
зависит не только от вычисления квадратур, но 
также и от явного вида функции δ α( ). 

Первые интегралы для систем (24) будут иметь 
вид 

Θ
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	 = const, s = 1, 2, …, n - 2, 	 (29)

о функциях Ψs s( )β , s = 1, 2, …, n - 2, см. (15)–(17). 
А дополнительный первый интеграл, «привязыва-
ющий» уравнение (25), находится по аналогии 
с (18): 
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4. Замечание о структуре первых 
интегралов систем с диссипацией

Если a – периодическая координата, то сис-
тема (23) становится динамической системой с 
переменной диссипацией (с нулевым средним) 
[1–5]. При b = 0 она превращается в систему 
консервативную, которая обладает двумя глад-
кими первыми интегралами вида (20), (12). 
В силу (26) 

	
Φ1 1 1
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0
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∫

−

 	

(30)

где ≅  означает равенство с точностью до аддитив-
ной постоянной. При этом в силу (22) и (26) 
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(31)

где ≅  означает равенство с точностью уже до муль-
типликативной постоянной. 

Очевидно, что отношение двух первых интегра-
лов (30), (31) (или (20), (12)) также является пер-
вым интегралом системы (23) при b = 0. Но при 
b ≠ 0 каждая из функций 

	 w w bwn n n
2

1
2 2+ − +− δ α λδ α( ) ( )  	 (32)

и (31) по отдельности не является первым интегра-
лом системы (23). Однако отношение функций 
(32), (31) является первым интегралом системы 
(23) ( κ = −1) при любом b. 

Вообще же для систем с диссипацией трансцен-
дентность функций (в смысле наличия суще-
ственно особых точек) как первых интегралов на-
следуется из нахождения в системе притягивающих 
или отталкивающих предельных множеств (см. 
также [9, 10]). 

Заключение

По аналогии с маломерными случаями выделим 
два существенных случая для функции f ( )a , опре-
деляющей метрику на сфере: 

	 f ( )
cos

sin
α α

α
= , 	 (33)

	 f ( )
cos sin

α
α α

= 1 . 	 (34)

Случай (33) формирует класс систем, соответ-
ствующих движению динамически симметрично-
го (n + 1)-мерного твёрдого тела на нулевых 
уровнях циклических интегралов в неконсерва-
тивном поле сил [1, 2]. Случай (34) формирует 
класс систем, соответствующих движению мате-
риальной точки на n-мерной сфере также в не-
консервативном поле сил. В частности, при 
δ α α( ) ( )≡ ≡F 0  рассматриваемая система описы-
вает геодезический поток на n-мерной сфере. 
В случае (33), если δ α α α( ) ( ) / cos= F , то система 
описывает движение (n + 1)-мерного твёрдого 
тела в силовом поле F( )a  под действием следя-
щ е й  с и л ы  [ 1 ,  2 ] .  В  ч а с т н о с т и ,  е с л и 
F( ) sin cos ,α α α=  δ α α( ) sin= , то система описыва-
ет также обобщенный (n + 1)-мерный сферичес-
кий маятник в неконсервативном поле сил и об-
ладает полным набором трансцендентных пер-
вых интегралов, выражающихся через конечную 
комбинацию элементарных функций. 

Если функция δ α( )  не является периодической, 
то рассматриваемая диссипативная система являет-
ся системой с переменной диссипацией с ненуле-
вым средним (т.е. она является или собственно дис-
сипативной, или системой с разгоняющими сила-
ми). Тем не менее и в этом случае можно получить 
явный вид трансцендентных первых интегралов, 
выражающихся через конечную комбинацию эле-
ментарных функций. Последнее также является но-
вым нетривиальным случаем интегрируемости сис-
тем со знакопеременной диссипацией в явном виде. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (грант 15-01-00848-а). 
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