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1. Ââåäåíèå
Ãðóáûå (ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå) ñèñòåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàèáîëåå ïðîñòûå, íàè-

áîëåå ìíîãî÷èñëåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóáûå ñèñòåìû âûäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ, è ïîýòîìó èõ
åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé.

Ìîæíî ïðîâåñòè äàëåêî èäóùóþ àíàëîãèþ ìåæäó ãðóáûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è ôóíê-
öèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé, èìåþùèìè òîëüêî ïðîñòûå êîðíè, à òàêæå êðèâûìè, íå èìåþùèìè
îñîáåííîñòåé, ðàññìàòðèâàåìûìè â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè [8, 9]. Ýòà àíàëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ, â
÷àñòíîñòè, âåñüìà ïëîäîòâîðíîé äëÿ âûðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâà-
íèÿ.
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Â ðÿäå âîïðîñîâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå îòíîñèòåëüíîé ãðóáîñòè, èìåííî ãðóáî-
ñòè ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó êëàññó äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðî-
ìó ïîäìíîæåñòâó ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêèì ïîíÿòèåì îòíîñèòåëüíîé ãðóáîñòè
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè âûäåëåíèè ïðîñòåéøèõ íåãðóáûõ ñèñòåì, ò.å. ñèñòåì ïåðâîé ñòåïåíè
íåãðóáîñòè, à òàêæå ïðè êëàññèôèêàöèè íåãðóáûõ ñèñòåì ïî ñòåïåíè ñëîæíîñòè, èëè ñòåïåíè
íåãðóáîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òàêîé êëàññèôèêàöèè íåãðóáûõ ñèñòåì êîíñåðâàòèâ-
íûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè íåãðóáîñòè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìàìè
ñòåïåíè íåãðóáîñòè áîëåå âûñîêîé, ÷åì ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñòåïåíü íåãðóáîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êîí-
ñåðâàòèâíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òàêîé êëàññèôèêàöèè ÷ðåçâû÷àéíî �ðåäêèìè�
ñèñòåìàìè.

Îäíàêî ìû ìîæåì, ðàññìàòðèâàÿ êëàññ êîíñåðâàòèâíûõ (èëè ãàìèëüòîíîâûõ) ñèñòåì, ââåñòè
ïîíÿòèå ãðóáîñòè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ýòîãî êëàññà. Òàêèì ïîíÿòèåì (áåç òåðìèíà �ãðóáîñòü�)
ôàêòè÷åñêè ïîëüçîâàëñÿ Ïóàíêàðå [17, 18].

Ñèñòåìû ïåðâîé ñòåïåíè íåãðóáîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñèñòåìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî ãðóáûìè âî ìíîæåñòâå (îòíîñèòåëüíî) íåãðóáûõ ñèñòåì (îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî íèæå).

Íåãðóáîå (îòíîñèòåëüíî íåãðóáîå) âåêòîðíîå ïîëå ìîæåò áûòü òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
ãðóáîìó (îòíîñèòåëüíî ãðóáîìó) âåêòîðíîìó ïîëþ. Íàïðèìåð, íà äâóìåðíîé ñôåðå âîçìîæíà òà
ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé âåêòîðíîå ïîëå (àáñîëþòíî) íå ãðóáî, õîòÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
ãðóáîìó âåêòîðíîìó ïîëþ.

Îñíîâíîé ïðè÷èíîé íåãðóáîñòè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîñòü ïðîèçâîäíîé âîç-
ëå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà.

Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òðåáóÿ ó ïðàâûõ ÷àñòåé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû íå ìåíåå ïÿòè ïðîèçâîäíûõ, ìîæíî îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âòîðîé ñòåïåíè
íåãðóáîñòè êàê ñèñòåìû, îòíîñèòåëüíî ãðóáûå âî ìíîæåñòâå ñèñòåì, íåãðóáûõ è íå ÿâëÿþùèõñÿ
ñèñòåìàìè ïåðâîé ñòåïåíè íåãðóáîñòè.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû 3-é, 4-é, . . . , n-é ñòåïåíè
íåãðóáîñòè. Îïðåäåëåíèå ââîäèòñÿ èíäóêòèâíî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè (èëè äàæå àíàëèòè÷åñêèìè) ïðàâûìè ÷àñòÿìè ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå áëè-
çîñòè ñèñòåì.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â äàëüíåéøåì íàçîâåì ñèñòåìîé n-é ñòåïåíè íåãðóáîñòè
â çàìêíóòîé îáëàñòè, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ íåãðóáîé ñèñòåìîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåãðóáîé ñèñòåìîé
ñòåïåíè, ìåíüøåé èëè ðàâíîé n − 1, è åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðóáîé âî ìíîæåñòâå
íåãðóáûõ ñèñòåì, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåãðóáûìè ñèñòåìàìè ñòåïåíè, ìåíüøåé èëè ðàâíîé n− 1.

2. Îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè (îòíîñèòåëüíîé
ãðóáîñòè)

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãðóáîñòè [1, 3, 4, 7], à òàêæå îïðåäåëåíèå, äàííîå â ðàáîòàõ [37, 38,
39], îïåðèðóþò ñ äâóìÿ îáúåêòàìè, à èìåííî, ñ êëàññàìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ñ ïðîñòðàíñòâîì
äåôîðìàöèé ñèñòåì ñî ñâîåé òîïîëîãèåé.

Âïåðâûå îïðåäåëåíèå ãðóáîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè áûëî äàíî ïðè íåêîòî-
ðîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì. Èìåííî, äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè, â êîòîðîé ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñèñòåìà, ÿâëÿåòñÿ öèêëîì áåç êîíòàêòà äëÿ òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû, ò.å. ïðîñòîé ãëàäêîé
çàìêíóòîé êðèâîé, íå èìåþùåé êîíòàêòîâ (íå êàñàþùåéñÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû). Î÷åâèäíî, êîãäà
êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì áåç êîíòàêòà òàêæå è äëÿ òðàåêòîðèé âñÿêîé ñèñòåìû, äîñòàòî÷íî áëèç-
êîé ê ðàññìàòðèâàåìîé. Õîòÿ ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íî ïðè ýòîì ñìûñë ïîíÿòèÿ ãðóáîñòè ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ, à îïðåäåëåíèå
ãðóáîñòè çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ïðè îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû îáëàñòè.

Ìîæíî ââåñòè îïðåäåëåíèå ãðóáîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíî íå áóäåò çàïðåùàòü íàëè÷èå íåãðó-
áûõ òðàåêòîðèé, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå îáëàñòè. À ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò ñîäåðæàíèþ ïîíÿòèÿ ãðó-
áîñòè.
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Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ãðóáîñòè áåç ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ãðàíèöå îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì è íåîáõîäèìûì ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ.

Â îñíîâå æå ïîíÿòèÿ ãðóáîñòè (â òîì ÷èñëå è ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé íåãðóáîñòè) ëåæèò ïîíÿòèå
òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïóñòü Xr(M) � ïðîñòðàíñòâî Cr-âåêòîðíûõ ïîëåé íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M ñ Cr-
òîïîëîãèåé, r > 1. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ X, Y ∈ Xr(M) íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : M → M , êîòîðûé ïåðåâîäèò òðàåêòîðèè ïîëÿ X â
òðàåêòîðèè ïîëÿ Y , ñîõðàíÿÿ èõ îðèåíòàöèè; ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè p ∈ M è
δ > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî åñëè 0 < t < δ, òî

hXt(p) = Yt′(h(p))

äëÿ íåêîòîðîãî t′ ∈ (0, ε). Áóäåì íàçûâàòü h òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ìåæäó X è Y .
Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Xr(M). Äðóãèì, áîëåå ñèëü-

íûì îòíîøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîñòü ïîòîêîâ âåêòîðíûõ ïîëåé. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ X è Y
íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü h, ñîõðàíÿþùàÿ
ïàðàìåòð t; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

hXt(p) = Yt(h(p))

ïðè âñåõ p ∈ M è t ∈ R.
Çàìå÷àíèå 2.1. Êàê èçâåñòíî, ñîïðÿæåííîñòü ïîòîêîâ � ñëèøêîì ñèëüíîå îòíîøåíèå, ïî-

ñêîëüêó, êàê èçâåñòíî, ðàñøèðÿþùèéñÿ öèêë (êàê ôóíêöèÿ îò ïàðàìåòðà) äëÿ àâòîíîìíûõ ñè-
ñòåì, êàê ïðàâèëî, ìåíÿåò ñâîé ïåðèîä, à, êàê èçâåñòíî, çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ïåðåõîäÿò â
çàìêíóòûå ïðè òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå, äàííîå Àíäðîíîâûì è Ïîíòðÿãèíûì [2, 4], íàðÿäó ñ áëèçîñòüþ â íåêîòîðîé òîïî-
ëîãèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû è åå äåôîðìàöèè òðåáóåò áëèçîñòü ê òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîð-
ôèçìà, ÷åðåç êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñëåäíèõ äâóõ ñèñòåì.
Îïðåäåëåíèå æå, äàííîå Ïåéêñîòî [37, 38], íå òðåáóåò óêàçàííîé áëèçîñòè.

Åñëè ñèñòåìà ãðóáà ïî Àíäðîíîâó�Ïîíòðÿãèíó, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé è ïî Ïåéêñîòî. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðóáîñòè ïî Àíäðîíîâó�Ïîíòðÿãèíó ñîâïàäàþò ñ íåîáõîäè-
ìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ãðóáîñòè ïî Ïåéêñîòî. Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå èìååò ñëåäóþùåå
ïðåèìóùåñòâî: íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò òîò ôàêò, ÷òî ãðóáûå ñèñòåìû â
ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì çàïîëíÿþò îáëàñòè. Ïðè ïåðâîì æå îïðåäåëåíèè ýòîò ôàêò
íóæíî äîêàçûâàòü, îïèðàÿñü íà íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðóáîñòè.

Ïóñòü V � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X â Xr(Cr).
Êàê óæå êðàòêî îòìå÷àëîñü, â ïåðâîíà÷àëüíîì îïðåäåëåíèè ãðóáîñòè, äàííûì Àíäðîíîâûì è
Ïîíòðÿãèíûì, òðåáóåòñÿ åùå, ÷òîáû ïðè äîñòàòî÷íîé ìàëîñòè îêðåñòíîñòè V ãîìåîìîðôèçì,
îñóùåñòâëÿþùèé òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó X è Y , ìîã áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî
áëèçêèì ê òîæäåñòâåííîìó â C0-òîïîëîãèè (ò.å. ñêîëü óãîäíî ìàëî ñäâèãàë òî÷êè M). Òàê êàê
âàðèàíò ýòîãî òðåáîâàíèÿ ïðåäëîæåí Ïåéêñîòî, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàäî óòî÷íèòü, êàêîé èìåííî
âàðèàíò ãðóáîñòè èìååòñÿ â âèäó, ãîâîðÿò î ãðóáîñòè ïî Àíäðîíîâó�Ïîíòðÿãèíó è î ãðóáîñòè ïî
Ïåéêñîòî. Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ÿñíî, äåéñòâèòåëüíî ëè ýòè âàðèàíòû ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó
ñîáîé è èìååò ëè îäèí èç íèõ ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãèì.

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò r. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ÿâíî óêàçûâàòü íà ýòó çàâèñèìîñòü
ìîæíî ãîâîðèòü î ãðóáîñòè â êëàññå Cr [5, 11, 12, 14, 15].

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâàõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ìîæíî
àíàëèçèðîâàòü ëîêàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âåêòîðíûõ ïîëåé [13, 16]. Äëÿ
âåêòîðíûõ ïîëåé èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå Xr(M) ìîæíî
îïèñàòü ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ. Êðîìå òîãî, ëîêàëü-
íàÿ ñòðóêòóðà òðàåêòîðèé íå ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïîëÿ (òàê íàçûâàåìàÿ ëîêàëüíàÿ
ãðóáîñòü). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ÷åðåç òîïîëîãè÷åñêóþ ñîïðÿæåí-
íîñòü.
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Çàìå÷àíèå 2.2. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ëèøü â ëîêàëüíîì ñëó÷àå îòíîøåíèå òîïîëîãè÷åñêîé
ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, ïîñêîëüêó â ãëîáàëüíîì ñëó÷àå ýòî âëå÷åò íàëè÷èå
î÷åíü æåñòêèõ óñëîâèé.

Â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ìíîæåñòâî ãðóáûõ ïîëåé ïî-ïðåæíåìó îáøèðíî, íî íå ÿâëÿåòñÿ óæå
âñþäó ïëîòíûì. Çäåñü ñóùåñòâóþò áîãàòûå è áîëåå ñëîæíûå ÿâëåíèÿ, ñîõðàíÿþùèåñÿ ïðè ìàëûõ
âîçìóùåíèÿõ ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëÿ. Äàæå äëÿ ãðóáûõ ïîëåé ñòðóêòóðà òðàåêòîðèé ïðåäåëüíûõ
ìíîæåñòâ äî êîíöà íå ÿñíà, è åå îïèñàíèå ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ îáëàñòüþ àêòèâíîãî èññëåäîâà-
íèÿ.

Ïàðàëëåëüíî îïðåäåëåíèÿì, äàííûì âûøå, â ðàáîòàõ [13, 15, 16] èçó÷àëèñü ìàëîìåðíûå ãðó-
áûå ñèñòåìû, à â ðàáîòå [5] � òåîðèÿ ñèñòåì Àíîñîâà, äëÿ êîòîðûõ ïîíÿòèå ãðóáîñòè îêàçàëîñü
åñòåñòâåííûì.

Â ñèëó êëàññè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè, â ðàáîòàõ [13, 14, 16] îáñóæäàþò-
ñÿ êðèòåðèè ïîñëåäíåé êàê äëÿ ëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì, òàê è äëÿ êëàññîâ íåëèíåéíûõ
ñèñòåì. Ïðèçíàêè ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìàëîìåðíûõ ñèñòåì ôîðìóëèðóþòñÿ â êà÷åñòâå
ãèïîòåç Ñìåéëà íà áîëüøèå ðàçìåðíîñòè.

Çà ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü åùå íåñêîëüêî âèäîèçìåíåííûõ îïðåäåëåíèé ãðóáîñòè. Âñå îíè
èìåþò îäíî îáùåå ñõîäñòâî: äåôîðìàöèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà íåêîòîðîì
ìíîãîîáðàçèè Mn áåðåòñÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé χ(Cr) â Cr-òîïîëîãèè
(÷àùå âñåãî r = 1).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðíûå ïîëÿ (äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû), äåôîðìèðóåìûå íå íàä âñåì
êëàññîì χ(Cr) ïîëåé, à ëèøü íàä íåêîòîðûì ïîäêëàññîì χ(B), îïðåäåëåííûì ñ ïîìîùüþ êëàññà
ôóíêöèé B ⊂ Cr.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âåêòîðíîå ïîëå v íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñòðóê-
òóðíî óñòîé÷èâûì (îòíîñèòåëüíî ãðóáûì èëè ãðóáûì ïî îòíîøåíèþ ê êëàññó ïîëåé X(B),
îïðåäåëåííîãî ñ ïîìîùüþ êëàññà ôóíêöèé B), åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè T ãîìåîìîðôèçìà 1Mn

â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ ñ C0-òîïîëîãèåé èìååòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ χ(B)
ðàññìàòðèâàåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v, ÷òî ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó âåêòîðíîìó ïîëþ èç
U ⊂ χ(B) ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà èç T .

Çàìåòèì, ÷òî áëèçîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé ïîíèìàåòñÿ â C1-òîïîëîãèè, à áëèçîñòü ãîìåîìîðôèç-
ìà � â C0-òîïîëîãèè. Ïðè ýòîì, ðå÷ü èäåò íå î ñîïðÿæåíèè, à îá ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîêà â âûøåïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè âàæíû:
1) äîñòàòî÷íàÿ ìàëîñòü ãîìåîìîðôèçìà, îñóùåñòâëÿþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü;
2) C1-òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

3. Îòíîñèòåëüíàÿ ñòðóêòóðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü (îòíîñèòåëüíàÿ íåãðóáîñòü)
ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé

Ïîäîáíî òîìó, êàê äàåòñÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ïåðâîé ñòåïåíè íåãðóáîñòè, ìîæíî
îïðåäåëèòü ïîëÿ ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíîé íåãðóáîñòè, ðàññìàòðèâàÿ äåôîðìàöèè ïîëåé â
ïîäïðîñòðàíñòâå χ(B) ïðîñòðàíñòâà âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Âåêòîðíîå ïîëå v íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîïîëåì
ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíîé íåãðóáîñòè, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðóáûì âåê-
òîðíûì ïîëåì è åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè T ãîìåîìîðôèçìà 1Mn â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ãî-
ìåîìîðôèçìîâ ñ C0-òîïîëîãèåé èìååòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ χ(B) âåêòîðíîãî ïîëÿ v, ÷òî
ïîëå v òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó ïîëþ èç U ⊂ χ(B), íå ÿâëÿþùåìóñÿ îòíîñèòåëüíî
ãðóáûì, ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà èç T .

Çàìåòèì, ÷òî áëèçîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ â C3-òîïîëîãèè.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîðíûå ïîëÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëÿìè n-îé ñòåïåíè

îòíîñèòåëüíîé íåãðóáîñòè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ C2n+1-òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ
ïîëåé.



ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÀß ÃÐÓÁÎÑÒÜ È ÍÅÃÐÓÁÎÑÒÜ 5

Îïðåäåëåíèå 3.2. Âåêòîðíîå ïîëå v íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîïîëåì
n-îé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíîé íåãðóáîñòè, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåãðóáûì âåê-
òîðíûì ïîëåì, íå ÿâëÿþùèìñÿ îòíîñèòåëüíî íåãðóáûì âåêòîðíûì ïîëåì ñòåïåíè, ìåíüøåé
èëè ðàâíîé n − 1, è åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè T ãîìåîìîðôèçìà 1Mn â ïðîñòðàíñòâå âñåõ
ãîìåîìîðôèçìîâ ñ C0-òîïîëîãèåé èìååòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ χ(B) âåêòîðíîãî ïîëÿ v,
÷òî ïîëå v òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó ïîëþ èç U ⊂ χ(B), íå ÿâëÿþùåìóñÿ îòíîñè-
òåëüíî ãðóáûì èëè îòíîñèòåëüíî íåãðóáûì âåêòîðíûì ïîëåì ñòåïåíè, ìåíüøåé èëè ðàâíîé
n− 1, ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà èç T .

4. Íåêîòîðûå ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì
ñðåäíèì

Ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû îáëàäàþò îäíèì îáùèì ñâîéñòâîì: ïîñêîëüêó, êàê ïðàâèëî, ó ñè-
ñòåì, îáëàäàþùèõ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì [6, 21, 22, 25, 31, 33], ñóùåñòâóþò
äîïîëíèòåëüíûå ñèììåòðèè, äàííûå ñèñòåìû èìåþò ñåïàðàòðèñû, ñîåäèíÿþùèå ãèïåðáîëè÷åñêèå
ñåäëîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó (àáñîëþòíî) ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè (àáñîëþòíî ãðó-
áûìè) òàêèå ñèñòåìû áûòü íå ìîãóò.

Ïîñêîëüêó äåôîðìàöèè òàêèõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü íàä íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì
âñåõ ñèñòåì, îïðåäåëåííûì ñ ïîìîùüþ ïîäêëàññà ôóíêöèé (ïðàâûõ ÷àñòåé), ïîçâîëÿþùåãî ñî-
õðàíèòü âñå ñèììåòðèè â ñèñòåìå, ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ïàðàìåòðîâ
îñòàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðóáûìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû íà öèëèíäðå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû âèäà




α̇ = −Ω + A1
F (α)
cosα

,

Ω̇ = A2F (α), A1, A2 > 0,

(1)

ïðè óñëîâèè
F ∈ Φ. (2)

Êëàññ ôóíêöèé Φ ñîñòîèò èç äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ íå÷åòíûõ π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: F (α) > 0 ïðè α ∈ (0, π/2), dF (0)/dα > 0, dF (π/2)/dα < 0.
Âèäíî, ÷òî òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì äàííîãî êëàññà ôóíêöèé Φ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ F0(α) = sinα cosα, ò.å. F0 ∈ Φ.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

α̈−A1α̇
d

dα

F (α)
cosα

+ A2F (α) = 0,

âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè α̇ (êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò èëè ðàññåÿíèå, èëè ïîäêà÷êó ýíåðãèè)
èìååò âèä

A1
d

dα

F (α)
cosα

.

Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî èëè ðàññåÿíèå, èëè ïîäêà÷êà ýíåðãèè çàâèñèò îò çíàêà äàííîé âåëè÷èíû,
êîòîðàÿ â ñðåäíåì çà ïåðèîä ðàâíà íóëþ

∫ 2π

0

d

dα

F (α)
cosα

dα = 0

(ýòî � îäíî èç ñâîéñòâ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ñì. òàêæå [34, 35]).
Ëåììà 4.1. Ñèñòåìà (1) îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà. Áîëåå òîãî, ëþáûå äâå ñè-

ñòåìû âèäà (1) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé χ(Φ), îòâå÷àþùèõ ñèñòåìå (1); ïðè
ýòîì ôóíêöèÿ F ïðîáåãàåò âåñü êëàññ Φ. Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïðè ýòîì áåñêîíå÷-
íîìåðíî. Ëåììà 4.1 ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ çàìå÷àíèé.

• Äëÿ ëþáîãî F ∈ Φ ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1) èìååò îäèí è òîò æå òîïîëîãè÷åñêèé òèï
(ñì. òàêæå [33]).
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Ðèñ. 1. Îòíîñèòåëüíî ãðóáàÿ ñèñòåìà íà ôàçîâîì öèëèíäðå

• Â êàæäîé èç îáëàñòåé ôàçîâîãî öèëèíäðà (êîëåáàòåëüíàÿ è âðàùàòåëüíàÿ) (ðèñ. 1) ñòðîèòñÿ
ñâîÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü: íà �êëþ÷åâûõ� ñåïàðàòðèñàõ äàííûå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè �ñøèâàþòñÿ�.

• Ê ïðèìåðó, â êîëåáàòåëüíîé îáëàñòè (ðèñ. 1) ýêâèâàëåíòíîñòü ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîñòðîèì ýêâèâàëåíòíîñòü � ãîìåîìîðôèçì h ôàçîâîãî öèëèíäðà. Â êîëåáàòåëüíîé îá-

ëàñòè ñóùåñòâóþò ëèøü äâå îñîáûå òî÷êè: (0, 0) è (π, 0) (ïåðâàÿ èç êîòîðûõ îòòàëêèâàþùàÿ,
à âòîðàÿ � ïðèòÿãèâàþùàÿ). Èòàê, ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû (1) äëÿ ôóíêöèé F1(α), F2(α).
Ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïîòîêè ôàçîâîãî öèëèíäðà îáîçíà÷èì ÷åðåç gt

1, gt
2. Ïîòðåáóåì,

÷òîáû ãîìåîìîðôèçì h íà÷àëî êîîðäèíàò ïåðåâîäèë â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì ìà-
ëóþ îêðóæíîñòü S1 âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Åå ìîæíî âûáðàòü òðàíñâåðñàëüíîé ê îáîèì
ïîëÿì ñèñòåì (1) ïðè F = F1 è F = F2 îäíîâðåìåííî. Îïðåäåëèì h(p) = p (ñ òî÷íîñòüþ äî
ëèíåéíîãî ñæàòèÿ èëè ðàñòÿæåíèÿ) äëÿ âñåõ p ∈ S1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû h(p1

1) = h(p1
2) è

h(p2
1) = h(p2

2). Çäåñü p1
k, p2

k, k = 1, 2 � äâå òî÷êè íà îêðóæíîñòè S1, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò
ñåïàðàòðèñû ïîëÿ ñèñòåìû (1) ïðè F = Fk, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò è âõîäÿùèå â
ñåäëà S−1 è S0 (â ïîëîñå Π). Åñëè q íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå t ∈ R, òàêîå ÷òî gt

1(q) = p ∈ S1. Ïîëîæèì h(q) = g−t
2 (p) = g−t

2 gt
1(q). Íåïîñðåäñòâåííî

âèäíî, ÷òî h íåïðåðûâíî è èìååò íåïðåðûâíîå îáðàòíîå.
• Â ñèëó ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ h, òî÷êà (π, 0) ñèñòåìû äëÿ ôóíêöèé F1(α) ïåðåéäåò â
òî÷êó (π, 0) ñèñòåìû äëÿ ôóíêöèé F2(α) ïî íåïðåðûâíîñòè.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ñèñòåìà (1) ïðè óñëîâèè (2) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ
I∗θ

′′
+ hθ′ cos θ + sin θ cos θ = 0, (3)

ãäå I∗ > 0, h < 0, à òàêæå îáùåìó óðàâíåíèþ ïëîñêîãî ìàÿòíèêà â ïîòîêå ñðåäû (ñì. òàêæå
[33, 36]). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (3) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îäíî èç íåìíîãèõ óðàâíåíèé
òàêîãî êëàññà, êîòîðûå èíòåãðèðóþòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

5. Çàìå÷àíèÿ îá èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì
ñðåäíèì

Ðàññìîòðèì òèïè÷íîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà ñèñòåì âèäà (1), à èìåííî, àíàëèòè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó âèäà {

α̇ = −ω + b sinα, b > 0,

ω̇ = sinα cosα,
(4)

íà ôàçîâîì öèëèíäðå, ãäå äëÿ ñèñòåìû (1) áûë âçÿò ñëó÷àé, êîãäà F (α) = sinα cosα, à ïîñëå
ýòîãî áûë ââåäåí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð b.
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Êàê èçâåñòíî, äàííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûì (â ñìûñëå êîìïëåêñ-
íîãî àíàëèçà) ïåðâûì èíòåãðàëîì, âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé [33, 34]:
I. b2 − 4 < 0.

[sin2 α− bω sinα + ω2]× exp
{
− 2b√

4− b2
arctg 2ω − b sinα√

4− b2 sinα

}
= const. (5)

II. b2 − 4 > 0.

[sin2 α− bω sinα + ω2]×
∣∣∣∣∣
2ω − b sinα +

√
b2 − 4 sin α

2ω − b sinα−√b2 − 4 sin α

∣∣∣∣∣
b/
√

b2−4

= const. (6)

III. b2 − 4 = 0.

(ω − sinα) exp
{

sinα

ω − sinα

}
= const. (7)

Íà ïåðâûé âçãëÿä âñåãäà ìîæíî èç êëàññà ïðàâûõ ÷àñòåé ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû âûáðàòü îäíó �èçîëèðîâàííóþ� ñèñòåìó, äëÿ êîòîðîé äàííóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü â íåêîòîðîì êëàññå (ïóñòü è íå ãëàäêèõ) ôóíêöèé. Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîãî
èíòåãðàëà ñèñòåìû (4) â òðåõ ðàçíûõ âèäàõ (5)�(7) íå ÿâëÿåòñÿ ÷åì-òî óäèâèòåëüíûì.

Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïðåäúÿâèòü êëàññ ñèñòåì, îáîáùàþùèé êëàññ ñèñòåì (1), êîòîðûé äîïóñ-
êàåò íàëè÷èå ïåðâîãî èíòåãðàëà â ÿâíîì âèäå:{

α̇ = −ω + bg(α), b > 0,

ω̇ = F (α),
(8)

ãäå ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2), à ôóíêöèÿ g � ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
g ∈ Γ. (9)

Êëàññ ôóíêöèé Γ ñîñòîèò èç äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ íå÷åòíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: g(α) > 0 ïðè α ∈ (0, π), dg(0)/dα > 0, dg(π)/dα < 0. Âèä-
íî, ÷òî òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì äàííîãî êëàññà ôóíêöèé Γ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
g0(α) = sinα, ò.å. g0 ∈ Γ.

Íåòðóäíî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 5.1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

F (α) = λg(α)
d

dα
g(α). (10)

Òîãäà ñèñòåìà (8) îáëàäàåò (âîîáùå ãîâîðÿ, òðàíñöåíäåíòíûì [23, 24, 27] â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà) ïåðâûì èíòåãðàëîì âèäà

Θ0

(
g(α),

ω

g(α)

)
= g(α) exp

{∫
(u− b)du

u2 − bu + λ

}
= C = const, u =

ω

g(α)
. (11)

Êâàäðàòóðà â (16) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ïîäîáíî
ñëó÷àÿì (5)�(7)), à ìíîæèòåëü g(α) ìîæåò è íå áûòü ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé èçíà÷àëüíî.

6. Íåêîòîðûå ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íåíóëåâûì
ñðåäíèì

6.1. Ñåìåéñòâà ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãðóáûõ íåýêâèâàëåíòíûõ
ïîðòðåòîâ. Îáîáùèì íåñêîëüêî ñèñòåìó (1). Â [28, 29] ïðèâåäåíà òèïè÷íàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû





α̇ = −Ω + A1
F (α)
cosα

,

Ω̇ = A2F (α)− hΩ, A1, A2 > 0, h ∈ R,

(12)
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Ðèñ. 2. (Àáñîëþòíî) ãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ïðè óñëîâèè (2) äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîìåðíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Âîîáùå æå, ñèñòåìà (12)
ïðè h 6= 0 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì [30, 32, 40] (ò.å.
ÿâëÿåòñÿ �ñîáñòâåííî� äèññèïàòèâíîé).
Ëåììà 6.1. Áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé χ(Φ), îòâå÷àþùåå ñèñòåìå

(12) ïðè h 6= 0, ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ

χ(Φ) = Ē, E =
N⋃

i=1

χ(Φi),

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñèñòåìà (12) ïðè h 6= 0, îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-
ñòðàíñòâ χ(Φk), k = 1, . . . , N , (àáñîëþòíî) ãðóáà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé χ(Φ), îòâå÷àþùèõ ñèñòåìå (12); ïðè
ýòîì ôóíêöèÿ F ïðîáåãàåò âåñü êëàññ Φ. Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïðè ýòîì áåñêîíå÷-
íîìåðíî. Ëåììà 6.1 ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ çàìå÷àíèé.

• Åñëè ôóíêöèÿ F ïðîáåãàåò êëàññ ôóíêöèé Φ, ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (12) ïðè h 6= 0
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî (àáñîëþòíî) ãðóáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ [21, 33].

• Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñòðîèòüñÿ îòäåëüíî (â ñî-
îòâåòñòâèè ñî ñâîèì òîïîëîãè÷åñêèì òèïîì) è àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.1 (ñì.
âûøå).

• Âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (12) ïðè óñëîâèè (2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà h [21] (òàêîå ñâîéñòâî åùå íàçûâàþò ñâîéñòâîì ïîâîðîòà âåêòîðíîãî
ïîëÿ ñèñòåìû).

• Îñòàâøèåñÿ ñèñòåìû, íå ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûì ïîëÿì χ(Φk) íè äëÿ êàêîãî k =
1, . . . , N , â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ çàäàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé è èìåþò ìåðó íóëü.

Âîñåìü �òèïè÷íûõ� êëàññîâ (íî íå âñå) äëÿ ñèñòåì âèäà (12) ïðè h 6= 0 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2�9.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî â ñèñòåìå (12) ïðè h 6= 0 ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ �òèïè÷íûìè� ïðåäñòà-
âèòåëÿìè äàííûõ êëàññîâ ñèñòåì � ñîîòâåòñòâóþùèìè àíàëèòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ïî àíàëîãèè
ñ óðàâíåíèåì (3)).
6.2. Ñåìåéñòâà ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ãðóáûõ íåýêâèâàëåíò-
íûõ ïîðòðåòîâ. Â ñëåäóþùåì êëàññå ñèñòåì, òàêæå îáîáùàþùèõ ñèñòåìû âèäà (1), âîçíèêàåò
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (àáñîëþòíî) ãðóáûõ ñèñòåì, çàìûêàíèå ìíîæåñòâà êîòîðûõ äàåò âåñü êëàññ
öåëèêîì.
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Ðèñ. 3. (Àáñîëþòíî) ãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ðèñ. 4. (Àáñîëþòíî) ãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ðèñ. 5. (Àáñîëþòíî) ãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íà ôàçîâîì öèëèíäðå (ñì. òàêæå [10])

α′ = −ω +
σ

I
F (α) cosα + σω2 sinα +

s(α)
m

sinα, (13)

ω′ =
1
I
F (α)− ωΨ(α, ω), σ, I,m > 0, (14)
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Ðèñ. 6. (Àáñîëþòíî) ãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ðèñ. 7. (Àáñîëþòíî) ãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ðèñ. 8. (Àáñîëþòíî) ãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ãäå
Ψ(α, ω) = −σω2 cosα +

σ

I
F (α) sin α− s(α)

m
cosα,

ïðè óñëîâèÿõ (2) è
s ∈ Σ. (15)
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Ðèñ. 9. (Àáñîëþòíî) ãðóáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Êëàññ Σ ñîñòîèò èç ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ, ÷åòíûõ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: s(α) > 0 ïðè α ∈ (0, π/2), s(α) < 0 ïðè α ∈ (π/2, π), ïðè÷åì s(0) > 0,
ds(π/2)/dα < 0. Ôóíêöèè s ìåíÿþò çíàê ïðè çàìåíå α íà α + π (ñì. òàêæå [19, 20]).

Ñ ïîìîùüþ êëàññîâ ôóíêöèé Φ è Σ, êîòîðûå ïðîáåãàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè F è s,
îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé ñèñòåìû (13), (14), êîòîðîå îáîçíà÷èì χ(B).

Ëåììà 6.2. Áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî χ(B), îòâå÷àþùåå ñèñòåìå âèäà (13), (14), ðàç-
áèâàåòñÿ íà ñ÷åòíîå íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå

χ(B) = χ(B1)q χ(b1)q χ(B2)q χ(b2) . . .

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) ñèñòåìà âèäà (13), (14), îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâ χ(Bi) äëÿ ëþáîãî i ∈ N,

(àáñîëþòíî) ãðóáà;
2) ñèñòåìà (13), (14), îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâ χ(bi), ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïåðâîé

ñòåïåíè îòíîñèòåëüíîé íåãðóáîñòè â ïðîñòðàíñòâå χ(B);
3) ìíîæåñòâà χ(bi) èìåþò ìåðó íóëü â ïðîñòðàíñòâå χ(B);
4) ìíîæåñòâà χ(Bi) èìåþò êîíå÷íóþ ìåðó â ïðîñòðàíñòâå χ(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé χ(Φ), îòâå÷àþùèõ ñèñòåìå (13), (14);
ïðè ýòîì ôóíêöèè F è s ïðîáåãàþò âñå êëàññû ôóíêöèé Φ è Σ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîñòðàíñòâî
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïðè ýòîì áåñêîíå÷íîìåðíî. Ëåììà 6.2 ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ çàìå÷àíèé.

• Åñëè ôóíêöèè F è s ïðîáåãàþò âñå êëàññû ôóíêöèé Φ è Σ ñîîòâåòñòâåííî, ôàçîâûé ïîðòðåò
ñèñòåìû (13), (14) èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî (àáñîëþòíî) ãðóáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ [24].

• Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé èç êëàññà
χ(Bi) ñòðîèòüñÿ îòäåëüíî (â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì òîïîëîãè÷åñêèì òèïîì) è àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.1 (ñì. âûøå).

• Âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (13), (14) ïðè óñëîâèÿõ (2) è (15) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîé ìîíî-
òîííîñòè îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (ýòî òàêæå
ñâîéñòâî ïîâîðîòà âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû).

• Ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûì ïîëÿì èç êëàññîâ χ(bi), â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
çàäàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è èìåþò ìåðó íóëü.

Ãîìåîìîðôèçì, îñóùåñòâëÿþùèé ýêâèâàëåíòíîñòü, ñèñòåì, âçÿòûõ èç ïðîñòðàíñòâà χ(Bi) äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i, ìîæåò è íå áûòü äîñòàòî÷íî áëèçîê ê òîæäåñòâåííîìó. Ïîñëåäíèé
ôàêò ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëüíûì â ñìûñëå ïîñòðîåíèÿ ïîíÿòèÿ îòíîñèòåëüíîé ãðóáîñòè.
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Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, â êîòîðîì
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ïîðòðåòà ê äðóãîìó ìû âûíóæäåíû èìåòü äåëî ñ
âûðîæäåííûìè ïåðåñòðîéêàìè (ñì. òàêæå [26, 29, 32]).

Èç âñåãî âûøåèçëîæåííîãî âèäíî, ÷òî ðàññìîòðåííûå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ
íåíóëåâûì ñðåäíèì â òèïè÷íîì ñëó÷àå (àáñîëþòíî) ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâû. Ïðè ýòîì îòíîñè-
òåëüíî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå (òèïè÷íûå) ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì
ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, óäîáíûìè ñèñòåìàìè ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ
íåíóëåâûì ñðåäíèì.

7. Çàìå÷àíèÿ îá èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé ñ
íåíóëåâûì ñðåäíèì

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñèñòåìû (13), (14), â êîòîðîé äëÿ ïðîñòîòû s(α) ≡ 0. Áîëåå
òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå óñëîâèÿ F (α) = F0(α). Òîãäà ïðåîáðàçîâàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (13), (14) (ãäå ââåäåí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð b > 0) ïðèìåò âèä àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû
(ñì. òàêæå [34]) {

α′ = −ω + b sinα cos2 α + bω2 sinα,

ω′ = sinα cosα− bω sin2 α cosα + bω3 cosα.
(16)

Ñîïîñòàâèì ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà (16) íåàâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäó-
þùåãî âèäà:

dω

dτ
=

τ + βω[ω2 − τ2]
−ω + βτ + βτ [ω2 − τ2]

, τ = sin α. (17)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
C1 = 2− b, C2 = b > 0, C3 = −2− b < 0. (18)

Òîãäà, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ
u1 = ω − τ, v1 = ω + τ (19)

óðàâíåíèå (17) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

du1

{
−

(
1 +

b

2

)
u1 +

b

2
v1 + bu1v

2
1

}
= dv1

{(
1− b

2

)
v1 +

b

2
u1 + bu2

1v1

}
. (20)

Èñïîëüçóÿ äàëåå äâå çàìåíû
u1 = v1t1, v2

1 = p1, (21)
óðàâíåíèå (20) ïðèâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè:

2p1{C3t1 + C2 + 2C2t1p1} =
dp1

t1
{C1 − C3t

2
1}, (22)

çàìåíîé p1 = 1/q1 ëåãêî ñâîäÿùåìóñÿ ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó:
q′1 = a1(t1)q1 + a2(t1), (23)

ãäå
a1(t1) =

2(C3t1 + C2)
C3t21 − C1

, a2(t1) =
4C2t1

C3t21 − C1
. (24)

Ðåøåíèå îäíîðîäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (23) íàéäåòñÿ èç ðàâåíñòâà

q1odn(t1) = k expW (t1), W (t1) = 2
∫

(C3t1 + C2)dt1
C3t21 − C1

. (25)

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (25) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ.
I. C1 > 0 (b < 2).

W (t1) = ln(−C3t
2
1 + C1)− 2

C2√−C1C3
arctg

√
−C3

C1
t1 + const. (26)
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II. C1 < 0 (b > 2).

W (t1) = ln | − C3t
2
1 + C1|+ C2√

C1C3
ln

∣∣∣∣
√−C1 +

√−C3t1√−C1 −
√−C3t1

∣∣∣∣ + const. (27)

III. C1 = 0 (b = 2).

W (t1) = 2 ln |t1|+ 1
t1

. (28)

Òåïåðü ìîæíî îêîí÷àòåëüíî âûïèñàòü îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:
I. b < 2.

q1odn(t1) = k(−C3t
2
1 + C1) exp

{
− 2b√

4− b2
arctg

√
2 + b

2− b
t1

}
+ const. (29)

II. b > 2.

q1odn(t1) = k(−C3t
2
1 + C1)

∣∣∣∣
√−C1 +

√−C3t1√−C1 −
√−C3t1

∣∣∣∣
C2/

√
C1C3

+ const. (30)

III. b = 2.

q1odn(t1) = kt21 exp
{

1
t1

}
+ const. (31)

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (23), (24) íàéäåì âåëè÷èíó k êàê ôóíêöèþ t1.
Ïîëó÷èì:
I. b < 2.

k(t1) = − b

8
exp

{
2b√

4− b2

[
2b√

4− b2
sin 2ζ − 2 cos 2ζ

]}
+ const, (32)

ãäå

tgζ =

√
2− b

2 + b
t1. (33)

II. b > 2.

k(t1) = ±|ζ|b/
√

b2−4 ∓ b

b + 2
√

b2 − 4
|ζ|b/

√
b2−4+2 + const, (34)

ãäå

t1 =

√
b− 2
b + 2

(
1− ζ

1 + ζ

)
. (35)

III. b = 2.

k(t1) = −2
t1 + 1

t1
exp

{
− 1

t1

}
. (36)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (29)�(36) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èñêîìûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû
(16), ÿâëÿþùèéñÿ òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé ñâîèõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç
êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ââèäó ãðîìîçäêîñòè âèäà ïîëó÷åííîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ïðèâåäåì åãî ëèøü â ñëó÷àå III:

exp
{

sinα + ω

sinα− ω

}
1− 4ω sinα + 4ω2

(ω − sinα)2
= C1 = const. (37)

Â äàëüíåéøåì ñïðàâåäëèâû äâà îáîáùåíèÿ.
• Ìîæíî äîêàçàòü íàëè÷èå òðàíñöåíäåíòíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà äëÿ ñèñòåìû (13), (14), â
êîòîðîé äëÿ ïðîñòîòû s(α) ≡ 0, íî ôóíêöèÿ F ïðîáåãàåò íåêîòîðûé ïîäêëàññ ãëàäêèõ
ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèþ F0.

• Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè s(α) 6= 0, òî ïåðâûé èíòåãðàë, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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