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Аннотация. Показана интегрируемость в явном виде классов динамических систем на каса-
тельных расслоениях к сферам размерности 2 и 3 в случае, когда силовые поля обладают так
называемой переменной диссипацией.
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Во многих задачах многомерной динамики возникают механические системы с пространствами
положений — сферами конечной размерности. Фазовыми пространствами таких систем становят-
ся касательные расслоения к сферам. Так, например, изучение пространственного (трехмерного)
маятника на сферическом шарнире приводит к динамической системе на касательном расслоении
к двумерной сфере. При этом динамические системы, описывающие движение такого маятника,
обладают знакопеременной диссипацией, и полный список первых интегралов состоит из транс-
цендентных функций, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций (см.
также [1, 2, 4, 5]).

Рассматриваемые ранее автором задачи из динамики n-мерного твердого тела в неконсерва-
тивном силовом поле породили системы на касательном расслоении к (n− 1)-мерной сфере. При
этом исследование проводится начиная от систем при отсутствии силового поля и продолжается
системами при наличии неконсервативных силовых полей (см. [25, 30]).

Построение неконсервативного силового поля, действующего на закрепленное многомерное
твердое тело, опирается на результаты из динамики реальных закрепленных твердых тел, нахо-
дящихся в поле силы воздействия среды. Становится возможным изучение уравнений движения
для многомерного тела в аналогично построенном поле сил и получение полного набора, вообще
говоря, трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию эле-
ментарных функций. Полученные результаты особенно важны в смысле присутствия в системе
именно неконсервативного поля сил.

В работе показана интегрируемость в явном виде некоторых классов динамических систем на
касательных расслоениях к сферам размерности 2 и 3. При этом силовые поля обладают так
называемой переменной диссипацией (см. [14, 16]) и обобщают ранее рассмотренные случаи.

1. Системы на двумерном цилиндре. Рассмотрим систему вида
{

α̇ = −z + bg(α),

ż = F (α)
(1)

на двумерном цилиндре, являющемся касательным расслоением T∗S
1{z;α} к одномерной сфере

S
1 = {α : α mod 2π}. Здесь функции F (α) и g(α) — периодические и достаточно гладкие; они

определяют силовое поле. Первое уравнение системы (1) задает координату z в касательном
пространстве к сфере (является кинематическим соотношением).
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Система (1) также может быть представлена в виде маятникового уравнения

α̈− bg′(α)α̇ + F (α) = 0. (2)

При b = 0 система (1) является консервативной и обладает одним (полным набором) гладким
первым интегралом:

F1(z;α) = z2 + z22 + 2

α
∫

α0

F (ξ)dξ = C1 = const . (3)

При b > 0 система (1) перестает быть консервативной и является динамической системой с пере-
менной диссипацией с нулевым средним (см. также [14,16]).

Замечание 1. В случае, если g(α) = F (α)/ cos α, то система (1) описывает плоскопараллель-
ное движение твердого тела во внешнем силовом поле F (α), а также под действием следящей
силы (см. [6, 7, 13, 15]). В частности, если

F (α) = sinα cosα, g(α) = sinα, (4)

то система (1) описывает также плоский (цилиндрический) маятник, помещенный в поток на-
бегающей среды (см. [6–8, 10]), и обладает одним (полным набором) трансцендентным первым
интегралом, выражающимся через конечную комбинацию элементарных функций (см. [14, 16]).
Трансцендентность в данном случае понимается в смысле комплексного анализа, когда функция
имеет существенно особые точки, соответствующие имеющимся притягивающим или отталкива-
ющим предельным множествам системы (7), (8) (см. [9, 24, 29]).

Введем ограничение на силовое поле для полной интегрируемости системы.

Теорема 1. Если существует такая постоянная λ ∈ R, что выполнено равенство

F (α) = λg(α)g′(α), (5)

то при b 6= 0 система (1) обладает одним первым интегралом (полным набором), вообще говоря,

трансцендентным, следующего вида:

Φ1

(

g(α),
z

g(α)

)

= g(α) exp

{
∫

(u− b)du

u2 − bu+ λ

}

= C1 = const, u =
z

g(α)
. (6)

Если функция g(α) не является периодической, то рассматриваемая диссипативная система
является системой с переменной диссипацией с ненулевым средним (т.е. она является собственно
диссипативной). Тем не менее, и в этом случае (благодаря теореме 1) можно получить явный
вид трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элемен-
тарных функций. Последнее также является новым нетривиальным случаем интегрируемости
диссипативных систем в явном виде (см. также [17,18, 28]).

2. Системы на касательном расслоении к двумерной сфере. Рассмотрим системы вида










α̇ = −z2 + bg(α),

ż2 = F (α)− z21f(α),

ż1 = z1z2f(α),

(7)

β̇ = z1f(α), (8)

на касательном расслоении T∗S
2{z2, z1;α, β} к двумерной сфере

S
2 = {(α, β1) : 0 6 α 6 π, β mod 2π}.

Функции F (α), g(α) и f(α)— периодические, достаточно гладкие, за исключением, быть может,
точек α = 0 mod π/2, b > 0. Функция f(α) определяет метрику на сфере, а функции F (α) и f(α)—
силовое поле. Первое уравнение системы (7) и уравнение (8) задают координаты z2, z1 в касатель-
ном пространстве к сфере (являются кинематическими соотношениями). При этом система (7)
является независимой подсистемой третьего порядка (ввиду цикличности переменной β).
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Система (7), (8) также может быть представлена в маятниковом виде:














α̈− bg′(α)α̇ + F (α)− β̇2 1

f(α)
= 0,

β̈ − bg(α)f(α)β̇ + α̇β̇
f2(α)− f ′(α)

f(α)
= 0.

(9)

При b = 0 система (7), (8) является консервативной и обладает полным набором первых интегра-
лов:

F1(z2, z1;α) = z21 + z22 + 2

α
∫

α0

F (ξ)dξ = C1 = const, (10)

F2(z1;α) = z1 exp

α
∫

α0

f(ξ)dξ = C2 = const, (11)

F3(z2, z1;α, β) = C3 = const . (12)

При b > 0 система (7), (8) перестает быть консервативной и является динамической системой
с переменной диссипацией с нулевым средним [14,16].

Выделим два существенных случая для функции f(α), определяющей метрику на сфере:

f(α) =
cosα

sinα
, (13)

а также

f(α) =
1

cosα sinα
. (14)

Случай (13) образует класс систем, соответствующих пространственному движению динамиче-
ски симметричного твердого тела на нулевом уровне циклического интеграла, вообще говоря, в
неконсервативном поле сил (см. [19, 20]). Случай (14) образует класс систем, соответствующих
движению материальной точки на сфере также, вообще говоря, в неконсервативном поле сил. В
частности, при g(α) ≡ F (α) ≡ 0 система (7), (8) описывает геодезический поток на двумерной
сфере.

Замечание 2. В случае (13), если g(α) = F (α)/ cos α, то система (7) описывает пространствен-
ное движение твердого тела во внешнем силовом поле F (α), а также под действием следящей
силы. В частности, если

F (α) = sinα cosα, g(α) = sinα, (15)

то система (7), (8) описывает также пространственный (сферический) маятник, помещенный в
поток набегающей среды, и обладает полным набором трансцендентных первых интегралов, вы-
ражающихся через конечную комбинацию элементарных функций. Трансцендентность в данном
случае понимается в смысле комплексного анализа, когда функция имеет существенно особые
точки, соответствующие имеющимся притягивающим или отталкивающим предельным множе-
ствам системы (7), (8).

3. Случай (13). Пусть выполнены следующие условия на силовое поле:

F (α) = sinm α cosα, g(α) = sina α, m = 2a− 1, m, a ∈ R. (16)

В частности, для m = a = 1 имеем случай (15).

Теорема 2. В случае (16) система (7), (8) обладает полным набором (тремя), вообще говоря,

трансцендентных первых интегралов.

Следствие 1. Система










α̈− abα̇ sina−1 α cosα+ sin2a−1 α cosα− β̇2 sinα

cosα
= 0,

β̈ − bβ̇ sina−1 α cosα+ α̇β̇
1 + cos2 α

cosα sinα
= 0,

(17)
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обладает тремя, вообще говоря, трансцендентными первыми интегралами.

Схема доказательства теоремы 2. Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, zi = uiτ
a, i = 1, 2,

то поиск одного из первых интегралов приведет к уравнению Абеля (см. [2, 4])
[

(a+ 1)u2 − ab
]

u1du2 =
[

1− u21 + au22 − abu2

]

du1, (18)

общее решение которого u1 = U1(u2), вообще говоря, имеет довольно громоздкий вид. Тогда
дополнительный первый интеграл системы (7) находится из квадратуры

dτ

τ
=

(b− u2)du2
1− U2

1
(u2) + au2

2
− abu2

. (19)

В свою очередь, первый интеграл, «привязывающий» уравнение (8), найдется из равенства

dz1
dβ

= z2. (20)

В частности, при a = 1 равенство (18) влечет существование первого интеграла

Φ1

( z2
sinα

,
z1

sinα

)

=
z22 + z21 − bz2 sinα+ sin2 α

z1 sinα
= C1 = const, (21)

и также находятся два других Φ2, Φ3. �

4. Случай (14). Пусть выполнены следующие условия на силовое поле:

F (α) =
sin2k−1 α

cos2k+1 α
, g(α) =

sink α

cosk α
, k ∈ R. (22)

Теорема 3. В случае (22) система (7), (8) обладает полным набором (тремя), вообще говоря,

трансцендентных первых интегралов.

Следствие 2. Система














α̈− kbα̇
sink−1 α

cosk+1 α
+

sin2k−1 α

cos2k+1 α
− β̇2 sinα cosα = 0,

β̈ − bβ̇
sink−1 α

cosk+1 α
+ 2α̇β̇

cosα

sinα
= 0,

(23)

обладает тремя, вообще говоря, трансцендентными первыми интегралами.

Схема доказательства теоремы 3. Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, zi = ui

( τ√
1− τ2

)k

, i = 1, 2,

то поиск одного из первых интегралов приведет к уравнению Абеля (18) (только с подстановкой
a ↔ k). Тогда дополнительный первый интеграл системы (7) находится из квадратуры

dτ

τ(1− τ2)
=

(b− u2)du2
1− U2

1
(u2) + ku2

2
− kbu2

. (24)

В свою очередь, первый интеграл, «привязывающий» уравнение (8), найдется из равенства (20).
В частности, при k = 1 равенство (18) (a ↔ k) влечет существование первого интеграла

Φ1

(z2 cosα

sinα
,
z1 cosα

sinα

)

=
(z22 + z21) cos

2 α− bz2 sinα cosα+ sin2 α

z1 sinα cosα
= C1 = const, (25)

а дополнительный первый интеграл системы (7) находится из равенства

dτ

τ(1− τ2)
=

(b− u2)du2

2(1− bu2 + u2
2
)−C1{C1 ±

√

C2
1
− 4(1− bu2 + u2

2
)}/2

(26)
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и имеет вид

Φ2

(z2 cosα

sinα
,
z1 cosα

sinα
, sinα

)

= C2 = const . (27)

Далее, поскольку

du1
dτ

=
(2u2 − b)u1

(b− u2)τ(1− τ2)
,

dβ

dτ
=

u1
(b− u2)τ(1 − τ2)

, (28)

то
du1
dβ

= 2u2 − b, (29)

и

2(β + C3) = ± arcsin
2u1 − C1

√

b2 + C2
1
− 4

, C3 = const, (30)

поэтому первый интеграл, «привязывающий» уравнение (8), примет вид

2β ± arctan
(z21 − z22) cos

2 α+ bz2 cosα sinα− sin2 α

z1 cosα(2z2 cosα− b sinα)
= C3 = const . �

5. Системы на касательном расслоении к трехмерной сфере. Рассмотрим системы вида














































α̇ = −z3 + bg(α),

ż3 = F (α) − (z21 + z22)f(α),

ż2 = z2z3f(α) + z21f(α)
cos β1
sin β1

,

ż1 = z1z3f(α)− z1z2f(α)
cos β1
sin β1

,

β̇1 = z2f(α),

(31)

β̇2 = −z1f(α)
1

sin β1
, (32)

на касательном расслоении T∗S
3{z3, z2, z1;α, β1, β2} к трехмерной сфере

S
3 =

{

(α, β1, β2) : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π
}

.

Функции F (α), g(α) и f(α)— периодические, достаточно гладкие, за исключением, быть может,
точек α = 0 mod Π/2, b > 0. Функция f(α) определяет метрику на сфере, а функции F (α)
и f(α)— силовое поле. Первое и последнее уравнения системы (31) и уравнение (32) задают
координаты z3, z2, z1 в касательном пространстве к сфере (являются кинематическими соот-
ношениями). При этом система (31) является независимой подсистемой пятого порядка (ввиду
цикличности переменной β2) (см. также [3, 11, 12]).

Система (31), (32) также может быть представлена в маятниковом виде:


































α̈− bg′(α)α̇ + F (α)− β̇2
1

1

f(α)
− β̇2

2

sin2 β1
f(α)

= 0,

β̈1 − bg(α)f(α)β̇1 + α̇β̇1
f2(α)− f ′(α)

f(α)
− β̇2

2 sinβ1 cos β1 = 0,

β̈2 − bg(α)f(α)β̇2 + α̇β̇2
f2(α)− f ′(α)

f(α)
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

= 0.

(33)

Для полного интегрирования системы (31), (32) необходимо знать, вообще говоря, пять неза-
висимых первых интегралов. Однако после замены переменных

z1, z2 → z, z∗, z =
√

z2
1
+ z2

2
, z∗ =

z2
z1

, (34)
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система (31), (32) распадается следующим образом:











α̇ = −z3 + bg(α),

ż3 = F (α)− z2f(α),

ż = zz3f(α);

(35)















ż∗ = (±)z
√

1 + z2∗f(α)
cos β1
sin β1

,

β̇1 = (±)
zz∗

√

1 + z2∗
f(α),

(36)

β̇2 = (±)
z

√

1 + z2∗
f(α)

1

sin β1
. (37)

Видно, что для полной интегрируемости системы (35)–(37) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (35), один — системы (36), и дополнительный первый интеграл, «при-
вязывающий» уравнение (37) (т.е. всего четыре).

При b = 0 система (31), (32) является консервативной и обладает полным набором первых
интегралов:

F1(z3, z2, z1;α) = z21 + z22 + z23 + 2

α
∫

α0

F (ξ)dξ = C1 = const, (38)

F2(z2, z1;α) =
√

z2
1
+ z2

2
exp

α
∫

α0

f(ξ)dξ = C2 = const, (39)

F3(z1;α, β1) = z1 exp

α
∫

α0

f(ξ)dξ · sinβ1 = C3 = const, (40)

F4(z3, z2, z1;α, β1, β2) = C4 = const . (41)

При b > 0 система (31), (32) перестает быть консервативной и является динамической системой
с переменной диссипацией с нулевым средним (см. [21–23]).

Выделим также два существенных случая (13) и (14) для функции f(α), определяющей мет-
рику на сфере. Случай (13) образует класс систем, соответствующих движению динамически
симметричного четырехмерного твердого тела на нулевых уровнях циклических интегралов, во-
обще говоря, в неконсервативном поле сил (см. [26, 27]). Случай (14) образует класс систем,
соответствующих движению материальной точки на трехмерной сфере также, вообще говоря,
в неконсервативном поле сил. В частности, при g(α) ≡ F (α) ≡ 0 система (31), (32) описывает
геодезический поток на трехмерной сфере.

Замечание 3. В случае (13), если g(α) = F (α)/ cosα, то система (31), (32) описывает движе-
ние четырехмерного твердого тела в силовом поле под действием следящей силы. В частности,
если выполнены условия (15), то система (31), (32) описывает также четырехмерный (обобщенный
сферический) маятник в неконсервативном поле и обладает полным набором трансцендентных
первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.

6. Случай (13). Пусть выполнены условия (16) на силовое поле. В частности, при m = a = 1
получаем случай (15).

Теорема 4. В случае (16) система (31), (32) обладает полным набором (четырьмя), вообще

говоря, трансцендентных первых интегралов.
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Следствие 3. Система






























α̈− abα̇ sina−1 α cosα+ sin2a−1 α cosα− β̇2
1

sinα

cosα
− β̇2

2

sinα

cosα
sin2 β1 = 0,

β̈1 − bβ̇1 sin
a−1 α cosα+ α̇β̇1

1 + cos2 α

cosα sinα
− β̇2

2 sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 − bβ̇2 sin
a−1 α cosα+ α̇β̇2

1 + cos2 α

cosα sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sinβ1

= 0,

(42)

обладает четырьмя, вообще говоря, трансцендентными первыми интегралами.

Схема доказательства теоремы 4. Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, z = u1τ
a, z3 = u2τ

a,

то поиск одного из первых интегралов приведет к уравнению Абеля (18). Тогда дополнительный
первый интеграл системы (35) находится из квадратуры (19). В свою очередь, первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (37), найдется из равенства (20).

В частности, при a = 1 равенство (18) влечет существование первого интеграла

Φ1

( z3
sinα

,
z

sinα

)

=
z23 + z2 − bz3 sinα+ sin2 α

z sinα
= C1 = const; (43)

аналогично находятся три других интеграла Φ2, Φ3, Φ4 (см. [26, 27]). �

7. Случай (14). Пусть выполнены условия (22) на силовое поле.

Теорема 5. В случае (22) система (31), (32) обладает полным набором (четырьмя), вообще

говоря, трансцендентных первых интегралов.

Следствие 4. Система


































α̈− kbα̇
sink−1 α

cosk+1 α
+

sin2k−1 α

cos2k+1 α
− β̇2

1 sinα cosα− β̇2
2 sinα cosα sin2 β1 = 0,

β̈1 − bβ̇1
sink−1 α

cosk+1 α
+ 2α̇β̇1

cosα

sinα
− β̇2

2 sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 − bβ̇2
sink−1 α

cosk+1 α
+ 2α̇β̇2

cosα

sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

= 0

(44)

обладает тремя, вообще говоря, трансцендентными первыми интегралами.

Схема доказательства теоремы 5. Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, z = u1

(

τ√
1− τ2

)k

, z3 = u2

(

τ√
1− τ2

)k

то поиск одного из первых интегралов приведет к уравнению Абеля (18) (только с подстановкой
a ↔ k). Тогда дополнительный первый интеграл системы (35) находится из квадратуры (24). В
свою очередь, первый интеграл, «привязывающий» уравнение (37), найдется из равенства (20).

В частности, при k = 1 равенство (18) (a ↔ k) влечет существование первого интеграла

Φ1

(z3 cosα

sinα
,
z cosα

sinα

)

=
(z23 + z2) cos2 α− bz3 cosα sinα+ sin2 α

z cosα sinα
= C1 = const, (45)

а дополнительный первый интеграла системы (37) находится из равенства (26) и имеет следую-
щий структурный вид:

Φ2

(z3 cosα

sinα
,
z cosα

sinα
, sinα

)

= C2 = const . (46)

Первый интеграл системы (36) имеет вид

Φ3(z∗;β1) =

√

1 + z2∗
sinβ1

= C3 = const, (47)
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а первый интеграл, «привязывающий» уравнение (37) на угол β2, — вид

Φ4(z∗;β1, β2) = β2 ± arctg
cosβ1

√

C2
3
sin2 β1 − 1

= C4 = const, (48)

полученный из уравнения
dβ2
dβ1

= − 1

z∗ sin β1
, (49)

с использованием (47). �

8. Заключение. В предыдущих работах автора (см. [25–27]) уже рассматривались задачи о
движении свободного твердого тела в неконсервативном поле сил при наличии следящей силы,
сводящиеся к динамическим системам на касательных расслоениях к двумерной и трехмерной
сферам. Данная работа присоединяет к указанному циклу работ по динамике твердого тела за-
дачу о движении точки по сферам размерности 2 и 3 в неконсервативных силовых полях.
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