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и её индекс даётся формулой

æ = −
m∑
j=1

1

π
[arg detG]Γj + (2−m)l,

где Γ1, . . . ,Γm – простые контура, составляющие Γ, и прираще-
ние [ ]Γj вдоль Γj берётся в направлении, оставляющем область
D слева.

Если дополнительно C ∈ C1,ν(Γ), то любое решение U ∈
Cµ(D)∩C1(D) задачи из класса (3) с правой частью f ∈ C1,µ(Γ)
в действительности принадлежит C1,µ(D).

В случае простого контура Γ задача (1)–(2) изучена в [1].
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Работа посвящена новым случаям интегрируемости систем
на касательном расслоении к конечномерной сфере. К такого ро-
да задачам приводятся системы из динамики многомерного твёр-
дого тела, находящегося в неконсервативном поле сил. Исследу-
емые задачи описываются динамическими системами с перемен-
ной диссипацией с нулевым средним [1]. Обнаружены случаи ин-
тегрируемости уравнений движения в трансцендентных (в смыс-
ле классификации их особенностей) функциях и выражающихся
через конечную комбинацию элементарных функций [2, 3].

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 15–01–00848–а)
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Построение неконсервативного силового поля, действующего
на закреплённое многомерное твёрдое тело, опирается на резуль-
таты из динамики реальных закреплённых твёрдых тел, находя-
щихся в поле силы воздействия среды. Становится возможным
изучение уравнений движения для многомерного тела в анало-
гично построенном поле сил и получение полного набора, вооб-
ще говоря, трансцендентных первых интегралов, выражающихся
через конечную комбинацию элементарных функций. Получен-
ные результаты особенно важны в смысле присутствия в системе
именно неконсервативного поля сил, поскольку ранее другими
авторами использовалось поле сил лишь потенциальное.

В общем случае построить какую-либо теорию интегрирова-
ния неконсервативных систем (хотя бы и невысокой размерно-
сти) довольно затруднительно. Но в ряде случаев, когда иссле-
дуемые системы обладают дополнительными симметриями, уда-
ётся найти первые интегралы через конечные комбинации эле-
ментарных функций.

Получены новые случаи интегрируемости неконсервативных
динамических систем, обладающих нетривиальными симметри-
ями. При этом почти во всех случаях интегрируемости каждый
из первых интегралов выражается через конечную комбинацию
элементарных функций, являясь одновременно трансцендентной
функцией своих переменных. Трансцендентность в данном слу-
чае понимается в смысле комплексного анализа, когда после про-
должения данных функций в комплексную область у них имеют-
ся существенно особые точки. Последний факт обуславливается
наличием в системе притягивающих и отталкивающих предель-
ных множеств (как, например, притягивающих и отталкиваю-
щих фокусов или узлов, предельных циклов).

Рассматриваемые ранее автором задачи из динамики n-
мерного твёрдого тела в неконсервативном силовом поле поро-
дили системы на касательном расслоении к (n− 1)-мерной сфе-
ре. В работе будет тщательно разобран индуктивный переход от
систем на касательных расслоениях к маломерным сферам до
систем на касательных расслоениях к сферам произвольной раз-
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мерности. При этом исследование начинается для систем при от-
сутствии силового поля и продолжается системами при наличии
некоторых неконсервативных силовых полей (см. также [2, 3]).

В качестве примера рассмотрим системы вида

α̇ = −z + bg(α), ż = F (α), (1)

на двумерном цилиндре — касательном расслоении T∗S1{z;α} к
одномерной сфере S1{α : α mod 2π}.

Функции F (α) и g(α) — периодические, достаточно гладкие
и определяют силовое поле. Первое уравнение системы (1) зада-
ёт координату z в касательном пространстве к сфере (является
кинематическим соотношением).

Система (1) также может быть представлена в виде маятни-
кового уравнения α̈− bg′(α)α̇+ F (α) = 0.

При b = 0 система (1) является консервативной и обладает
одним (полным набором) гладким первым интегралом:

F1(z;α) = z2 + z2
2 + 2

∫ α

α0

F (ξ)dξ = C1 = const.

При b > 0 система (1) перестаёт быть консервативной и яв-
ляется динамической системой с переменной диссипацией с ну-
левым средним [1–3].

Замечание. В случае если g(α) = F (α)/ cosα, то система
(1) описывает плоскопараллельное движение твёрдого тела во
внешнем силовом поле F (α), а также под действием следящей
силы [2]. В частности, если F (α) = sinα cosα, g(α) = sinα,
то система (1) описывает также плоский (цилиндрический)
маятник, помещённый в поток набегающей среды [2], и обла-
дает одним (полным набором) трансцендентным первым ин-
тегралом, выражающимся через конечную комбинацию элемен-
тарных функций. Трансцендентность в данном случае понима-
ется в смысле комплексного анализа, когда функция имеет су-
щественно особые точки, соответствующие имеющимся при-
тягивающим или отталкивающим предельным множествам
системы.

363



Введём ограничение на силовое поле для полной интегриру-
емости системы.

Теорема. Если существует такая постоянная λ ∈ R, что
выполнено равенство F (α) = λg(α)g′(α), то при b 6= 0 систе-
ма (1) обладает одним (полным набором) первым интегралом
(вообще говоря, трансцендентным) следующего вида:

Φ1

(
g(α),

z

g(α)

)
= g(α) exp

{∫
(u− b)du
u2 − bu+ λ

}
=

= C1 = const, u =
z

g(α)
.

Если функция g(α) не является периодической, то рассматри-
ваемая диссипативная система является системой с переменной
диссипацией с ненулевым средним (т.е. она является собственно
диссипативной). Тем не менее, и в этом случае (благодаря теоре-
ме) можно получить явный вид трансцендентных первых инте-
гралов, выражающихся через конечную комбинацию элементар-
ных функций. Последнее также является новым нетривиальным
случаем интегрируемости диссипативных систем в явном виде
(см. также [1–3]).
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