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Ì. Â. Øàìîëèí

Ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ ìàÿòíèêà
íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè1

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òâåðäîå òåëî, èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, ñèñòåìà ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé, òðàíñ-
öåíäåíòíûé ïåðâûé èíòåãðàë

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà íîâûì ñëó÷àÿì èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåì íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ìàëîìåðíîé
ñôåðå. Ê òàêîãî ðîäà çàäà÷àì ïðèâîäÿòñÿ ñèñòåìû èç ïëîñêîé äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â
íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë. Èññëåäóåìûå çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ïåðåìåííîé
äèññèïàöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Îáíàðóæåíû ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â òðàíñöåí-
äåíòíûõ (â ñìûñëå êëàññèôèêàöèè èõ îñîáåííîñòåé) ôóíêöèÿõ è âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáè-
íàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

� Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå ñèñòåìàòèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî

äâèæåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî çàêðåïëåííîãî òâåðäîãî òåëà-ìàÿòíèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â íåêîòîðîì íåêîíñåðâà-
òèâíîì ïîëå ñèë. Åãî âèä çàèìñòâîâàí èç äèíàìèêè ðåàëüíûõ çàêðåïëåííûõ òâåðäûõ òåë, ïîìåùåííûõ â
îäíîðîäíûé ïîòîê íàáåãàþùåé ñðåäû. Ïàðàëëåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïëîñêîïàðàëëåëüíîì äâè-
æåíèè ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà, òàêæå íàõîäÿùåãîñÿ â ïîäîáíîì ïîëå ñèë. Ïðè ýòîì íà äàííîå ñâîáîäíîå
òåëî äåéñòâóåò òàêæå íåêîíñåðâàòèâíàÿ ñëåäÿùàÿ ñèëà, ëèáî çàñòàâëÿþùàÿ âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ âå-
ëè÷èíó ñêîðîñòè íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé âî âðåìåíè (÷òî
îçíà÷àåò íàëè÷èå â ñèñòåìå íåèíòåãðèðóåìîé ñåðâîñâÿçè, ñì. òàêæå [19, 20, 21, 22]), ëèáî çàñòàâëÿþùàÿ
öåíòð ìàññ òåëà äâèãàòüñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî (÷òî îçíà÷àåò ïðèñóòñòâèå â ñèñòåìå ïàðû ñèë,
ñì. òàêæå [30, 31]).

Ðàíåå â [19] àâòîðîì óæå áûëà ïîêàçàíà ïîëíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî
äâèæåíèÿ çàêðåïëåííîãî òåëà-ìàÿòíèêà â îäíîðîäíîì ïîòîêå íàáåãàþùåé ñðåäû â óñëîâèÿõ ñòðóéíîãî
îáòåêàíèÿ, êîãäà ó ñèñòåìû äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë, ÿâëÿþùèéñÿ òðàíñ-
öåíäåíòíîé (â ñìûñëå òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, èìåþùåé ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè)
ôóíêöèåé êâàçèñêîðîñòåé. Òîãäà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âñå âçàèìîäåéñòâèå ñðåäû ñ òåëîì ñîñðåäîòî÷åíî
íà òîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà, êîòîðàÿ èìååò ôîðìó (îäíîìåðíîé) ïëàñòèíû.

Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà âñå âçàèìîäåéñòâèå îäíîðîäíîãî ïîòîêà ñðåäû
ñ çàêðåïëåííûì òåëîì ñîñðåäîòî÷åíî íà òîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà, êîòîðàÿ èìååò ôîðìó îäíîìåðíîãî
äèñêà, ïðè ýòîì ñèëîâîå âîçäåéñòâèå ñîñðåäîòî÷åíî â íàïðàâëåíèè, êîòîðîå ïåðïåíäèêóëÿðíî äàííîìó
äèñêó. Äàííûå ðåçóëüòàòû ñèñòåìàòèçèðóþòñÿ è ïîäàþòñÿ â èíâàðèàíòíîì âèäå.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ðåãóëÿðíî äîêëàäûâàëèñü íà ìíîæåñòâå ñåìèíàðîâ, â òîì ÷èñëå è íà ñå-
ìèíàðå �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè� èìåíè ïðîôåññîðà Â. Â. Òðîôèìîâà [4] ïîä ðóêî-
âîäñòâîì Ä. Â. Ãåîðãèåâñêîãî è Ì. Â. Øàìîëèíà (ñì. òàêæå [5, 6, 70, 71, 72]).

� 1 Ìîäåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ïëîñêóþ ïëàñòèíó AB, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîé ïëîñêîñòè ôèãóðû è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äåðæàâêó OD. Ïëàñòèíà æåñòêî çàêðåïëåíà ïåðïåíäè-
êóëÿðíî äåðæàâêå OD, íàõîäÿùåéñÿ íà öèëèíäðè÷åñêîì øàðíèðå O, è îáòåêàåòñÿ îäíîðîäíûì ïîòîêîì
ñðåäû (ðèñ. 1). Â ýòîì ñëó÷àå òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê, â êîòîðîì ïëàñòèíà AB è îñü
øàðíèðà ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ. Ïîòîê ñðåäû äâèæåòñÿ èç áåñêîíå÷íîñòè ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ v = v∞ 6= 0, à äåðæàâêà ñîïðîòèâëåíèÿ íå ñîçäàåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììàðíàÿ ñèëà S âîçäåéñòâèÿ ïîòîêà ñðåäû íà ïëàñòèíó íàïðàâëåíà ïàðàëëåëüíî
äåðæàâêå, à òî÷êà N ïðèëîæåíèÿ ýòîé ñèëû îïðåäåëÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, óãëîì àòàêè α, êîòîðûé
èçìåðÿåòñÿ ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè vD òî÷êè D îòíîñèòåëüíî ïîòîêà è äåðæàâêîé OD (ðèñ. 1, ïðè
ýòîì íà ðèñóíêå ïîêàçàí óãîë àòàêè, ðàâíûé π − α), à òàêæå ïðèâåäåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ

ω ∼= lΩ
vD

, vD = |vD|
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 12-01-00020).
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Ðèñ. 1: Çàêðåïëåííûé ìàÿòíèê íà öèëèíäðè÷åñêîì øàðíèðå â ïîòîêå íàáåãàþùåé ñðåäû

(l � äëèíà äåðæàâêè, Ω � àëãåáðàè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà íà îñü øàðíèðà).
Ïîäîáíûå óñëîâèÿ âîçíèêàþò ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ñòðóéíîãî îáòåêàíèÿ ïëîñêèõ òåë [2, 7, 10, 11,
14, 15, 24, 25].

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåì, ÷òî ñèëà S íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïëàñòèíå â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ
íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè vD, è ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó N ïëàñòèíû, ñìåùåííóþ îò òî÷êè D ââåðõ
ïî ïîòîêó (ñì. òàêæå [28, 29, 35, 36, 48, 49]).

Âåêòîð
e =

OD
l

(1)

îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ äåðæàâêè. Òîãäà

S = −s(α)v2
De, (2)

ãäå
s(α) = s1(α)sign cos α, (3)

ãäå êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ s1 ≥ 0 çàâèñèò ëèøü îò óãëà àòàêè α. Â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè ïëàñòèíû
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D ôóíêöèÿ s(α) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.

Ïóñòü Dx1x2 = Dxy � ñèñòåìà êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì, ïðè ýòîì îñü Dx = Dx1 èìååò
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð e (ñì. (1)), à îñü Dx2 = Dy ñîíàïðàâëåíà ñ âåêòîðîì DA (ðèñ. 1). Íà ýòîì æå
ðèñóíêå ïîêàçàí è θ = ξ � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà.

Ïðîñòðàíñòâîì ïîëîæåíèé òàêîãî ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü (îäíîìåðíàÿ ñôåðà)

S1{ξ ∈ R1 : ξ mod 2π}, (4)

à ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå îêðóæíîñòè

T∗S1{(ξ̇; ξ) ∈ R2 : ξ mod 2π} (5)

� äâóìåðíûé öèëèíäð.
Ñâÿæåì ñ âåëè÷èíîé Ω êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó

Ω̃ =
(

0 −Ω
Ω 0

)
, Ω̃ ∈ so(2). (6)

Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïëàñòèíû D äî öåíòðà äàâëåíèÿ (òî÷êè N , ðèñ. 1) áóäåò èìåòü âèä

|rN | = rN = DN

(
α,

lΩ
vD

)
, (7)

ãäå
rN = {0, x2N} = {0, yN}
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â ñèñòåìå Dx1x2 = Dxy.
Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü âîçäåéñòâèÿ ïîòîêà ñðåäû íà çàêðåïëåííûé ìàÿòíèê

àíàëîãè÷íà ïîñòðîåííîé ìîäåëè äëÿ ñâîáîäíîãî òåëà è â äàëüíåéøåì ó÷èòûâàåò âëèÿíèå âðàùàòåëüíîé
ïðîèçâîäíîé ìîìåíòà ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû ïî óãëîâîé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà (ñì. òàêæå [2, 3, 53, 54,
55, 58, 60, 62, 64]). Àíàëèç çàäà÷è î ôèçè÷åñêîì ìàÿòíèêå â ïîòîêå ïîçâîëèò îáíàðóæèòü êà÷åñòâåííûå
àíàëîãèè â äèíàìèêå ÷àñòè÷íî çàêðåïëåííûõ è ñâîáîäíûõ òåë.

� 2 Ãðóïïà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà àëãåáðå Ëè so(2)

Åñëè I � öåíòðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè òåëà-ìàÿòíèêà, òî îáùåå óðàâíåíèå åãî äâèæåíèÿ ïðèìåò
ñëåäóþùèé âèä:

IΩ̇ = DN

(
α,

lΩ
vD

)
s(α)v2

D, (8)

ïîñêîëüêó ìîìåíò ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðèöû:
(

0 x2N

−s(α)v2
D 0

)
, (9)

ãäå
{−s(α)v2

D, 0}
� ðàçëîæåíèå ñèëû S âîçäåéñòâèÿ ñðåäû â ñèñòåìå êîîðäèíàò Dx1x2.

Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè so(2) ðàâíà 1, åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå (8) è ñîñòàâëÿåò ãðóïïó
äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà so(2), à, ïîïðîñòó ãîâîðÿ, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ.

Âèäíî, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (8) ïðåæäå âñåãî âõîäèò óãîë àòàêè, ïîýòîìó äàííîå óðàâíåíèå
íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, íåîá-
õîäèìî ê äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ íà àëãåáðå Ëè so(2) ïðèñîåäèíèòü íåñêîëüêî ãðóïï êèíåìàòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

� 3 Ïåðâàÿ ãðóïïà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ãðóïïà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ñêîðîñòè òî÷êè D (ôîðìàëüíîãî öåíòðà ïëàñòèíû AB) è íàáåãàþùåãî ïîòîêà:

vD = vD · iv(α) = Ω̃
(

l
0

)
+ (−v∞)iv(−ξ), (10)

ãäå

iv(α) =
(

cosα
sin α

)
. (11)

Ðàâåíñòâî (10) âûðàæàåò òåîðåìó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé â ïðîåêöèÿõ íà ñâÿçàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
Dx1x2.

Äåéñòâèòåëüíî, â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) ñòîèò ñêîðîñòü òî÷êè D ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî ïîòîêà â
ïðîåêöèÿõ íà ñâÿçàííóþ ñ ìàÿòíèêîì ñèñòåìó êîîðäèíàò Dx1x2. Ïðè ýòîì âåêòîð iv(α) � åäèíè÷íûé âåê-
òîð âäîëü îñè âåêòîðà vD. Âåêòîð iv(α) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì åäèíè÷íîãî âåêòîðà âäîëü îñè Dx1, ïîâåðíóòîãî
îêîëî âåðòèêàëè (îñè Dx3) íà óãîë α è èìååò ðàçëîæåíèå (11).

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) ñòîèò ñóììà ñêîðîñòåé òî÷êè D ïðè ïîâîðîòå ìàÿòíèêà (ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå) è äâèæåíèÿ ïîòîêà (âòîðîå ñëàãàåìîå). Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëàãàåìîì èìåþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà
OD = {l, 0} â ñèñòåìå êîîðäèíàò Dx1x2.

Íà âòîðîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå. Â íåì èìåþòñÿ êîîðäèíàòû
âåêòîðà (−v∞) = {−v∞, 0} â íåïîäâèæíîì ïðîñòðàíñòâå. ×òîáû åãî çàïèñàòü â ïðîåêöèÿõ íà ñâÿçàí-
íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Dx1x2 íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè (îáðàòíûé) ïîâîðîò ìàÿòíèêà íà óãîë (−ξ), ÷òî
àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ âåëè÷èíû (−v∞) íà âåêòîð iv(−ξ).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ãðóïïà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (10) â íàøåì ñëó÷àå ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä:

vD cos α = −v∞ cos ξ,

vD sin α = lΩ + v∞ sin ξ.
(12)
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� 4 Âòîðàÿ ãðóïïà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ãðóïïà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè Ω̃ è

êîîðäèíàòû ξ̇, ξ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (5) èññëåäóåìîãî ìàÿòíèêà � êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T∗S1{ξ̇; ξ}.
Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ â ñòèëå, äîïóñêàþùåì ëþáóþ ðàçìåðíîñòü. Èñêîìûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ

èç ñëåäóþùèõ äâóõ ãðóïï ñîîòíîøåíèé. Ïîñêîëüêó äâèæåíèå òåëà ôîðìàëüíî ïðîèñõîäèò â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå En, n = 2, ñíà÷àëà âûðàæàåòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ôàçîâîé ïåðåìåííîé Ω, ÷åðåç íîâóþ
ïåðåìåííóþ z1 (èç íàáîðà z):

Ω = z1. (13)
Çàòåì âìåñòî ïåðåìåííîé z ïîäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü:

z1 = ξ̇. (14)

Òàêèì îáðàçîì, äâå ãðóïïû óðàâíåíèé (13) è (14) äàþò âòîðóþ ãðóïïó êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

Ω = ξ̇. (15)

Âèäíî, ÷òî òðè ãðóïïû ñîîòíîøåíèé (8), (12), (15) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Â ýòè òðè
ãðóïïû óðàâíåíèé âõîäÿò äâå ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

rN = DN

(
α,

lΩ
vD

)
, s(α). (16)

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ s ñ÷èòàåòñÿ çàâèñèìîé ëèøü îò α, à ôóíêöèÿ rN = DN ìîæåò çàâèñåòü, íàðÿäó ñ
óãëîì α, âîîáùå ãîâîðÿ, è îò ïðèâåäåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ω ∼= lΩ/vD.

� 5 Çàäà÷à î äâèæåíèè ñâîáîäíîãî òåëà ïðè íàëè÷èè ñëåäÿùåé
ñèëû

Ïàðàëëåëüíî ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å î äâèæåíèè çàêðåïëåííîãî òåëà, ðàññìîòðèì ïëîñêîïàðàëëåëü-
íîå äâèæåíèå ñâîáîäíîãî ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà ñ ïåðåäíèì ïëîñêèì òîðöîì (îäíîìåðíîé ïëàñòè-
íîé AB) â ïîëå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ â óñëîâèÿõ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè [15, 16, 23, 32, 35, 38, 40, 43] ñ òîé
æå ìîäåëüþ âîçäåéñòâèÿ ñðåäû (ðèñ. 2).

x

y

S
v

C

A
N

D

B

Ðèñ. 2: Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâèæåíèå ñâîáîäíîãî ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà â ñîïðî-
òèâëÿþùåéñÿ ñðåäå

Åñëè (v, α) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà ñêîðîñòè íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé òî÷êè D òâåðäîãî òåëà (D
� öåíòð ïëàñòèíû AB), Ω � çíà÷åíèå åãî óãëîâîé ñêîðîñòè, I,m � èíåðöèîííî-ìàññîâûå õàðàêòåðèñòèêè,
òî äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òåëà, ïðè êîòîðîì êàñàòåëüíûå ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íà
ïëàñòèíó îòñóòñòâóþò, ïðèìåò âèä:

v̇ cos α− α̇v sin α− Ωv sin α + σΩ2 =
Fx

m
,

v̇ sin α + α̇v cos α + Ωv cosα− σΩ̇ = 0, (17)
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IΩ̇ = yN

(
α,

Ω
v

)
s(α)v2,

ãäå
Fx = −S, S = s(α)v2, σ = CD, (18)

ïðè ýòîì (
0, yN

(
α,

Ω
v

))
(19)

� êîîðäèíàòû òî÷êè N ïðèëîæåíèÿ ñèëû S â ñèñòåìå êîîðäèíàò Dx1x2 = Dxy, ñâÿçàííîé ñ òåëîì (ðèñ.
2).

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (17) îïèñûâàþò äâèæåíèå öåíòðà ìàññ íà äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè E2 â ïðîåêöèÿõ íà ñèñòåìó êîîðäèíàò Dx1x2. Ïðè ýòîì Dx1 = Dx � ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê ïëàñòèíå, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç öåíòð ìàññ C ñèììåòðè÷íîãî òåëà, à Dx2 = Dy � îñü, âûáðàííàÿ âäîëü
ïëàñòèíû. Òðåòüå æå óðàâíåíèå ñèñòåìû (17) ïîëó÷åíî èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
òåëà â ïðîåêöèè íà îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ðèñóíêó.

Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (17) òðåòüåãî ïîðÿäêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

R1 × S1 × so(2) (20)
äâóìåðíîãî öèëèíäðà íà àëãåáðó Ëè so(2). Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñèëà âîçäåéñòâèÿ ñðåäû íå çàâèñèò îò
ïîëîæåíèÿ òåëà íà ïëîñêîñòè, ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (17) îòäåëÿåòñÿ îò ñèñòåìû êèíåìà-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñàìîñòîÿòåëüíî (ñì. òàêæå [44, 47, 50, 52, 65]).

5.1 Íåèíòåãðèðóåìàÿ ñâÿçü
Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òåëà ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé ñëåäÿùåé ñèëû T,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ è îáåñïå÷èâàþùåé âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (ñì. òàêæå
[68, 73, 74, 79, 80])

v ≡ const, (21)
òî â ñèñòåìå (17) âìåñòî Fx áóäåò ñòîÿòü âåëè÷èíà

T − s(α)v2. (22)

Â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà âåëè÷èíû T ñëåäÿùåé ñèëû ìîæíî ôîðìàëüíî äîáèòüñÿ âî âñå
âðåìÿ äâèæåíèÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (21) [81, 83, 89]. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìàëüíî âûðàæàÿ âåëè÷èíó T
â ñèëó ñèñòåìû (17), ïîëó÷èì ïðè cosα 6= 0:

T = Tv(α, Ω) = mσΩ2 + s(α)v2

[
1− mσ

I
yN

(
α,

Ω
v

)
sin α

cosα

]
. (23)

Íà äàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïîñìîòðåòü ñ äâóõ ïîçèöèé. Âî-ïåðâûõ, ïðîèçîøëî ïðåîáðàçîâàíèå ñè-
ñòåìû ïðè ïîìîùè íàëè÷èÿ â ñèñòåìå ñëåäÿùåé ñèëû (óïðàâëåíèÿ), îáåñïå÷èâàþùåé ðàññìîòðåíèå èí-
òåðåñóþùåãî íàñ êëàññà äâèæåíèé (21). Âî-âòîðûõ, íà ýòî âñå ìîæíî ïîñìîòðåòü êàê íà ïðîöåäóðó, ïîç-
âîëÿþùóþ ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà (17) â ðåçóëüòàòå äåéñòâèé ïîðîæäàåò
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî âèäà:

α̇v cosα + Ωv cos α− σΩ̇ = 0,

IΩ̇ = yN

(
α,

Ω
v

)
s(α)v2,

(24)

â êîòîðîé ê ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðàì, óêàçàííûì âûøå, äîáàâëÿåòñÿ ïàðàìåòð v.
Êàê âèäíî èç (24), íà ìíîãîîáðàçèè

O =
{

(α, Ω) ∈ R2 : α =
π

2
+ πk, k ∈ Z

}
(25)

íåëüçÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèòü ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî α̇. Ôîðìàëüíî, òàêèì îáðàçîì, íà ìíîãîîáðàçèè (25)
ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (24) âíå è òîëüêî âíå ìíîãîîáðàçèÿ (25) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

α̇ = −Ω +
σv

I

yN

(
α, Ω

v

)
s(α)

cosα
,

Ω̇ =
1
I
yN

(
α,

Ω
v

)
s(α)v2.

(26)
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Íàðóøåíèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåìû (24) íà ìíîãîîáðàçèè (25) ïðîèñõîäèò â ñëåäóþùåì
ñìûñëå: ïî÷òè ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó èç ìíîãîîáðàçèÿ (25) ïðîõîäèò íåîñîáàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
(24), ïåðåñåêàÿ ìíîãîîáðàçèå (25) ïîä ïðÿìûì óãëîì, à òàêæå ñóùåñòâóåò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàþùàÿ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ñ óêàçàííîé òî÷êîé. Íî ôèçè÷åñêè ýòî ðàçëè÷íûå òðàåêòîðèè, òàê
êàê èì îòâå÷àþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ ñëåäÿùåé ñèëû. Ïîêàæåì ýòî.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, äëÿ ïîääåðæàíèÿ ñâÿçè âèäà (21) íåîáõîäèìî âûáðàòü çíà÷åíèå T ïðè cosα 6= 0
â âèäå (23).

Ïóñòü

lim
α→π/2

yN

(
α, Ω

v

)
s(α)

cosα
= L

(
Ω
v

)
. (27)

Çàìåòèì, ÷òî |L| < +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
α→π/2

∣∣∣∣
∂

∂α

(
yN

(
α,

Ω
v

)
s(α)

)∣∣∣∣ < +∞. (28)

Ïðè α = π/2 íóæíàÿ âåëè÷èíà ñëåäÿùåé ñèëû íàéäåòñÿ èç ðàâåíñòâà

T = Tv

(π

2
, Ω

)
= mσΩ2 − mσLv2

I
. (29)

ãäå çíà÷åíèå Ω � ïðîèçâîëüíî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîääåðæèâàÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäÿùåé ñèëû âðàùåíèå âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè W

åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, íåîáõîäèìî âûáðàòü ñëåäÿùóþ ñèëó â âèäå

T = Tv

(π

2
, Ω

)
=

mv2

R0
, (30)

ãäå R0 � ðàññòîÿíèå CW .
Ðàâåíñòâà (29) è (30) îïðåäåëÿþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ñëåäÿùåé ñèëû T äëÿ ïî÷òè

âñåõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ (25), ÷òî è äîêàçûâàåò ñäåëàííîå çàìå÷àíèå.

5.2 Ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ
Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òåëà ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé ñëåäÿùåé ñèëû T,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ è îáåñïå÷èâàþùåé âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (ñì. òàêæå
[36, 37, 66, 67])

VC ≡ const (31)
(VC � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ), òî â ñèñòåìå (17) âìåñòî Fx äîëæíà ñòîÿòü âåëè÷èíà, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ
íóëþ, ïîñêîëüêó íà òåëî áóäåò äåéñòâîâàòü íåêîíñåðâàòèâíàÿ ïàðà ñèë:

T − s(α)v2 ≡ 0. (32)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü âåëè÷èíó ñëåäÿùåé ñèëû T â âèäå

T = Tv(α, Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (33)

Ñëó÷àé (33) âûáîðà âåëè÷èíû T ñëåäÿùåé ñèëû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âîçìîæíîñòè îòäåëåíèÿ
íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ïîñëå íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà
(17).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå íà âåëè÷èíó T :

T = Tv(α, Ω) = τ1

(
α,

Ω
v

)
v2 + τ2

(
α,

Ω
v

)
Ωv + τ3

(
α,

Ω
v

)
Ω2 = T1

(
α,

Ω
v

)
v2. (34)

Ñèñòåìó (17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

v̇ + σΩ2 cosα− σ sin α

[
v2

I
yN

(
α,

Ω
v

)
s(α)

]
=

T1

(
α, Ω

v

)
v2 − s(α)v2

m
cosα,

α̇v + Ωv − σ cosα

[
v2

I
yN

(
α,

Ω
v

)
s(α)

]
− σΩ2 sin α =

s(α)v2 − T1

(
α, Ω

v

)
v2

m
sin α, (35)
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Ω̇ =
v2

I
yN

(
α,

Ω
v

)
s(α).

Ââîäÿ äàëåå íîâûå áåçðàçìåðíûå ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ôîðìóëàì

Ω = n1vω, < · >= n1v <′>, n1 > 0, n1 = const, (36)

ñèñòåìà (35) ïðèâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

v′ = vΨ(α, ω), (37)

α′ = −ω + σn1ω
2 sin α +

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
cos α−

− T1 (α, n1ω)− s(α)
mn1

sin α,

ω′ =
1

In2
1

yN (α, n1ω) s(α)− ω

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
sin α+

+ σn1ω
3 cos α− ω

T1 (α, n1ω)− s(α)
mn1

cosα,





(38)

Ψ(α, ω) = −σn1ω
2 cosα +

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
sin α+

+
T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
cosα.

Âèäíî, ÷òî â ñèñòåìå òðåòüåãî ïîðÿäêà (37), (38) ìîæåò áûòü âûäåëåíà íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà âòîðîãî
ïîðÿäêà (38), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñàìîñòîÿòåëüíî ðàññìîòðåíà íà ñâîåì äâóìåðíîì ôàçîâîì öèëèíäðå.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (33) òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííûé ïðèåì âûäåëåíèÿ íåçàâèñèìîé
ïîäñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òàêæå âîçìîæåí.

� 6 Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ çàâèñèìîñòè ìîìåíòà íåêîíñåðâàòèâ-
íûõ ñèë îò óãëîâîé ñêîðîñòè

Âûáåðåì ôóíêöèþ rN â ñëåäóþùåì âèäå (ïëàñòèíà AB çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x1N ≡ 0):

rN =
(

0
x2N

)
= R(α)iN , (39)

ãäå
iN = iv

(π

2

)
(40)

(ñì. (11)).
Â íàøåì ñëó÷àå

iN =
(

0
1

)
. (41)

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
x2N = R(α), (42)

óáåæäàþùåå íàñ î òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå îòñóòñòâóåò çàâèñèìîñòü ìîìåíòà ñèë îò óãëîâîé
ñêîðîñòè (èìååòñÿ ëèøü çàâèñèìîñòü îò óãëà α).

Èòàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèëîâîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ ïàðà ôóíêöèé R(α), s(α), èíôîðìàöèÿ î êîòîðûõ
íîñèò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð. Ïîäîáíî âûáîðó àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òèïà ×àïëûãèíà [28, 29, 76, 77],
äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè s è R ïðèìåì â ñëåäóþùåì âèäå:

R(α) = A sin α, s(α) = B cosα, A, B > 0. (43)
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6.1 Ïðèâåäåííûå ñèñòåìû
Òåîðåìà 6.1. Ñîâìåñòíûå óðàâíåíèÿ (8), (12), (15) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (39), (43) ðåäóöèðóþòñÿ ê
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè (5) îäíîìåðíîé ñôåðû (4).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòð è äèôôåðåíöèðîâàíèå:

b∗ = ln0, n2
0 =

AB

I
, < · >= n0v∞ <′>, (44)

òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

ξ′′ + b∗ξ′ cos ξ + sin ξ cos ξ = 0. (45)

Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (45) (α ↔ ξ − π, Ω ↔ ξ′) èçîáðàæåí íà ðèñ. 3, ïðè ýòîì ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ íà îñè àáöèññ ðàñïîëîæåíû ÷åðåç π/2.

Ðèñ. 3: Ôàçîâûé ïîðòðåò çàêðåïëåííîãî ìàÿòíèêà íà öèëèíäðè÷åñêîì øàðíèðå â ïîòîêå
íàáåãàþùåé ñðåäû

Ïîñëå æå ïåðåõîäà îò ïåðåìåííûõ z (î ïåðåìåííûõ z ñì. (14)) ê ïåðåìåííûì w

w1 = − 1
n0v∞

z1 − b∗ sin ξ, (46)

óðàâíåíèå (45) áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

ξ′ = −w1 − b∗ sin ξ,

w′1 = sin ξ cos ξ,
(47)

íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
T∗S1{(w1; ξ) ∈ R2 : ξ mod 2π} (48)

îäíîìåðíîé ñôåðû S1{ξ ∈ R1 : ξ mod 2π}.
Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (47) (α ↔ ξ − π, ω ↔ w1) èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.

6.2 Îáùèå çàìå÷àíèÿ îá èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû
Äëÿ ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (47) âòîðîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî çíàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, îäèí íåçà-
âèñèìûé ïåðâûé èíòåãðàë.

6.2.1 Ñèñòåìà ïðè îòñóòñòâèè ñèëîâîãî ïîëÿ
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (47) íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T∗S1{w1; ξ} îäíîìåðíîé ñôåðû S1{ξ}. Ïðè ýòîì
ïîëó÷èì èç íåå ñèñòåìó êîíñåðâàòèâíóþ. Áîëåå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (7) òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ (â ÷àñòíîñòè, b∗ = 0, à òàêæå êîýôôèöèåíò sin ξ cos ξ âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (47) îòñóòñòâóåò).
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä

ξ′ = −w1, (49)
w′1 = 0. (50)

Ñèñòåìà (49), (50) îïèñûâàåò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ ñèë.
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Ðèñ. 4: Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ñèñòåìà (49), (50) îáëàäàåò îäíèì àíàëèòè÷åñêèì ïåðâûì èíòåãðàëîì ñëåäóþùåãî
âèäà:

Φ1(w1; ξ) = w2
1 = C1 = const. (51)

Äàííûé ïåðâûé èíòåãðàë (51) êîíñòàòèðóåò òîò ôàêò, ÷òî ïîñêîëüêó âíåøíåãî ïîëÿ ñèë íåò, òî ñîõðà-
íÿåòñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåíóëåâàÿ) êîìïîíåíòà óãëîâîé ñêîðîñòè (�äâóìåðíîãî�) òâåðäîãî òåëà, à èìåííî:

Ω ≡ Ω0 = const. (52)

Â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå ïåðâîãî èíòåãðàëà (51) îáúÿñíÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

w2
1 =

1
n2

0v
2∞

Ω2 ≡ C1 = const. (53)

6.2.2 Ñèñòåìà ïðè íàëè÷èè êîíñåðâàòèâíîãî ñèëîâîãî ïîëÿ
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó (47) ïðè óñëîâèè b∗ = 0. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñèñòåìó êîíñåðâàòèâíóþ. À
èìåííî, íàëè÷èå ñèëîâîãî ïîëÿ õàðàêòåðèçóåò êîýôôèöèåíò sin ξ cos ξ âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (47)
(â îòëè÷èå îò ñèñòåìû (49), (50)). Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä

α′ = −w1, (54)

w′1 = sin ξ cos ξ. (55)
Èòàê, ñèñòåìà (54), (55) îïèñûâàåò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà â êîíñåðâàòèâíîì âíåøíåì ïîëå ñèë.

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ñèñòåìà (54), (55) îáëàäàåò îäíèì àíàëèòè÷åñêèì ïåðâûì èíòåãðàëîì ñëåäóþùåãî
âèäà:

Φ1(w1; ξ) = w2
1 + sin2 ξ = C1 = const, (56)

Ïåðâûé èíòåãðàë (56) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïîëíîé ýíåðãèè.

6.3 Òðàíñöåíäåíòíûé ïåðâûé èíòåãðàë
Ïåðåéäåì òåïåðü ê èíòåãðèðîâàíèþ èñêîìîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà (47) (áåç âñÿêèõ óïðîùåíèé � ïðè
íàëè÷èè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ).

Ñîïîñòàâèì ñèñòåìå (47) íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
dw1

dξ
=

sin ξ cos ξ

−w1 − b∗ sin ξ
. (57)

Èñïîëüçóÿ çàìåíó τ = sin ξ, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (57) â àëãåáðàè÷åñêîì âèäå
dw1

dτ
=

τ

−w1 − b∗τ
. (58)

Äàëåå, ââîäÿ îäíîðîäíóþ ïåðåìåííóþ ïî ôîðìóëå w1 = uτ , ïðèâîäèì óðàâíåíèå (58) ê ñëåäóþùåé
êâàäðàòóðå:

(−b∗ − u)du

1 + b∗u + u2
=

dτ

τ
. (59)
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Èíòåãðèðîâàíèå êâàäðàòóðû (59) ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ òðåõ ñëó÷àåâ. Íåñëîæíûé ïîäñ÷åò ïðèâî-
äèò ê ñëåäóþùèì ïåðâûì èíòåãðàëàì.

I. b2
∗ − 4 < 0.

ln(1 + b∗u + u2) +
2b∗√
4− b2∗

arctg 2u + b∗√
4− b2∗

+ ln τ2 = const. (60)

II. b2
∗ − 4 > 0.

ln |1 + b∗u + u2| − b∗√
b2∗ − 4

ln

∣∣∣∣∣
2u + b∗ +

√
b2∗ − 4

2u + b∗ −
√

b2∗ − 4

∣∣∣∣∣ + ln τ2 = const. (61)

III. b2
∗ − 4 = 0.

ln |u− 1|+ 1
u− 1

+ ln |τ | = const. (62)

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïåðåìåííûõ (ξ, w1) íàéäåííûå ïåðâûå èíòåãðàëû èìåþò âèä:
I. b2

∗ − 4 < 0.

[sin2 ξ + b∗w1 sin ξ + w2
1]× exp

{
2b∗√
4− b2∗

arctg2w1 + b∗ sin ξ√
4− b2∗ sin ξ

}
= const. (63)

II. b2
∗ − 4 > 0.

[sin2 ξ + b∗w1 sin ξ + w2
1]×

∣∣∣∣∣
2w1 + b∗ sin ξ +

√
b2∗ − 4 sin ξ

2w1 + b∗ sin ξ −
√

b2∗ − 4 sin ξ

∣∣∣∣∣

−b∗/
√

b2∗−4

= const. (64)

III. b2
∗ − 4 = 0.

(w1 − sin ξ) exp
{

sin ξ

w1 − sin ξ

}
= const. (65)

Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (47) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë, âû-
ðàæàþùèéñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (63)�(65) (èëè (60)�(62)), ÿâëÿþùèéñÿ òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ (â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà) è âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 6.2. Òðè ãðóïïû ñîîòíîøåíèé (8), (12), (15) ïðè óñëîâèÿõ (39), (43) îáëàäàþò ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì (ïîëíûì íàáîðîì), ÿâëÿþùèìñÿ òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà,
âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

6.4 Òîïîëîãè÷åñêèå àíàëîãèè
Ïðåäúÿâèì äàëåå äâå ãðóïïû àíàëîãèé, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé (17), îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ñâîáîäíîãî
òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè ñëåäÿùåé ñèëû.

Ïåðâàÿ ãðóïïà àíàëîãèé êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ íàëè÷èÿ â ñèñòåìå íåèíòåãðèðóåìîé ñâÿçè (21). Â äàííîì
ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (26).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (39), (43) ñèñòåìà (26) ïðèìåò âèä

α′ = −ω + b sin α,

ω′ = sin α cosα,
(66)

åñëè ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòð, ïåðåìåííóþ è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî àíàëîãèè ñ (44):

b = σn0, n2
0 =

AB

I
, Ω = n0vω, < · >= n0v <′> . (67)

Òåîðåìà 6.3. Ñèñòåìà (66) (äëÿ ñâîáîäíîãî òåëà) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (47) (äëÿ çàêðåïëåííîãî ìà-
ÿòíèêà).

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

ξ = α, w1 = ω, b∗ = −b. (68)

Ñëåäñòâèå 6.1. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (66) èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.
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2. Óãîë àòàêè α äëÿ ñâîáîäíîãî òåëà (ðèñ. 2) ýêâèâàëåíòåí óãëó îòêëîíåíèÿ ξ çàêðåïëåííîãî ìàÿò-
íèêà (ðèñ. 1).

3. Ðàññòîÿíèå σ = CD äëÿ ñâîáîäíîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò äëèíå äåðæàâêè l = OD çàêðåïëåííîãî
ìàÿòíèêà.

4. Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (66) ìîæåò áûòü àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷åí ÷åðåç ðàâåíñòâà (60)�(62)
(èëè (63)�(65)) ïîñëå ïîäñòàíîâîê (68) (ñì. òàêæå [76, 77]):
I. b2 − 4 < 0.

[sin2 α− bω sin α + ω2]× exp
{
− 2b√

4− b2
arctg 2ω − b sin α√

4− b2 sin α

}
= const. (69)

II. b2 − 4 > 0.

[sin2 α− bω sin α + ω2]×
∣∣∣∣∣
2ω − b sin α +

√
b2 − 4 sinα

2ω − b sin α−√b2 − 4 sinα

∣∣∣∣∣

b/
√

b2−4

= const. (70)

III. b2 − 4 = 0.

(ω − sinα) exp
{

sin α

ω − sin α

}
= const. (71)

Âòîðàÿ ãðóïïà àíàëîãèé êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ öåíòðà ìàññ òåëà, ò.å.
êîãäà âûïîëíåíî ñâîéñòâî (31). Â äàííîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ
óñëîâèÿõ ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (38).

Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé (31), (39), (43), (67) ïðåîáðàçîâàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
(ñèñòåìà (38)) ïðèìåò âèä àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû

α′ = −ω + b sin α cos2 α + bω2 sin α,

ω′ = sin α cos α− bω sin2 α cosα + bω3 cos α,
(72)

ïðè ýòîì âûáèðàÿ ïîñòîÿííóþ n1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n1 = n0. (73)

Åñëè âîïðîñ î ïåðâîì èíòåãðàëå ñèñòåìû (66) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 6.1, òî àíàëîãè÷íûé
âîïðîñ äëÿ ñèñòåìû (72) ðåøàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 6.4.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è íîâûå ïåðåìåííûå (ñð. ñ [41, 42]):

C1 = 2− b, C2 = b > 0, C3 = −2− b < 0, u1 = ω − sin α, v1 = ω + sin α, u1 = v1t1, v2
1 =

1
q1

, (74)

òîãäà âîïðîñ î ÿâíîì âèäå èñêîìîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ:

dq1

dt1
= a1(t1)q1 + a2(t1), (75)

ãäå
a1(t1) =

2(C3t1 + C2)
C3t21 − C1

, a2(t1) =
4C2t1

C3t21 − C1
. (76)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (75) èìååò ñëåäóþùèé âèä [66, 67]:
I. b < 2.

q1(t1) = k(t1)(−C3t
2
1 + C1) exp

{
− 2b√

4− b2
arctg

√
2 + b

2− b
t1

}
+ const. (77)

II. b > 2.

q1(t1) = k(t1)(−C3t
2
1 + C1)

∣∣∣∣
√−C1 +

√−C3t1√−C1 −
√−C3t1

∣∣∣∣
C2/

√
C1C3

+ const. (78)

III. b = 2.

q1(t1) = k(t1)t21 exp
{

1
t1

}
+ const, (79)

ïðè ýòîì
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I. b < 2.

k(t1) = − b

8
exp

{
2b√

4− b2

[
2b√

4− b2
sin 2ζ − 2 cos 2ζ

]}
+ const, (80)

tgζ =

√
2− b

2 + b
t1.

II. b > 2.

k(t1) = ±|ζ|b/
√

b2−4 ∓ b

b + 2
√

b2 − 4
|ζ|b/

√
b2−4+2 + const, (81)

t1 =

√
b− 2
b + 2

(
1− ζ

1 + ζ

)
.

III. b = 2.

k(t1) = −2
t1 + 1

t1
exp

{
− 1

t1

}
. (82)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (77)�(82) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èñêîìûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (72), èñ-
ïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ è çàìåíû (74).

Òåîðåìà 6.4. Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (72) ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé ñâîèõ ôàçîâûõ ïå-
ðåìåííûõ è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ââèäó ãðîìîçäêîñòè âèäà ïîëó÷åííîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ïðèâåäåì åãî ëèøü â ñëó÷àå III:

exp
{

sin α + ω

sin α− ω

}
1− 4ω sin α + 4ω2

(ω − sin α)2
= C1 = const. (83)

Òåîðåìà 6.5. Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (66) ïîñòîÿíåí íà ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (72).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ b = 2. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì ïåðâûé èíòåãðàë (83) ñèñòåìû
(72) â ñëåäóþùåì âèäå:

exp
{

n0v sin α + Ω
n0v sin α− Ω

}
n2

0v
2 − 2bn0vΩ sin α + b2Ω2

(Ω− n0v sin α)2
= const. (84)

Âèäíî, ÷òî ÷èñëèòåëü âòîðîãî ìíîæèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ òåëà VC

ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì n2
0. Íî, â ñèëó (31), äàííàÿ âåëè÷èíà ïîñòîÿííà íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû

(72). Çíà÷èò íà íèõ ïîñòîÿííà è ôóíêöèÿ

exp
{

n0v sin α + Ω
n0v sin α− Ω

}
V 2

C

(Ω− n0v sin α)2
= const. (85)

Âîçüìåì äàëåå ñòåïåíü (−1/2) îò ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (85) è çàêëþ÷àåì, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ
òàêæå ïîñòîÿííà íà ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (72):

exp
{

Ω + n0v sinα

2(Ω− n0v sinα)

}
(Ω− n0v sin α) = const. (86)

À âîò òåïåðü, ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî (86) íà √e, ïîëó÷èì ôóíêöèþ

exp
{

n0v sin α

Ω− n0v sinα

}
(Ω− n0v sin α) = const, (87)

ïîñòîÿííóþ íà ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (72). Íî ïåðâûé èíòåãðàë (87) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ïåð-
âîìó èíòåãðàëó (71), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èòàê, ìû èìååì ñëåäóþùèå òîïîëîãè÷åêèå è ìåõàíè÷åñêèå àíàëîãèè â òîì ñìûñëå, â êîòîðîì îíè
îáúÿñíåíû âûøå.

1) Äâèæåíèå çàêðåïëåííîãî íà öèëèíäðè÷åñêîì øàðíèðå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â ïîòîêå íàáåãàþùåé
ñðåäû (íåêîíñåðâàòèâíîå ïîëå ñèë).

2) Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâèæåíèå ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë ñî ñëåäÿùåé
ñèëîé (ïðè íàëè÷èè íåèíòåãðèðóåìîé ñâÿçè).

3) Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ñëîæíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ, äâèæó-
ùåãîñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî, è íàõîäÿùåãîñÿ â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë.

Î áîëåå îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ àíàëîãèÿõ ñì. òàêæå [1, 9, 17, 18, 26, 27, 33, 34].
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� 7 Ñëó÷àé çàâèñèìîñòè ìîìåíòà íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèë îò óã-
ëîâîé ñêîðîñòè

7.1 Ââåäåíèå çàâèñèìîñòè îò óãëîâîé ñêîðîñòè
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äèíàìèêå äâóìåðíîãî òâåðäîãî òåëà íà ïëîñêîñòè. Íî, ïîñêîëüêó äàííûé ðàçäåë
ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè çàâèñèìîñòè ìîìåíòà äåéñòâóþùèõ ñèë îò óãëîâîé
ñêîðîñòè, ââåäåì òàêóþ çàâèñèìîñòü ñ áîëåå îáùèõ ïîçèöèé. Ê òîìó æå, äàííàÿ òî÷êà çðåíèÿ ïîìîæåò
íàì ââîäèòü ýòó çàâèñèìîñòü è äëÿ òðåõìåðíûõ, è äëÿ ìíîãîìåðíûõ òåë.

Ïóñòü x = (x1N , x2N ) � êîîðäèíàòû òî÷êè N ïðèëîæåíèÿ íåêîíñåðâàòèâíîé ñèëû (âîçäåéñòâèÿ ñðåäû)
íà îäíîìåðíóþ ïëàñòèíó, Q = (Q1, Q2) � êîìïîíåíòû, íå çàâèñÿùèå îò óãëîâîé ñêîðîñòè. Áóäåì ââîäèòü
çàâèñèìîñòü ôóíêöèé (x1N , x2N ) = (xN , yN ) îò óãëîâîé ñêîðîñòè ëèøü ëèíåéíûì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ñàìî
äàííîå ââåäåíèå àïðèîðè íå î÷åâèäíî [2, 3, 8, 12, 13, 59, 61, 69, 87, 88, 90, 91].

Èòàê, ïðèìåì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü:

x = Q + R, (88)

ãäå R = (R1, R2) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ óãëîâóþ ñêîðîñòü. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü ôóíêöèè R îò
óãëîâîé ñêîðîñòè � ãèðîñêîïè÷åñêàÿ:

R =
(

R1

R2

)
= − 1

vD

(
0 −Ω
Ω 0

)(
h1

h2

)
. (89)

Çäåñü (h1, h2) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû.
Òåïåðü, ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å, ïîñêîëüêó x1N = xN ≡ 0, òî

x2N = yN = Q2 − h1
Ω
vD

. (90)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ rN âûáèðàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå (ïëàñòèíà AB çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x1N ≡
0):

rN =
(

0
x2N

)
= R(α)iN − 1

vD
Ω̃h, (91)

ãäå

iN = iv
(π

2

)
, h =

(
h1

h2

)
, Ω̃ =

(
0 −Ω
Ω 0

)
(92)

(ñì. (6), (11)).
Â íàøåì ñëó÷àå

iN =
(

0
1

)
. (93)

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

x2N = R(α)− h1
Ω
vD

, (94)

óáåæäàþùåå íàñ î òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò òàêæå åùå è äîïîëíèòåëüíûé äåìï-
ôèðóþùèé (à â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàçãîíÿþùèé) ìîìåíò íåêîíñåðâàòèâíîé
ñèëû (ò.å. ïðèñóòñòâóåò çàâèñèìîñòü ìîìåíòà îò óãëîâîé ñêîðîñòè).

Èòàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèëîâîãî ïîëÿ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïàðà ôóíêöèé R(α), s(α), èíôîðìàöèÿ î
êîòîðûõ íîñèò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð. Ïîäîáíî âûáîðó àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òèïà ×àïëûãèíà [28, 29,
39, 51, 78, 82, 84, 85, 86], äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè s è R ïðèìåì â ñëåäóþùåì âèäå:

R(α) = A sin α, s(α) = B cosα, A, B > 0. (95)

7.2 Ïðèâåäåííûå ñèñòåìû
Òåîðåìà 7.1. Ñîâìåñòíûå óðàâíåíèÿ (8), (12), (15) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (91), (95) ðåäóöèðóþòñÿ ê
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè (5) îäíîìåðíîé ñôåðû (4).
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è äèôôåðåíöèðîâàíèå:

b∗ = ln0, n2
0 =

AB

I
, H1∗ =

h1B

In0
, < · >= n0v∞ <′>, (96)

òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ′ cos ξ + sin ξ cos ξ = 0. (97)

Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (97) (α ↔ ξ − π, Ω ↔ ξ′) ïðè b∗ > H1∗ èçîáðàæåí íà ðèñ. 3, ïðè ýòîì
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà îñè àáöèññ ðàñïîëîæåíû ÷åðåç π/2. Ïðè b∗ < H1∗ ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ
(97) ñîâïàäàåò ñ ôàçîâûì ïîðòðåòîì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 3, óæå áåç ñäâèãà ïî îñè àáöèññ (α ↔ ξ, Ω ↔
ξ′).

Ïîñëå æå ïåðåõîäà îò ïåðåìåííûõ z (î ïåðåìåííûõ z ñì. (14)) ê ïåðåìåííûì w

w1 = − 1
1 + b∗H1∗

(
1

n0v∞
z1 + b∗ sin ξ

)
, (98)

óðàâíåíèå (97) áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)w1 − b∗ sin ξ,

w′1 = sin ξ cos ξ + H1∗w1 cos ξ.
(99)

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (99) (α ↔ ξ − π, ω ↔ w1) ïðè b∗ > H1∗ èçîáðàæåí íà ðèñ. 4. Ïðè b∗ < H1∗
ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (99) ñîâïàäàåò ñ ôàçîâûì ïîðòðåòîì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 4, óæå áåç ñäâèãà
ïî îñè àáöèññ (α ↔ ξ, Ω ↔ ξ′).

7.3 Òðàíñöåíäåíòíûé ïåðâûé èíòåãðàë
Ñîïîñòàâèì ñèñòåìå (99) íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

dw1

dξ
=

sin ξ cos ξ + H1∗w1 cos ξ

−(1 + b∗H1∗)w1 − b∗ sin ξ
. (100)

Èñïîëüçóÿ çàìåíó τ = sin ξ, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (100) â àëãåáðàè÷åñêîì âèäå

dw1

dτ
=

τ + H1∗w1

−(1 + b∗H1∗)w1 − b∗τ
. (101)

Äàëåå, ââîäÿ îäíîðîäíóþ ïåðåìåííóþ ïî ôîðìóëå w1 = uτ , ïðèâîäèì óðàâíåíèå (101) ê ñëåäóþùåé
êâàäðàòóðå:

(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u)du

1 + (b∗ + H1∗)u + (1 + b∗H1∗)u2
=

dτ

τ
. (102)

Èíòåãðèðîâàíèå êâàäðàòóðû (102) ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ òðåõ ñëó÷àåâ. Íåñëîæíûé ïîäñ÷åò ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùèì ïåðâûì èíòåãðàëàì.

I. |b∗ −H1∗| < 2.
ln(1 + (b∗ + H1∗)u + (1 + b∗H1∗)u2)+

+
2b∗√

4− (b∗ −H1∗)2
arctg2(1 + b∗H1∗)u + (b∗ + H1∗)√

4− (b∗ −H1∗)2
+ ln τ2 = const. (103)

II. |b∗ −H1∗| > 2.
1

1 + b∗H1∗
ln |1 + (b∗ + H1∗)u + (1 + b∗H1∗)u2|+ ln τ2−

− b∗
√

1 + b∗H1∗√
(b∗ −H1∗)2 − 4

ln

∣∣∣∣∣
2(1 + b∗H1∗)3/2u + (b∗ + H1∗)

√
1 + b∗H1∗ +

√
(b∗ −H1∗)2 − 4

2(1 + b∗H1∗)3/2u + (b∗ + H1∗)
√

1 + b∗H1∗ −
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣ = (104)

= const.
III. |b∗ −H1∗| = 2.

ln
∣∣∣∣u +

b∗ + H1∗
2(1 + b∗H1∗)

∣∣∣∣−
b∗ −H1∗

2(1 + b∗H1∗)u + (b∗ + H1∗)
+ ln |τ | = const. (105)
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Â ïåðåìåííûõ (ξ, w1) íàéäåííûå ïåðâûå èíòåãðàëû èìåþò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé âèä. Òåì íå ìåíåå,
â ñëó÷àå III ìû ïðèâåäåì åãî â ÿâíîì âèäå:

(
w1 +

b∗ + H1∗
2(1 + b∗H1∗)

sin ξ

)
exp

{
(−b∗ + H1∗) sin ξ

2(1 + b∗H1∗)w1 + (b∗ + H1∗) sin ξ

}
= const. (106)

Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (99) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë, âûðà-
æàþùèéñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (103)�(105) (èëè, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå III (106)), ÿâëÿþùèéñÿ òðàíñöåíäåíò-
íîé ôóíêöèåé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà) è âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ
êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 7.2. Òðè ãðóïïû ñîîòíîøåíèé (8), (12), (15) ïðè óñëîâèÿõ (91), (95) îáëàäàþò ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì (ïîëíûì íàáîðîì), ÿâëÿþùèìñÿ òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà,
âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

7.4 Òîïîëîãè÷åñêèå àíàëîãèè
Ïðåäúÿâèì äàëåå åùå äâå ãðóïïû àíàëîãèé, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé (17), îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ñâîáîä-
íîãî òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè ñëåäÿùåé ñèëû.

Ïåðâàÿ ãðóïïà àíàëîãèé ñíîâà êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ íàëè÷èÿ â ñèñòåìå íåèíòåãðèðóåìîé ñâÿçè (21). Â
äàííîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå
(26).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (91), (95) ñèñòåìà (26) ïðèìåò âèä

α′ = −(1 + bH1)ω + b sin α,

ω′ = sin α cosα−H1ω cosα,
(107)

åñëè ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, ïåðåìåííóþ è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî àíàëîãèè ñ (96):

b = σn0, n2
0 =

AB

I
, H1 =

h1B

In0
, Ω = n0vω, < · >= n0v <′> . (108)

Òåîðåìà 7.3. Ñèñòåìà (107) (äëÿ ñâîáîäíîãî òåëà) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (99) (äëÿ çàêðåïëåííîãî ìà-
ÿòíèêà).

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

ξ = α, w1 = ω, b∗ = −b, H1∗ = −H1. (109)

Ñëåäñòâèå 7.1. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (107) ïðè b∗ > H1∗ èçîáðàæåí íà ðèñ. 4. Ïðè b∗ < H1∗
ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (107) ñîâïàäàåò ñ ôàçîâûì ïîðòðåòîì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 4, íî ñî
ñäâèãîì ïî îñè àáöèññ (α ↔ α + π).

2. Óãîë àòàêè α äëÿ ñâîáîäíîãî òåëà (ðèñ. 2) ýêâèâàëåíòåí óãëó îòêëîíåíèÿ ξ çàêðåïëåííîãî ìàÿò-
íèêà (ðèñ. 1).

3. Ðàññòîÿíèå σ = CD äëÿ ñâîáîäíîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò äëèíå äåðæàâêè l = OD çàêðåïëåííîãî
ìàÿòíèêà.

4. Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (107) ìîæåò áûòü àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷åí ÷åðåç ðàâåíñòâà (100)�
(102) (èëè (103)�(105)) ïîñëå ïîäñòàíîâîê (109) (ñì. òàêæå [56, 57, 63]).

Â ïåðåìåííûõ (α, ω) íàéäåííûå ïåðâûå èíòåãðàëû èìåþò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé âèä. Òåì íå ìåíåå,
â ñëó÷àå III ìû ïðèâåäåì åãî â ÿâíîì âèäå:

(
ω − b + H1

2(1 + bH1)
sin α

)
exp

{
(b−H1) sin α

2(1 + bH1)ω − (b + H1) sin α

}
= const. (110)

Âòîðàÿ ãðóïïà àíàëîãèé êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ öåíòðà ìàññ òåëà, ò.å.
êîãäà âûïîëíåíî ñâîéñòâî (31). Â äàííîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ
óñëîâèÿõ ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (38).

Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé (31), (91), (95), (108) ïðåîáðàçîâàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
(ñèñòåìà (38)) ïðèìåò âèä àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû

α′ = −ω + b sin α cos2 α + bω2 sin α− bH1ω cos2 α,

ω′ = sin α cos α− bω sin2 α cos α + bω3 cosα+

+bH1ω
2 sin α cosα−H1ω cosα,

(111)
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ïðè ýòîì âûáèðàÿ ïîñòîÿííóþ n1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n1 = n0. (112)

Åñëè âîïðîñ î ïåðâîì èíòåãðàëå ñèñòåìû (107) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 7.1, òî àíàëîãè÷íûé
âîïðîñ äëÿ ñèñòåìû (111) ðåøàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 7.4.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è íîâûå ïåðåìåííûå:

A1 =
b

2
− bH1

2
− H1

2
, A2 = 1 +

b

2
+

bH1

2
+

H1

2
> 0, A3 = 1− b

2
+

bH1

2
− H1

2
,

u1 = ω − sin α, v1 = ω + sin α, u1 = v1t1, v2
1 =

1
q1

,
(113)

òîãäà âîïðîñ î ÿâíîì âèäå èñêîìîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ:

dq1

dt1
= a1(t1)q1 + a2(t1), (114)

ãäå
a1(t1) =

2(A2t1 −A1)
A2t21 + bH1t1 + A3

, a2(t1) =
2b(−t1 + H1(t21 − 1)/4))

A2t21 + bH1t1 + A3
. (115)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (114) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
I. |b−H1| < 2.

q1(t1) = k(t1)(A2t
2
1 + bH1t1 + A3)×

× exp

{
−2(b− bH1 −H1)√

4− (b−H1)2
arctg

{
2 + b + bH1 + H1√

4− (b−H1)2
t1 +

bH1√
4− (b−H1)2

}}
. (116)

II. |b−H1| > 2.
q1(t1) = k(t1)(A2t

2
1 + bH1t1 + A3)×

×
∣∣∣∣∣

√
4− (b−H1)2 + (2 + b + bH1 + H1)t1 + bH1√
4− (b−H1)2 − (2 + b + bH1 + H1)t1 − bH1

∣∣∣∣∣

(b−bH1−H1)/
√

4−(b−H1)2

. (117)

III. |b−H1| = 2.

q1(t1) = k(t1)
(

t1 +
bH1

2A2

)2

exp
{

2(b−H1)
(2 + b + bH1 + H1)t1 + bH1

}
. (118)

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (114), (115) íàõîäèòñÿ âåëè÷èíà k êàê ôóíêöèÿ t1, âû-
ðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ââèäó ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê äàëü-
íåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ëèøü â ñëó÷àå III.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (116)�(118) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èñêîìûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (111),
èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ è çàìåíû (113).
Òåîðåìà 7.4. Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (111) ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé ñâîèõ ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ââèäó ãðîìîçäêîñòè âèäà ïîëó÷åííîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ïðèâåäåì åãî ëèøü â ñëó÷àå III:

exp
{ −2(b−H1) sin α

2(1 + bH1)ω − (b + H1) sin α

}
1− 4ω sin α + 4ω2

(ω − 2 sinα/(b + H1))2
= C1 = const. (119)

Òåîðåìà 7.5. Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (107) ïîñòîÿíåí íà ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (111).
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ |b−H1| = 2. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì ïåðâûé èíòåãðàë (119)

â ñëåäóþùåì âèäå:

exp
{ −2n0v(b−H1) sin α

2(1 + bH1)Ω− n0v(b + H1) sin α

}
n2

0v
2 − 4n0vΩsin α + 4Ω2

(Ω− 2n0v sinα/(b + H1))2
= const. (120)

Âèäíî, ÷òî ÷èñëèòåëü âòîðîãî ìíîæèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ òåëà VC ñ
ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì. Íî, â ñèëó (31), äàííàÿ âåëè÷èíà ïîñòîÿííà íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (111).
Çíà÷èò íà íèõ ïîñòîÿííà è ôóíêöèÿ

exp
{ −2n0v(b−H1) sin α

2(1 + bH1)Ω− n0v(b + H1) sin α

}
V 2

C

(Ω− 2n0v sinα/(b + H1))2
= const. (121)
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Âîçüìåì äàëåå ñòåïåíü (−1/2) îò ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (121) è çàêëþ÷àåì, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ
òàêæå ïîñòîÿííà íà ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (111):

exp
{

n0v(b−H1) sin α

2(1 + bH1)Ω− n0v(b + H1) sin α

}
(Ω− 2n0v sin α/(b + H1)) = const. (122)

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ (122) ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè (110), ïîñêîëüêó â ñëó÷àå III âûïîëíåíî ñëå-
äóþùåå ðàâåíñòâî:

(b + H1)2 = 4(1 + bH1). (123)
Èòàê, ìû èìååì ñëåäóþùèå òîïîëîãè÷åêèå è ìåõàíè÷åñêèå àíàëîãèè â òîì ñìûñëå, â êîòîðîì îíè

îáúÿñíåíû âûøå.
1) Äâèæåíèå çàêðåïëåííîãî íà öèëèíäðè÷åñêîì øàðíèðå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â ïîòîêå íàáåãàþ-

ùåé ñðåäû (íåêîíñåðâàòèâíîå ïîëå ñèë ïðè ó÷åòå äîïîëíèòåëüíîé çàâèñèìîñòè ìîìåíòà ñèë îò óãëîâîé
ñêîðîñòè).

2) Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâèæåíèå ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë ñî ñëåäÿùåé
ñèëîé (ïðè íàëè÷èè íåèíòåãðèðóåìîé ñâÿçè è ïðè ó÷åòå äîïîëíèòåëüíîé çàâèñèìîñòè ìîìåíòà ñèë îò
óãëîâîé ñêîðîñòè).

3) Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ñëîæíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ, äâèæó-
ùåãîñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî, è íàõîäÿùåãîñÿ â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë ïðè ó÷åòå äîïîëíè-
òåëüíîé çàâèñèìîñòè ìîìåíòà ñèë îò óãëîâîé ñêîðîñòè.

Î áîëåå îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ àíàëîãèÿõ ñì. òàêæå [45, 46].
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