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Глава 1

ВВЕДЕНИЕ

Работа представляет собой развитие результатов по интегрированию уравнений движения мало-
мерного твердого тела, находящегося в некотором поле сил, построенном при условии квазиста-
ционарного взаимодействия твердого тела со средой (см., например, [160]).

Построение неконсервативного силового поля, действующего на закрепленное многомерное
твердое тело, опирается на результаты из динамики реальных закрепленных твердых тел, нахо-
дящихся, в поле силы воздействия среды. Становится возможным изучение уравнений движения
для многомерного тела в аналогично построенном поле сил и получение полного набора, вообще
говоря, трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию эле-
ментарных функций. Полученные результаты особенно важны в смысле присутствия в системе
именно неконсервативного поля сил, поскольку ранее другими авторами использовалось поле сил
лишь потенциальное.

Ранее автором была показана интегрируемость уравнений плоскопараллельного движения за-
крепленного маятника в потоке набегающей среды при учете зависимости момента сил от угловой
скорости тела, когда у системы динамических уравнений был найден в явном виде первый инте-
грал, являющийся трансцендентной (в смысле комплексного анализа) функцией квазискоростей.
При этом все взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части поверхности, которая
имеет форму (одномерной) пластины. Позднее задача была обобщена на пространственный слу-
чай (сферический маятник), при этом был найден в явном виде полный набор трансцендентных
первых интегралов. Здесь уже все взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части
его поверхности, которая имеет форму плоского (двумерного) диска. Также в дальнейшем ис-
следовались уравнения движения закрепленных четырехмерных твердых тел различных типов
динамической симметрии, где силовое поле сосредоточено на той части поверхности тела, кото-
рая имеет форму двумерного (трехмерного) диска, при этом силовое воздействие сосредоточено
на двумерной плоскости (одномерной прямой), перпендикулярной данному диску. В работе пока-
зана интегрируемость в элементарных функциях совместных уравнений движения динамически
симметричного закрепленного многомерного твердого тела под действием неконсервативной па-
ры сил при наличии линейного демпфирующего момента (дополнительной зависимости силового
поля от тензора угловой скорости тела).

В общем случае построить какую-либо теорию интегрирования неконсервативных систем (хотя
бы и невысокой размерности) довольно затруднительно. Но в ряде случаев, когда исследуемые
системы обладают дополнительными симметриями, удается найти первые интегралы через ко-
нечные комбинации элементарных функций.

Получены новые случаи интегрируемости неконсервативных динамических систем, обладаю-
щих нетривиальными симметриями. При этом почти во всех случаях интегрируемости каждый
из первых интегралов выражается через конечную комбинацию элементарных функций, явля-
ясь одновременно трансцендентной функцией своих переменных. Трансцендентность в данном
случае понимается в смысле комплексного анализа, когда после продолжения данных функций в
комплексную область у них имеются существенно особые точки. Последний факт обуславливает-
ся наличием в системе притягивающих и отталкивающих предельных множеств (как, например,
притягивающих и отталкивающих фокусов или узлов, предельных циклов).

Во многих задачах многомерной динамики возникают механические системы, пространства-
ми положений которых являются сферы конечной размерности. Соответственно, фазовыми про-
странствами таких систем становятся касательные расслоения к таким сферам. Так, например,
физический маятник на цилиндрическом шарнире в плоскопараллельном силовом поле может
быть рассмотрен на своем фазовом цилиндре, а изучение пространственного (трехмерного) ма-
ятника на сферическом шарнире приводит к динамической системе на касательном расслоении
к двумерной сфере.
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Рассматриваемые ранее автором задачи из динамики n-мерного твердого тела в неконсерва-
тивном силовом поле породили системы на касательном расслоении к (n − 1)-мерной сфере. В
работе будет тщательно разобран индуктивный переход от систем на касательных расслоениях
к маломерным сферам до систем на касательных расслоениях к сферам произвольной размерно-
сти. При этом исследование начинается для систем при отсутствии силового поля и продолжается
системами при наличии некоторых неконсервативных силовых полей (см. также [197]).

В гл. 2 систематизируются результаты по исследованию уравнений плоскопараллельного дви-
жения симметричного закрепленного твердого тела-маятника, находящегося в некотором некон-
сервативном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных закрепленных твердых тел,
помещенных в однородный поток набегающей среды. Параллельно рассматривается задача о пло-
скопараллельном движении свободного твердого тела, также находящегося в подобном поле сил.
При этом на данное свободное тело действует также неконсервативная следящая сила, либо за-
ставляющая во все время движения величину скорости некоторой характерной точки твердого
тела оставаться постоянной во времени (что означает наличие в системе неинтегрируемой серво-
связи), либо заставляющая центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно (что означает
присутствие в системе пары сил). В гл. 2 результаты относятся к случаю, когда все взаимодей-
ствие однородного потока среды с закрепленным телом сосредоточено на той части поверхности
тела, которая имеет форму одномерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в
направлении, которое перпендикулярно данному диску. Данные результаты систематизируются
и подаются в инвариантном виде.

В гл. 3 систематизируются результаты по исследованию уравнений пространственного движе-
ния динамически симметричного закрепленного твердого тела-маятника, находящегося в некото-
ром неконсервативном поле сил. Его вид также заимствован из динамики реальных закрепленных
твердых тел, помещенных в однородный поток набегающей среды. Параллельно рассматривается
задача о пространственном движении свободного твердого тела, также находящегося в подобном
поле сил. При этом на данное свободное тело также действует неконсервативная следящая си-
ла, либо заставляющая во все время движения величину скорости некоторой характерной точки
твердого тела оставаться постоянной во времени (что означает наличие в системе неинтегриру-
емой сервосвязи), либо заставляющая центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно
(что означает присутствие в системе пары сил). В гл. 3 результаты относятся к случаю, когда
все взаимодействие однородного потока среды с закрепленным телом сосредоточено на той ча-
сти поверхности тела, которая имеет форму двумерного диска, при этом силовое воздействие
сосредоточено в направлении, которое перпендикулярно данному диску. Данные результаты си-
стематизируются и подаются в инвариантном виде.

В гл. 4 систематизируются результаты по исследованию уравнений движения динамически
симметричного закрепленного четырехмерного твердого тела-маятника, находящегося в неко-
тором неконсервативном поле сил. Его вид по-прежнему заимствован из динамики реальных
закрепленных твердых тел, помещенных в однородный поток набегающей среды. Параллельно
рассматривается задача о движении свободного четырехмерного твердого тела, также находяще-
гося в подобном поле сил. При этом на данное свободное тело действует также неконсервативная
следящая сила, либо заставляющая во все время движения величину скорости некоторой харак-
терной точки твердого тела оставаться постоянной во времени (что означает наличие в системе
неинтегрируемой сервосвязи), либо заставляющая центр масс тела двигаться прямолинейно и
равномерно (что означает присутствие в системе пары сил).

В гл. 4 результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие однородного потока сре-
ды с закрепленным телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму
трехмерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, которое перпен-
дикулярно данному диску. Данные результаты систематизируются и подаются в инвариантном
виде.

В гл. 5 представлен обзор по полученным ранее, а также новым случаям интегрируемости в
динамике пятимерного и шестимерного твердого тела, находящегося в неконсервативном поле
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сил. Исследуемые задачи описываются динамическими системами с так называемой переменной
диссипацией с нулевым средним.

В гл. 6 систематизируются результаты по исследованию уравнений движения динамически
симметричного закрепленного n-мерного твердого тела-маятника, находящегося в некотором
неконсервативном поле сил. Его вид также заимствован из результатов маломерной динами-
ки. Параллельно рассматривается задача о движении свободного n-мерного твердого тела, так-
же находящегося в подобном поле сил. При этом на данное свободное тело действует также
неконсервативная следящая сила, либо заставляющая во все время движения величину скоро-
сти некоторой характерной точки твердого тела оставаться постоянной во времени (что означает
наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи), либо заставляющая центр масс тела двигаться
прямолинейно и равномерно (что означает присутствие в системе пары сил).

В гл. 6 результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие однородного потока среды с
закрепленным телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму (n−1)-
мерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, которое перпендику-
лярно данному диску. Данные результаты систематизируются и подаются в инвариантном виде.

Поскольку предварительные результаты из двумерной и трехмерной динамики движения кон-
кретных твердых тел в средах позволили построить некоторую обобщенную методику исследо-
вания динамических систем специального вида, необходимо сослаться на ряд прикладных работ
[74, 75, 230, 240, 242].

В данной обзорной работе, тем не менее, не уделено должного внимания такому аспекту, как
(абсолютная и относительная) грубость рассматриваемых динамических систем с переменной
диссипацией. По данному вопросу автор предлагает ознакомиться с работами [127, 131, 136].

Хотелось также отметить также ряд топологических работ, которые позволили развить каче-
ственные методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений на однородных
пространствах [1, 3, 5, 6, 7, 9, 12, 19, 22, 23, 29, 49, 82, 85, 90, 92, 93, 95, 97, 98, 99, 111, 124, 128,
144, 161, 184, 211, 212, 213, 217], а также уравнений с частными производными [106, 108, 109].

Данная тематика также тесно связана с такой областью знаний, как дифференциальная и
топологическая диагностика (данный термин введен И. Т. Борисенком и М. В. Шамолиным при
рассмотрении так называемых диагностических пространств, хотя в подобных работах прошлого
приходится слышать термин «техническая диагностика», см. также [34, 35, 152, 168, 169, 170, 175,
178, 182, 207, 223]).

Глава 2

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ МАЯТНИКА

НА ДВУМЕРНОЙ ПЛОСКОСТИ

В данной главе систематизируются результаты по исследованию уравнений плоскопараллельно-
го движения симметричного закрепленного твердого тела-маятника, находящегося в некотором
неконсервативном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных закрепленных твердых
тел, помещенных в однородный поток набегающей среды. Параллельно рассматривается задача
о плоскопараллельном движении свободного твердого тела, также находящегося в подобном поле
сил. При этом на данное свободное тело действует также неконсервативная следящая сила, либо
заставляющая во все время движения величину скорости некоторой характерной точки твер-
дого тела оставаться постоянной во времени (что означает наличие в системе неинтегрируемой
сервосвязи, см. также [13, 15, 101, 102, 113]), либо заставляющая центр масс тела двигаться пря-
молинейно и равномерно (что означает присутствие в системе пары сил, см. также [102, 123, 125]).

Ранее в [101, 123] автором уже была показана полная интегрируемость уравнений плоскопа-
раллельного движения закрепленного тела-маятника в однородном потоке набегающей среды
в условиях струйного обтекания, когда у системы динамических уравнений существует первый
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интеграл, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций комплексного переменного,
имеющей существенно особые точки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все
взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет фор-
му (одномерной) пластины.

В данной главе результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие однородного потока
среды с закрепленным телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму
одномерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, которое перпен-
дикулярно данному диску. Данные результаты систематизируются и подаются в инвариантном
виде.

2.1. Модельные предположения

Рассмотрим однородную плоскую пластину AB, симметричную относительно плоскости, пер-
пендикулярной плоскости фигуры и проходящей через державку OD. Пластина жестко закреп-
лена перпендикулярно державке OD, находящейся на цилиндрическом шарнире O, и обтекается
однородным потоком среды (рис. 1). В этом случае тело представляет собой физический маят-
ник, в котором пластина AB и ось шарнира перпендикулярны плоскости движения. Поток среды
движется из бесконечности с постоянной скоростью v = v∞ 6= 0, а державка сопротивления не
создает.

Рис. 1. Закрепленный маятник на цилиндрическом шарнире в потоке набегающей среды

Предположим, что суммарная сила S воздействия потока среды на пластину направлена па-
раллельно державке, а точка N приложения этой силы определяется, по крайней мере, углом
атаки α, который измеряется между вектором скорости vD точки D относительно потока и дер-
жавкой OD (рис. 1, при этом на рисунке показан угол атаки, равный π−α), а также приведенной
угловой скоростью

ω ∼= lΩ

vD
, vD = |vD|

(l— длина державки, Ω— алгебраическое значение проекции угловой скорости маятника на ось
шарнира). Подобные условия возникают при использовании модели струйного обтекания плоских
тел [59, 62, 66, 79, 105].

Таким образом, примем, что сила S направлена по нормали к пластине в сторону, противопо-
ложную направлению скорости vD, и проходит через некоторую точку N пластины, смещенную
от точки D вверх по потоку (см. также [100, 103, 232]).

Вектор

e =
OD

l
(2.1.1)
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определяет ориентацию державки. Тогда

S = −s(α)v2De, (2.1.2)

где

s(α) = s1(α)sign cosα, (2.1.3)

где коэффициент сопротивления s1 > 0 зависит лишь от угла атаки α. В силу свойств симметрии
пластины относительно точки D функция s(α) является четной.

Пусть Dx1x2 = Dxy— система координат, жестко связанная с телом, при этом ось Dx = Dx1
имеет направляющий вектор e (см. (2.1.1)), а ось Dx2 = Dy сонаправлена с вектором DA (рис. 1).
На этом же рисунке показан и угол отклонения маятника θ = ξ.

Пространством положений такого физического маятника является окружность (одномерная
сфера)

S
1{ξ ∈ R

1 : ξ mod 2π}, (2.1.4)

а фазовым пространством — касательное расслоение окружности

T∗S
1{(ξ̇; ξ) ∈ R

2 : ξmod 2π} (2.1.5)

— двумерный цилиндр.
Свяжем с величиной Ω кососимметрическую матрицу

Ω̃ =

(

0 −Ω
Ω 0

)

, Ω̃ ∈ so(2). (2.1.6)

Расстояние от центра пластины D до центра давления (точки N , рис. 1) будет иметь вид

|rN | = rN = DN

(

α,
lΩ

vD

)

, (2.1.7)

где

rN = {0, x2N} = {0, yN}
в системе Dx1x2 = Dxy.

Сразу же заметим, что используемая модель воздействия потока среды на закрепленный ма-
ятник аналогична построенной модели для свободного тела и в дальнейшем учитывает влияние
вращательной производной момента силы воздействия среды по угловой скорости маятника (см.
также [33, 63]). Анализ задачи о физическом маятнике в потоке позволит обнаружить качествен-
ные аналогии в динамике частично закрепленных и свободных тел.

2.2. Группа динамических уравнений на алгебре Ли so(2)

Если I — центральный момент инерции тела-маятника, то общее уравнение его движения при-
мет следующий вид:

IΩ̇ = DN

(

α,
lΩ

vD

)

s(α)v2D, (2.2.1)

поскольку момент силы воздействия среды равен определителю следующей вспомогательной мат-
рицы:

(

0 x2N
−s(α)v2D 0

)

, (2.2.2)

где {−s(α)v2D, 0}— разложение силы S воздействия среды в системе координат Dx1x2.
Поскольку размерность алгебры Ли so(2) равна 1, единственное уравнение (2.2.1) и составляет

группу динамических уравнений на so(2), а, попросту говоря, уравнение движения.
Видно, что в правую часть уравнения (2.2.1) прежде всего входит угол атаки, поэтому дан-

ное уравнение не является замкнутым. Для того, чтобы получить полную систему уравнений
движения маятника, необходимо к динамическому уравнению на алгебре Ли so(2) присоединить
несколько групп кинематических уравнений.
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2.3. Первая группа кинематических уравнений

Для получения полной системы уравнений движения нам потребуется группа кинематических
уравнений, связывающих скорости точки D (формального центра пластины AB) и набегающего
потока:

vD = vD · iv(α) = Ω̃

(

l
0

)

+ (−v∞)iv(−ξ), (2.3.1)

где

iv(α) =

(

cosα
sinα

)

. (2.3.2)

Равенство (2.3.1) выражает теорему сложения скоростей в проекциях на связанную систему ко-
ординат Dx1x2.

Действительно, в левой части равенства (2.3.1) стоит скорость точки D маятника относительно
потока в проекциях на связанную с маятником систему координат Dx1x2. При этом вектор iv(α)—
единичный вектор вдоль оси вектора vD. Вектор iv(α) является образом единичного вектора
вдоль оси Dx1, повернутого около вертикали (оси Dx3) на угол α и имеет разложение (2.3.2).

В правой части равенства (2.3.1) стоит сумма скоростей точки D при повороте маятника (пер-
вое слагаемое) и движения потока (второе слагаемое). При этом в первом слагаемом имеются
координаты вектора OD = {l, 0} в системе координат Dx1x2.

На втором слагаемом правой части равенства (2.3.1) остановимся подробнее. В нем имеют-
ся координаты вектора (−v∞) = {−v∞, 0} в неподвижном пространстве. Чтобы его записать в
проекциях на связанную систему координат Dx1x2 необходимо произвести (обратный) поворот
маятника на угол (−ξ), что алгебраически эквивалентно умножению величины (−v∞) на вектор
iv(−ξ).

Таким образом, первая группа кинематических уравнений (2.3.1) в нашем случае примет сле-
дующий вид:

vD cosα = −v∞ cos ξ,

vD sinα = lΩ+ v∞ sin ξ.
(2.3.3)

2.4. Вторая группа кинематических уравнений

Нам также потребуется группа кинематических уравнений, связывающих тензор угловой ско-
рости Ω̃ и координаты ξ̇, ξ фазового пространства (2.1.5) исследуемого маятника — касательного

расслоения T∗S1{ξ̇; ξ}.
Проведем рассуждения в стиле, допускающем любую размерность. Искомые уравнения полу-

чаются из следующих двух групп соотношений. Поскольку движение тела формально происходит
в евклидовом пространстве E

n, n = 2, сначала выражается набор, состоящий из фазовой пере-
менной Ω, через новую переменную z1 (из набора z):

Ω = z1. (2.4.1)

Затем вместо переменной z подставляется следующая зависимость:

z1 = ξ̇. (2.4.2)

Таким образом, две группы уравнений (2.4.1) и (2.4.2) дают вторую группу кинематических урав-
нений:

Ω = ξ̇. (2.4.3)

Видно, что три группы соотношений (2.2.1), (2.3.3), (2.4.3) образуют замкнутую систему урав-
нений. В эти три группы уравнений входят две следующие функции:

rN = DN

(

α,
lΩ

vD

)

, s(α). (2.4.4)

При этом функция s считается зависимой лишь от α, а функция rN = DN может зависеть,
наряду с углом α, вообще говоря, и от приведенной угловой скорости ω ∼= lΩ/vD.
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2.5. Задача о движении свободного тела при наличии следящей силы

Параллельно рассматриваемой задаче о движении закрепленного тела, рассмотрим плоско-
параллельное движение свободного симметричного твердого тела с передним плоским тор-
цом (одномерной пластиной AB) в поле силы сопротивления в условиях квазистационарности
[79, 87, 114, 115] с той же моделью воздействия среды (рис. 2).

x

y

S
v

C

A
N

D

B

Рис. 2. Плоскопараллельное движение свободного симметричного твердого тела
в сопротивляющейся среде

Если (v, α) — полярные координаты вектора скорости некоторой характерной точки D твердого
тела (D— центр пластины AB), Ω— значение его угловой скорости, I, m— инерционно-массовые
характеристики, то динамическая часть уравнений движения тела, при котором касательные
силы воздействия среды на пластину отсутствуют, примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− Ωv sinα+ σΩ2 =
Fx

m
,

v̇ sinα+ α̇v cosα+Ωv cosα− σΩ̇ = 0, (2.5.1)

IΩ̇ = yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)v2,

где

Fx = −S, S = s(α)v2, σ = CD, (2.5.2)

при этом
(

0, yN

(

α,
Ω

v

))

(2.5.3)

— координаты точки N приложения силы S в системе координат Dx1x2 = Dxy, связанной с телом
(рис. 2).

Первые два уравнения системы (2.5.1) описывают движение центра масс на двумерной евкли-
довой плоскости E

2 в проекциях на систему координат Dx1x2. При этом Dx1 = Dx— серединный
перпендикуляр к пластине, проходящий через центр масс C симметричного тела, а Dx2 = Dy—
ось, выбранная вдоль пластины. Третье же уравнение системы (2.5.1) получено из теоремы об
изменении кинетического момента тела в проекции на ось, перпендикулярную рисунку.

Таким образом, фазовым пространством системы динамических уравнений (2.5.1) третьего
порядка является прямое произведение

R
1 × S

1 × so(2) (2.5.4)

двумерного цилиндра на алгебру Ли so(2). При этом, поскольку сила воздействия среды не за-
висит от положения тела на плоскости, система динамических уравнений (2.5.1) отделяется
от системы кинематических уравнений и может быть рассмотрена самостоятельно (см. также
[17, 20, 28, 40, 44]).
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2.5.1. Неинтегрируемая связь. Если рассматривается более общая задача о движении тела
при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через центр масс и обеспечивающей во
все время движения выполнение равенства (см. также [101, 110, 132, 138])

v ≡ const, (2.5.5)

то в системе (2.5.1) вместо Fx будет стоять величина

T − s(α)v2. (2.5.6)

В результате соответствующего выбора величины T следящей силы можно формально добиться
во все время движения выполнения равенства (2.5.5) (см. [150, 156, 160]). Действительно, фор-
мально выражая величину T в силу системы (2.5.1), получим при cosα 6= 0:

T = Tv(α,Ω) = mσΩ2 + s(α)v2
[

1− mσ

I
yN

(

α,
Ω

v

)

sinα

cosα

]

. (2.5.7)

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-первых, произошло преобразо-
вание системы при помощи наличия в системе следящей силы (управления), обеспечивающей
рассмотрение интересующего нас класса движений (2.5.5). Во-вторых, на это все можно посмот-
реть как на процедуру, позволяющую понизить порядок системы. Действительно, система (2.5.1)
в результате действий порождает независимую систему второго порядка следующего вида:

α̇v cosα+Ωv cosα− σΩ̇ = 0,

IΩ̇ = yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)v2,
(2.5.8)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляется параметр v.
Как видно из (2.5.8), на многообразии

O =
{

(α,Ω) ∈ R
2 : α =

π

2
+ πk, k ∈ Z

}

(2.5.9)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇. Формально, таким образом, на многооб-
разии (2.5.9) происходит нарушение теоремы единственности.

Из этого следует, что система (2.5.8) вне и только вне многообразия (2.5.9) эквивалентна си-
стеме

α̇ = −Ω+
σv

I

yN
(

α, Ωv
)

s(α)

cosα
,

Ω̇ =
1

I
yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)v2.

(2.5.10)

Нарушение теоремы единственности для системы (2.5.8) на многообразии (2.5.9) происходит в
следующем смысле: почти через любую точку из многообразия (2.5.9) проходит неособая фазовая
траектория системы (2.5.8), пересекая многообразие (2.5.9) под прямым углом, а также существу-
ет фазовая траектория, полностью совпадающая во все моменты времени с указанной точкой.
Но физически это различные траектории, так как им отвечают разные значения следящей силы.
Покажем это.

Как показано выше, для поддержания связи вида (2.5.5) необходимо выбрать значение T при
cosα 6= 0 в виде (2.5.7).

Пусть

lim
α→π/2

yN
(

α, Ωv
)

s(α)

cosα
= L

(

Ω

v

)

. (2.5.11)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim
α→π/2

∣

∣

∣

∣

∂

∂α

(

yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)

)∣

∣

∣

∣

< +∞. (2.5.12)
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При α = π/2 нужная величина следящей силы найдется из равенства

T = Tv

(π

2
,Ω

)

= mσΩ2 − mσLv2

I
. (2.5.13)

где значение Ω произвольно.
С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы вращение вокруг некоторой точки

W евклидовой плоскости E
2, необходимо выбрать следящую силу в виде

T = Tv

(π

2
,Ω

)

=
mv2

R0
, (2.5.14)

где R0 — расстояние CW .
Равенства (2.5.13) и (2.5.14) определяют, вообще говоря, различные значения следящей силы

T для почти всех точек многообразия (2.5.9), что и доказывает сделанное замечание.

2.5.2. Постоянная скорость центра масс. Если рассматривается более общая задача о дви-
жении тела при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через центр масс и обеспечи-
вающей во все время движения выполнение равенства (см. также [102, 112, 119])

VC ≡ const (2.5.15)

(VC — скорость центра масс), то в системе (2.5.1) вместо Fx должна стоять величина, тожде-
ственно равная нулю, поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (2.5.16)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (2.5.17)

Случай (2.5.17) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности
отделения независимой подсистемы второго порядка после некоторого преобразования системы
третьего порядка (2.5.1).

Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α,Ω) = τ1

(

α,
Ω

v

)

v2 + τ2

(

α,
Ω

v

)

Ωv + τ3

(

α,
Ω

v

)

Ω2 = T1

(

α,
Ω

v

)

v2. (2.5.18)

Систему (2.5.1) можно переписать в виде

v̇ + σΩ2 cosα− σ sinα

[

v2

I
yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)

]

=
T1

(

α, Ωv
)

v2 − s(α)v2

m
cosα,

α̇v +Ωv − σ cosα

[

v2

I
yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)

]

− σΩ2 sinα =
s(α)v2 − T1

(

α, Ωv
)

v2

m
sinα, (2.5.19)

Ω̇ =
v2

I
yN

(

α,
Ω

v

)

s(α).

Вводя далее новые безразмерные фазовую переменную и дифференцирование по формулам

Ω = n1vω, 〈·〉 = n1v
〈′〉 , n1 > 0, n1 = const, (2.5.20)

приведем систему (2.5.19) к следующему виду:

v′ = vΨ(α, ω), (2.5.21)

α′ = −ω + σn1ω
2 sinα+

[

σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]

cosα− T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
sinα,

ω′ =
1

In21
yN (α, n1ω) s(α)− ω

[

σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]

sinα+ σn1ω
3 cosα−

− ω
T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
cosα,



































(2.5.22)
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Ψ(α, ω) = −σn1ω2 cosα+

[

σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]

sinα+
T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
cosα.

Видно, что в системе третьего порядка (2.5.21), (2.5.22) может быть выделена независимая под-
система второго порядка (2.5.22), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем
двумерном фазовом цилиндре.

В частности, при выполнении условия (2.5.17) только что рассмотренный прием выделения
независимой подсистемы второго порядка также возможен.

2.6. Случай отсутствия зависимости момента неконсервативных сил

от угловой скорости

Выберем функцию rN в следующем виде (пластина AB задается уравнением x1N ≡ 0):

rN =

(

0
x2N

)

= R(α)iN , (2.6.1)

где

iN = iv

(π

2

)

(2.6.2)

(см. (2.3.2)). В нашем случае

iN =

(

0
1

)

. (2.6.3)

Таким образом, выполнено равенство
x2N = R(α), (2.6.4)

убеждающее нас о том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость момента сил от
угловой скорости (имеется лишь зависимость от угла α).

Итак, для построения силового поля используется пара функций R(α), s(α), информация о
которых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа Чаплыгина
[121, 122, 126], динамические функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (2.6.5)

2.6.1. Приведенные системы.

Теорема 2.6.1. Совместные уравнения (2.2.1), (2.3.3), (2.4.3) при выполнении условий (2.6.1),
(2.6.5) редуцируются к динамической системе на касательном расслоении (2.1.5) одномерной
сферы (2.1.4).

Действительно, если ввести безразмерные параметр и дифференцирование:

b∗ = ln0, n20 =
AB

I
, 〈·〉 = n0v∞

〈′〉 , (2.6.6)

то полученное уравнение будет иметь следующий вид:

ξ′′ + b∗ξ
′ cos ξ + sin ξ cos ξ = 0. (2.6.7)

Фазовый портрет уравнения (2.6.7) (α ↔ ξ − π, Ω ↔ ξ′) изображен на рис. 3, при этом поло-
жения равновесия на оси абцисс расположены через π/2.

После же перехода от переменных z (о переменных z см. (2.4.2)) к переменным w

w1 = − 1

n0v∞
z1 − b∗ sin ξ, (2.6.8)

уравнение (2.6.7) будет эквивалентно системе

ξ′ = −w1 − b∗ sin ξ,

w′
1 = sin ξ cos ξ,

(2.6.9)

на касательном расслоении
T∗S

1{(w1; ξ) ∈ R
2 : ξmod 2π} (2.6.10)

одномерной сферы S
1{ξ ∈ R

1 : ξmod 2π}.
Фазовый портрет системы (2.6.9) (α↔ ξ − π, ω ↔ w1) изображен на рис. 4.
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Рис. 3. Фазовый портрет закрепленного маятника на цилиндрическом шарнире в
потоке набегающей среды

Рис. 4. Динамическая система с переменной диссипацией

2.6.2. Общие замечания об интегрируемости системы. Для полного интегрирования си-
стемы (2.6.9) второго порядка необходимо знать, вообще говоря, один независимый первый ин-
теграл.

2.6.2.1. Система при отсутствии силового поля. Рассмотрим систему (2.6.9) на касательном
расслоении T∗S1{w1; ξ} одномерной сферы S

1{ξ}. При этом получим из нее систему консерва-
тивную. Более того, будем считать, что функция (2.1.7) тождественно равна нулю (в частности,
b∗ = 0, а также коэффициент sin ξ cos ξ во втором уравнении системы (2.6.9) отсутствует). Рас-
сматриваемая система примет вид

ξ′ = −w1, (2.6.11)

w′
1 = 0. (2.6.12)

Система (2.6.11), (2.6.12) описывает движение твердого тела при отсутствии внешнего поля сил.

Предложение 2.6.1. Система (2.6.11), (2.6.12) обладает одним аналитическим первым ин-
тегралом следующего вида:

Φ1(w1; ξ) = w2
1 = C1 = const . (2.6.13)

Данный первый интеграл (2.6.13) констатирует тот факт, что поскольку внешнего поля сил
нет, то сохраняется (вообще говоря, ненулевая) компонента угловой скорости («двумерного»)
твердого тела, а именно,

Ω ≡ Ω0 = const . (2.6.14)

В частности, наличие первого интеграла (2.6.13) объясняется равенством

w2
1 =

1

n20v
2
∞
Ω2 ≡ C1 = const . (2.6.15)
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2.6.2.2. Система при наличии консервативного силового поля. Теперь рассмотрим систему
(2.6.9) при условии b∗ = 0. При этом получим систему консервативную. А именно, наличие сило-
вого поля характеризует коэффициент sin ξ cos ξ во втором уравнении системы (2.6.9) (в отличие
от системы (2.6.11), (2.6.12)). Рассматриваемая система примет вид

α′ = −w1, (2.6.16)

w′
1 = sin ξ cos ξ. (2.6.17)

Итак, система (2.6.16), (2.6.17) описывает движение твердого тела в консервативном внешнем
поле сил.

Предложение 2.6.2. Система (2.6.16), (2.6.17) обладает одним аналитическим первым ин-
тегралом следующего вида:

Φ1(w1; ξ) = w2
1 + sin2 ξ = C1 = const . (2.6.18)

Первый интеграл (2.6.18) является интегралом полной энергии.

2.6.3. Трансцендентный первый интеграл. Перейдем теперь к интегрированию искомой
системы второго порядка (2.6.9) (без всяких упрощений — при наличии всех коэффициентов).

Поставим в соответствие системе (2.6.9) неавтономное уравнение первого порядка

dw1

dξ
=

sin ξ cos ξ

−w1 − b∗ sin ξ
. (2.6.19)

Используя замену τ = sin ξ, перепишем уравнение (2.6.19) в алгебраическом виде:

dw1

dτ
=

τ

−w1 − b∗τ
. (2.6.20)

Далее, вводя однородную переменную по формуле w1 = uτ , приводим уравнение (2.6.20) к сле-
дующей квадратуре:

(−b∗ − u)du

1 + b∗u+ u2
=
dτ

τ
. (2.6.21)

Интегрирование квадратуры (2.6.21) приводит к рассмотрению трех случаев. Несложный подсчет
приводит к следующим первым интегралам.

I. b2∗ − 4 < 0:

ln(1 + b∗u+ u2) +
2b∗

√

4− b2∗
arctg

2u+ b∗
√

4− b2∗
+ ln τ2 = const . (2.6.22)

II. b2∗ − 4 > 0:

ln |1 + b∗u+ u2| − b∗
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

2u+ b∗ +
√

b2∗ − 4

2u+ b∗ −
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ ln τ2 = const . (2.6.23)

III. b2∗ − 4 = 0:

ln |u− 1|+ 1

u− 1
+ ln |τ | = const . (2.6.24)

Другими словами, в переменных (ξ, w1) найденные первые интегралы имеют следующий вид.
I. b2∗ − 4 < 0:

[

sin2 ξ + b∗w1 sin ξ +w2
1

]

× exp

{

2b∗
√

4− b2∗
arctg

2w1 + b∗ sin ξ
√

4− b2∗ sin ξ

}

= const . (2.6.25)

II. b2∗ − 4 > 0:

[

sin2 ξ + b∗w1 sin ξ +w2
1

]

×
∣

∣

∣

∣

∣

2w1 + b∗ sin ξ +
√

b2∗ − 4 sin ξ

2w1 + b∗ sin ξ −
√

b2∗ − 4 sin ξ

∣

∣

∣

∣

∣

−b∗/
√

b2
∗
−4

= const . (2.6.26)
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III. b2∗ − 4 = 0:

(w1 − sin ξ) exp

{

sin ξ

w1 − sin ξ

}

= const . (2.6.27)

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (2.6.9) имеет первый инте-
грал, выражающийся соотношениями (2.6.25)–(2.6.27) (или (2.6.22)–(2.6.24)), являющийся транс-
цендентной функцией фазовых переменных (в смысле комплексного анализа) и выражающийся
через конечную комбинацию элементарных функций.

Теорема 2.6.2. Три группы соотношений (2.2.1), (2.3.3), (2.4.3) при условиях (2.6.1), (2.6.5)
обладают первым интегралом (полным набором), являющимся трансцендентной функцией с
точки зрения комплексного анализа, выражающимся через конечную комбинацию элементар-
ных функций.

2.6.4. Топологические аналогии. Предъявим далее две группы аналогий, связанных с си-
стемой (2.5.1), описывающей движение свободного твердого тела при наличии следящей силы.

Первая группа аналогий касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи (2.5.5). В
данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях приводится к
системе (2.5.10).

При выполнении условий (2.6.1), (2.6.5) система (2.5.10) примет вид

α′ = −ω + b sinα,

ω′ = sinα cosα,
(2.6.28)

если ввести безразмерные параметр, переменную и дифференцирование по аналогии с (2.6.6):

b = σn0, n20 =
AB

I
, Ω = n0vω, 〈·〉 = n0v

〈′〉 . (2.6.29)

Теорема 2.6.3. Система (2.6.28) (для свободного тела) эквивалентна системе (2.6.9) (для
закрепленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, w1 = ω, b∗ = −b. (2.6.30)

Следствие 2.6.1. 1) Фазовый портрет системы (2.6.28) изображен на рис. 4.
2) Угол атаки α для свободного тела (рис. 2) эквивалентен углу отклонения ξ закрепленного

маятника (рис. 1).
3) Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закреп-

ленного маятника.
4) Первый интеграл системы (2.6.28) может быть автоматически получен через равенства

(2.6.22)–(2.6.24) (или (2.6.25)–(2.6.27)) после подстановок (2.6.30) (см. также [36, 56, 72]):
I. b2 − 4 < 0:

[

sin2 α− bω sinα+ ω2
]

× exp

{

− 2b√
4− b2

arctg
2ω − b sinα√
4− b2 sinα

}

= const . (2.6.31)

II. b2 − 4 > 0:

[

sin2 α− bω sinα+ ω2
]

×
∣

∣

∣

∣

∣

2ω − b sinα+
√
b2 − 4 sinα

2ω − b sinα−
√
b2 − 4 sinα

∣

∣

∣

∣

∣

b/
√
b2−4

= const . (2.6.32)

III. b2 − 4 = 0:

(ω − sinα) exp

{

sinα

ω − sinα

}

= const . (2.6.33)

Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела,
т.е. когда выполнено свойство (2.5.15). В данном случае динамическая часть уравнений движения
при некоторых условиях приводится к системе (2.5.22).
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Тогда, в силу условий (2.5.15), (2.6.1), (2.6.5), (2.6.29) преобразованная динамическая часть
уравнений движения (система (2.5.22)) примет вид аналитической системы

α′ = −ω + b sinα cos2 α+ bω2 sinα,

ω′ = sinα cosα− bω sin2 α cosα+ bω3 cosα,
(2.6.34)

при этом постоянная n1 выбирается следующим образом:

n1 = n0. (2.6.35)

Если вопрос о первом интеграле системы (2.6.28) решается с помощью следствия 2.6.1, то
аналогичный вопрос для системы (2.6.34) решает теорема 2.6.4 (см. ниже).

Для этого введем следующие обозначения и новые переменные (ср. с [70, 81, 84, 91, 120]):

C1 = 2− b, C2 = b > 0, C3 = −2− b < 0,

u1 = ω − sinα, v1 = ω + sinα, u1 = v1t1, v21 =
1

q1
;

(2.6.36)

тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неодно-
родного уравнения

dq1
dt1

= a1(t1)q1 + a2(t1), (2.6.37)

где

a1(t1) =
2(C3t1 + C2)

C3t21 − C1
, a2(t1) =

4C2t1
C3t21 − C1

. (2.6.38)

Общее решение уравнения (2.6.37) имеет следующий вид [176, 179, 197]:
I. b < 2:

q1(t1) = k(t1)(−C3t
2
1 + C1) exp

{

− 2b√
4− b2

arctg

√

2 + b

2− b
t1

}

+ const . (2.6.39)

II. b > 2:

q1(t1) = k(t1)(−C3t
2
1 + C1)

∣

∣

∣

∣

√
−C1 +

√
−C3t1√

−C1 −
√
−C3t1

∣

∣

∣

∣

C2/
√
C1C3

+ const . (2.6.40)

III. b = 2:

q1(t1) = k(t1)t
2
1 exp

{

1

t1

}

+ const . (2.6.41)

При этом в случае I

k(t1) = − b
8
exp

{

2b√
4− b2

[

2b√
4− b2

sin 2ζ − 2 cos 2ζ

]}

+ const, tg ζ =

√

2− b

2 + b
t1, (2.6.42)

в случае II

k(t1) = ±|ζ|b/
√
b2−4 ∓ b

b+ 2
√
b2 − 4

|ζ|b/
√
b2−4+2 + const, t1 =

√

b− 2

b+ 2

(

1− ζ

1 + ζ

)

, (2.6.43)

и в случае III

k(t1) = −2
t1 + 1

t1
exp

{

− 1

t1

}

. (2.6.44)

Таким образом, равенства (2.6.39)–(2.6.44) позволяют получить искомый первый интеграл си-
стемы (2.6.34), используя обозначения и замены (2.6.36).

Теорема 2.6.4. Первый интеграл системы (2.6.34) является трансцендентной функцией
своих фазовых переменных и выражается через конечную комбинацию элементарных функций.

Ввиду громоздкости вида полученного первого интеграла приведем его лишь в случае III:

exp

{

sinα+ ω

sinα− ω

}

1− 4ω sinα+ 4ω2

(ω − sinα)2
= C1 = const . (2.6.45)
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Теорема 2.6.5. Первый интеграл системы (2.6.28) постоянен на фазовых траекториях си-
стемы (2.6.34).

Доказательство проведем для случая b = 2. Действительно, перепишем первый интеграл
(2.6.45) системы (2.6.34) в следующем виде:

exp

{

n0v sinα+Ω

n0v sinα− Ω

}

n20v
2 − 2bn0vΩ sinα+ b2Ω2

(Ω − n0v sinα)2
= const . (2.6.46)

Видно, что числитель второго множителя пропорционален квадрату скорости центра масс
тела VC с постоянным коэффициентом n20. Но, в силу (2.5.15), данная величина постоянна на
траекториях системы (2.6.34). Значит, на них постоянна и функция

exp

{

n0v sinα+Ω

n0v sinα−Ω

}

V 2
C

(Ω − n0v sinα)2
= const . (2.6.47)

Возьмем далее степень (−1/2) от левой части равенства (2.6.47) и заключаем, что следующая
функция также постоянна на фазовых траекториях системы (2.6.34):

exp

{

Ω+ n0v sinα

2(Ω − n0v sinα)

}

(Ω− n0v sinα) = const . (2.6.48)

Теперь, разделив равенство (2.6.48) на
√
e, получим функцию

exp

{

n0v sinα

Ω− n0v sinα

}

(Ω− n0v sinα) = const, (2.6.49)

постоянную на фазовых траекториях системы (2.6.34). Но первый интеграл (2.6.49) полностью
аналогичен первому интегралу (2.6.33), что и требовалось.

Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии в том смысле, в котором
они объяснены выше.

1. Движение закрепленного на цилиндрическом шарнире физического маятника в потоке на-
бегающей среды (неконсервативное поле сил).

2. Плоскопараллельное движение свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со
следящей силой (при наличии неинтегрируемой связи).

3. Плоскопараллельное сложное движение твердого тела, вращающегося вокруг центра масс,
движущегося прямолинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [18, 89, 96, 118].

2.7. Случай зависимости момента неконсервативных сил от угловой скорости

2.7.1. Введение зависимости от угловой скорости. Данная глава посвящена динамике
двумерного твердого тела на плоскости. Но, поскольку данный раздел посвящен исследованию
случая движения при наличии зависимости момента действующих сил от угловой скорости, вве-
дем такую зависимость с более общих позиций. К тому же, данная точка зрения поможет нам
вводить эту зависимость и для трехмерных, и для многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N ) — координаты точки N приложения неконсервативной силы (воздействия
среды) на одномерную пластину, Q = (Q1, Q2) — компоненты, не зависящие от угловой скорости.
Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N ) = (xN , yN ) от угловой скорости лишь линейным
образом, поскольку само данное введение априори не очевидно [163].

Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (2.7.1)

где R = (R1, R2)— вектор-функция, содержащая угловую скорость. При этом зависимость функ-
ции R от угловой скорости — гироскопическая:

R =

(

R1

R2

)

= − 1

vD

(

0 −Ω
Ω 0

)(

h1
h2

)

. (2.7.2)

Здесь (h1, h2)— некоторые положительные параметры (ср. с [64, 65, 76, 78, 80]).
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Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N = xN ≡ 0, то

x2N = yN = Q2 − h1
Ω

vD
. (2.7.3)

Таким образом, функция rN выбирается в следующем виде (пластина AB задается уравнением
x1N ≡ 0):

rN =

(

0
x2N

)

= R(α)iN − 1

vD
Ω̃h, (2.7.4)

где

iN = iv

(π

2

)

, h =

(

h1
h2

)

, Ω̃ =

(

0 −Ω
Ω 0

)

(2.7.5)

(см. (2.1.6), (2.3.2)). В нашем случае

iN =

(

0
1

)

. (2.7.6)

Таким образом, выполнено равенство

x2N = R(α)− h1
Ω

vD
, (2.7.7)

убеждающее нас о том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от угловой скорости).

Итак, для построения силового поля также используется пара функций R(α), s(α), инфор-
мация о которых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа
Чаплыгина [121, 122], динамические функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (2.7.8)

2.7.2. Приведенные системы.

Теорема 2.7.1. Совместные уравнения (2.2.1), (2.3.3), (2.4.3) при выполнении условий (2.7.4),
(2.7.8) редуцируются к динамической системе на касательном расслоении (2.1.5) одномерной
сферы (2.1.4).

Действительно, если ввести безразмерные параметры и дифференцирование:

b∗ = ln0, n20 =
AB

I
, H1∗ =

h1B

In0
, 〈·〉 = n0v∞

〈′〉 , (2.7.9)

то полученное уравнение будет иметь следующий вид:

ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ
′ cos ξ + sin ξ cos ξ = 0. (2.7.10)

Фазовый портрет уравнения (2.7.10) (α ↔ ξ − π, Ω ↔ ξ′) при b∗ > H1∗ изображен на рис. 3,
при этом положения равновесия на оси абцисс расположены через π/2. При b∗ < H1∗ фазовый
портрет уравнения (2.7.10) совпадает с фазовым портретом, изображенным на рис. 3, уже без
сдвига по оси абцисс (α↔ ξ, Ω ↔ ξ′).

После же перехода от переменных z (о переменных z см. (2.4.2)) к переменным w

w1 = − 1

1 + b∗H1∗

(

1

n0v∞
z1 + b∗ sin ξ

)

, (2.7.11)

уравнение (2.7.10) будет эквивалентно системе

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)w1 − b∗ sin ξ,

w′
1 = sin ξ cos ξ +H1∗w1 cos ξ.

(2.7.12)

Фазовый портрет системы (2.7.12) (α↔ ξ−π, ω ↔ w1) при b∗ > H1∗ изображен на рис. 4. При
b∗ < H1∗ фазовый портрет системы (2.7.12) совпадает с фазовым портретом, изображенным на
рис. 4, уже без сдвига по оси абцисс (α↔ ξ, Ω ↔ ξ′).
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2.7.3. Трансцендентный первый интеграл. Сопоставим системе (2.7.12) неавтономное
уравнение первого порядка

dw1

dξ
=

sin ξ cos ξ +H1∗w1 cos ξ

−(1 + b∗H1∗)w1 − b∗ sin ξ
. (2.7.13)

Используя замену τ = sin ξ, перепишем уравнение (2.7.13) в алгебраическом виде

dw1

dτ
=

τ +H1∗w1

−(1 + b∗H1∗)w1 − b∗τ
. (2.7.14)

Далее, вводя однородную переменную по формуле w1 = uτ , приводим уравнение (2.7.14) к сле-
дующей квадратуре:

(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u)du

1 + (b∗ +H1∗)u+ (1 + b∗H1∗)u2
=
dτ

τ
. (2.7.15)

Интегрирование квадратуры (2.7.15) приводит к рассмотрению трех случаев. Несложный подсчет
приводит к следующим первым интегралам.

I. |b∗ −H1∗| < 2:

ln(1 + (b∗ +H1∗)u+ (1 + b∗H1∗)u
2)+

+
2b∗

√

4− (b∗ −H1∗)2
arctg

2(1 + b∗H1∗)u+ (b∗ +H1∗)
√

4− (b∗ −H1∗)2
+ ln τ2 = const . (2.7.16)

II. |b∗ −H1∗| > 2:

1

1 + b∗H1∗
ln |1 + (b∗ +H1∗)u+ (1 + b∗H1∗)u

2|+ ln τ2−

− b∗
√
1 + b∗H1∗

√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

2(1 + b∗H1∗)3/2u+ (b∗ +H1∗)
√
1 + b∗H1∗ +

√

(b∗ −H1∗)2 − 4

2(1 + b∗H1∗)3/2u+ (b∗ +H1∗)
√
1 + b∗H1∗ −

√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

=

= const . (2.7.17)

III. |b∗ −H1∗| = 2:

ln

∣

∣

∣

∣

u+
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)

∣

∣

∣

∣

− b∗ −H1∗
2(1 + b∗H1∗)u+ (b∗ +H1∗)

+ ln |τ | = const . (2.7.18)

В переменных (ξ, w1) найденные первые интегралы имеют достаточно громоздкий вид. Тем не
менее, в случае III мы приведем его в явном виде:

(

w1 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
sin ξ

)

exp

{

(−b∗ +H1∗) sin ξ

2(1 + b∗H1∗)w1 + (b∗ +H1∗) sin ξ

}

= const . (2.7.19)

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (2.7.12) имеет первый ин-
теграл, выражающийся соотношениями (2.7.16)–(2.7.18) (или, в частности, в случае III (2.7.19)),
являющийся трансцендентной функцией фазовых переменных (в смысле комплексного анализа)
и выражающийся через конечную комбинацию элементарных функций.

Теорема 2.7.2. Три группы соотношений (2.2.1), (2.3.3), (2.4.3) при условиях (2.7.4), (2.7.8)
обладают первым интегралом (полным набором), являющимся трансцендентной функцией с
точки зрения комплексного анализа, выражающимся через конечную комбинацию элементар-
ных функций.

2.7.4. Топологические аналогии. Предъявим далее еще две группы аналогий, связанных с
системой (2.5.1), описывающей движение свободного твердого тела при наличии следящей силы.

Первая группа аналогий снова касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи
(2.5.5). В данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях при-
водится к системе (2.5.10).
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При выполнении условий (2.7.4), (2.7.8) система (2.5.10) примет вид

α′ = −(1 + bH1)ω + b sinα,

ω′ = sinα cosα−H1ω cosα,
(2.7.20)

если ввести безразмерные параметры, переменную и дифференцирование по аналогии с (2.7.9):

b = σn0, n20 =
AB

I
, H1 =

h1B

In0
, Ω = n0vω, 〈·〉 = n0v

〈′〉 . (2.7.21)

Теорема 2.7.3. Система (2.7.20) (для свободного тела) эквивалентна системе (2.7.12) (для
закрепленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, w1 = ω, b∗ = −b, H1∗ = −H1. (2.7.22)

Следствие 2.7.1. 1) Фазовый портрет системы (2.7.20) при b∗ > H1∗ изображен на
рис. 4. При b∗ < H1∗ фазовый портрет системы (2.7.20) совпадает с фазовым портре-
том, изображенным на рис. 4, но со сдвигом по оси абцисс (α↔ α+ π).

2) Угол атаки α для свободного тела (рис. 2) эквивалентен углу отклонения ξ закрепленного
маятника (рис. 1).

3) Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закреп-
ленного маятника.

4) Первый интеграл системы (2.7.20) может быть автоматически получен через равенства
(2.7.13)–(2.7.15) (или (2.7.16)–(2.7.18)) после подстановок (2.7.22) (см. также [137, 141]).

В переменных (α, ω) найденные первые интегралы имеют достаточно громоздкий вид. Тем не
менее, в случае III мы приведем его в явном виде:

(

ω − b+H1

2(1 + bH1)
sinα

)

exp

{

(b−H1) sinα

2(1 + bH1)ω − (b+H1) sinα

}

= const . (2.7.23)

Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела,
т.е. когда выполнено свойство (2.5.15). В данном случае динамическая часть уравнений движения
при некоторых условиях приводится к системе (2.5.22).

Тогда в силу условий (2.5.15), (2.7.4), (2.7.8), (2.7.21) преобразованная динамическая часть
уравнений движения (система (2.5.22)) примет вид аналитической системы

α′ = −ω + b sinα cos2 α+ bω2 sinα− bH1ω cos2 α,

ω′ = sinα cosα− bω sin2 α cosα+ bω3 cosα+ bH1ω
2 sinα cosα−H1ω cosα,

(2.7.24)

при этом постоянная n1 выбирается следующим образом:

n1 = n0. (2.7.25)

Если вопрос о первом интеграле системы (2.7.20) решается с помощью следствия 2.7.1, то
аналогичный вопрос для системы (2.7.24) решает следующая теорема 2.7.4.

Для этого введем следующие обозначения и новые переменные (ср. с [159, 162]):

A1 =
b

2
− bH1

2
− H1

2
, A2 = 1 +

b

2
+
bH1

2
+
H1

2
> 0, A3 = 1− b

2
+
bH1

2
− H1

2
,

u1 = ω − sinα, v1 = ω + sinα, u1 = v1t1, v21 =
1

q1
;

(2.7.26)

тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неодно-
родного уравнения

dq1
dt1

= a1(t1)q1 + a2(t1), (2.7.27)

где

a1(t1) =
2(A2t1 −A1)

A2t
2
1 + bH1t1 +A3

, a2(t1) =
2b(−t1 +H1(t

2
1 − 1)/4))

A2t
2
1 + bH1t1 +A3

. (2.7.28)
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Общее решение уравнения (2.7.27) имеет следующий вид [164, 165]:
I. |b−H1| < 2:

q1(t1) = k(t1)(A2t
2
1 + bH1t1 +A3)×

× exp

{

−2(b− bH1 −H1)
√

4− (b−H1)2
arctg

{

2 + b+ bH1 +H1
√

4− (b−H1)2
t1 +

bH1
√

4− (b−H1)2

}}

. (2.7.29)

II. |b−H1| > 2:

q1(t1) = k(t1)(A2t
2
1 + bH1t1 +A3)×

×
∣

∣

∣

∣

∣

√

4− (b−H1)2 + (2 + b+ bH1 +H1)t1 + bH1
√

4− (b−H1)2 − (2 + b+ bH1 +H1)t1 − bH1

∣

∣

∣

∣

∣

(b−bH1−H1)/
√

4−(b−H1)2

. (2.7.30)

III. |b−H1| = 2:

q1(t1) = k(t1)

(

t1 +
bH1

2A2

)2

exp

{

2(b−H1)

(2 + b+ bH1 +H1)t1 + bH1

}

. (2.7.31)

Для поиска решения неоднородного уравнения (2.7.27), (2.7.28) находится величина k как
функция t1, выражающаяся через конечную комбинацию элементарных функций. Ввиду гро-
моздкости выкладок дальнейшие рассуждения приводятся лишь в случае III.

Таким образом, равенства (2.7.29)–(2.7.31) позволяют получить искомый первый интеграл си-
стемы (2.7.24), используя обозначения и замены (2.7.26).

Теорема 2.7.4. Первый интеграл системы (2.7.24) является трансцендентной функцией
своих фазовых переменных и выражается через конечную комбинацию элементарных функций.

Ввиду громоздкости вида полученного первого интеграла приведем его лишь в случае III:

exp

{ −2(b−H1) sinα

2(1 + bH1)ω − (b+H1) sinα

}

1− 4ω sinα+ 4ω2

(ω − 2 sinα/(b+H1))2
= C1 = const . (2.7.32)

Теорема 2.7.5. Первый интеграл системы (2.7.20) постоянен на фазовых траекториях си-
стемы (2.7.24).

Доказательство проведем для случая |b−H1| = 2. Действительно, перепишем первый интеграл
(2.7.32) в следующем виде:

exp

{ −2n0v(b−H1) sinα

2(1 + bH1)Ω− n0v(b+H1) sinα

}

n20v
2 − 4n0vΩ sinα+ 4Ω2

(Ω− 2n0v sinα/(b +H1))2
= const . (2.7.33)

Видно, что числитель второго множителя пропорционален квадрату скорости центра масс тела
VC с постоянным коэффициентом. Но, в силу (2.5.15), данная величина постоянна на траекториях
системы (2.7.24). Значит на них постоянна и функция

exp

{ −2n0v(b−H1) sinα

2(1 + bH1)Ω− n0v(b+H1) sinα

}

V 2
C

(Ω− 2n0v sinα/(b +H1))2
= const . (2.7.34)

Возьмем далее степень (−1/2) от левой части равенства (2.7.34) и заключаем, что следующая
функция также постоянна на фазовых траекториях системы (2.7.24):

exp

{

n0v(b−H1) sinα

2(1 + bH1)Ω − n0v(b+H1) sinα

}

(Ω − 2n0v sinα/(b +H1)) = const . (2.7.35)

Теперь ясно, что функция (2.7.35) эквивалентна функции (2.7.23), поскольку в случае III
выполнено следующее равенство:

(b+H1)
2 = 4(1 + bH1). (2.7.36)

Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии в том смысле, в котором
они объяснены выше.
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1. Движение закрепленного на цилиндрическом шарнире физического маятника в потоке набе-
гающей среды (неконсервативное поле сил при учете дополнительной зависимости момента сил
от угловой скорости).

2. Плоскопараллельное движение свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со
следящей силой (при наличии неинтегрируемой связи и при учете дополнительной зависимости
момента сил от угловой скорости).

3. Плоскопараллельное сложное движение твердого тела, вращающегося вокруг центра масс,
движущегося прямолинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил при
учете дополнительной зависимости момента сил от угловой скорости.

О более общих топологических аналогиях см. также [130, 142].

Глава 3

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ МАЯТНИКА

В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В данной главе систематизируются результаты по исследованию уравнений пространственного
движения динамически симметричного закрепленного твердого тела-маятника, находящегося в
некотором неконсервативном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных закреплен-
ных твердых тел, помещенных в однородный поток набегающей среды. Параллельно рассмат-
ривается задача о пространственном движении свободного твердого тела, также находящегося
в подобном поле сил. При этом на данное свободное тело действует также неконсервативная
следящая сила, либо заставляющая во все время движения величину скорости некоторой харак-
терной точки твердого тела оставаться постоянной во времени (что означает наличие в системе
неинтегрируемой сервосвязи, см. также [46, 55, 71, 135]), либо заставляющая центр масс тела
двигаться прямолинейно и равномерно (что означает присутствие в системе пары сил, см. также
[147, 153, 154]).

Ранее в [102] автором уже была показана полная интегрируемость уравнений плоскопараллель-
ного движения закрепленного тела-маятника в однородном потоке набегающей среды в условиях
струйного обтекания, когда у системы динамических уравнений существует первый интеграл,
являющийся трансцендентной (в смысле теории функций комплексного переменного, имеющей
существенно особые точки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все взаимо-
действие среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму
(одномерной) пластины.

Позднее [148, 151, 158, 166] плоская задача была обобщена на пространственный (трехмерный)
случай, при этом у системы уравнений движения существует полный набор трансцендентных
первых интегралов. Здесь уже предполагалось, что все взаимодействие однородного потока среды
с закрепленным телом (сферическим маятником) сосредоточено на той части поверхности тела,
которая имеет форму плоского (двумерного) диска.

В данной главе результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие однородного потока
среды с закрепленным телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму
двумерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, которое перпен-
дикулярно данному диску. Данные результаты систематизируются и подаются в инвариантном
виде.
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3.1. Модельные предположения

Рассмотрим однородный плоский круговой диск D с центром в точке D, плоскость которого
перпендикулярна державке OD. Диск жестко закреплен к державке, находящейся на сфериче-
ском шарнире O, и обтекается однородным потоком среды (рис. 5). В этом случае тело пред-
ставляет собой физический (сферический) маятник. Поток среды движется из бесконечности с
постоянной скоростью v = v∞ 6= 0, а державка сопротивления не создает.

Рис. 5. Закрепленный маятник на сферическом шарнире в потоке набегающей среды

Предположим, что суммарная сила S воздействия потока среды на диск направлена парал-
лельно державке, а точка N приложения этой силы определяется, по крайней мере, углом атаки
α, измеряемым между вектором скорости vD точки D относительно потока и державкой OD
(рис. 5), углом β1, измеряемым в плоскости диска D (таким образом, (v, α, β1) — сферические
координаты конца вектора vD), а также приведенной угловой скоростью

ω ∼= lΩ

vD
, vD = |vD|

(l — длина державки, Ω — угловая скорость маятника). Подобные условия возникают при ис-
пользовании модели струйного обтекания пространственных тел [41, 42, 146, 157].

Таким образом, примем, что сила S направлена по нормали к диску в сторону, противопо-
ложную направлению скорости vD, и проходит через некоторую точку N диска так, что вектор
скорости vD и сила воздействия S лежат в плоскости ODN (см. также [172, 173]).

Вектор

e =
OD

l
(3.1.1)

определяет ориентацию державки. Тогда

S = s(α)v2De, (3.1.2)

где

s(α) = s1(α)sign cosα, (3.1.3)

где коэффициент сопротивления s1 > 0 зависит лишь от угла атаки α. В силу свойств осевой
симметрии тела-маятника относительно точки D функция s(α) является четной.

Пусть Dx1x2x3 = Dxyz — система координат, жестко связанная с телом, при этом ось
Dx = Dx1 имеет направляющий вектор e (см. (3.1.1)), а оси Dx2 = Dy и Dx3 = Dz лежат в
плоскости диска D (рис. 5). На этом же рисунке показаны и θ = ξ, ψ = η1 — углы, определяющие
положение маятника на сфере. При этом угол θ измеряется между державкой и направлением
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набегающего потока (ось x0), а угол ψ — между проекцией державки на неподвижную плоскость
y0z0, перпендикулярную набегающему потоку, и осью y0 (рис. 5). Очевидно, что углы

(θ, ψ) = (ξ, η1)

являются сферическими координатами точки D.
Пространством положений такого сферического (физического) маятника является двумерная

сфера
S
2{(ξ, η1) ∈ R

2 : 0 6 ξ 6 π, η1 mod 2π}, (3.1.4)

а фазовым пространством — касательное расслоение двумерной сферы

T∗S
2{(ξ̇, η̇1; ξ, η1) ∈ R

4 : 0 6 ξ 6 π, η1 mod 2π}. (3.1.5)

Сопоставим угловой скорости Ω = Ω1e1+Ω2e2+Ω3e3 (e1, e2, e3 — единичные вектора системы
координат Dx1x2x3) кососимметрическую матрицу

Ω̃ =





0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0



 , Ω̃ ∈ so(3). (3.1.6)

Расстояние от центра D диска до центра давления (точки N , рис. 5) будет иметь вид

|rN | = rN = DN

(

α, β1,
lΩ

vD

)

, (3.1.7)

где
rN = {0, x2N , x3N} = {0, yN , zN}

в системе Dx1x2x3 = Dxyz (волну над Ω опустим).
Сразу же заметим, что, также как и в плоском случае, используемая модель воздействия по-

тока среды на закрепленный маятник аналогична построенной модели для свободного тела и в
дальнейшем учитывает влияние вращательной производной момента силы воздействия среды по
угловой скорости маятника (см. также [177, 186, 190, 191]). Анализ задачи о сферическом (фи-
зическом) маятнике в потоке позволит обнаружить качественные аналогии в динамике частично
закрепленных и свободных тел.

3.2. Группа динамических уравнений на алгебре Ли so(3)

Если diag{I1, I2, I2} — тензор инерции тела-маятника в системе координат Dx1x2x3, то общая
система уравнений его движения примет следующий вид:

I1Ω̇1 = 0,

I2Ω̇2 + (I1 − I2)Ω1Ω3 = −zN
(

α, β1,
Ω

vD

)

s(α)v2D,

I2Ω̇3 + (I2 − I1)Ω1Ω2 = yN

(

α, β1,
Ω

vD

)

s(α)v2D,

(3.2.1)

поскольку момент силы воздействия среды определяется через следующую вспомогательную мат-
рицу:

(

0 x2N x3N
−s(α)v2D 0 0

)

, (3.2.2)

где
{−s(α)v2D, 0, 0}

— разложение силы S воздействия среды в системе координат Dx1x2x3.
Поскольку размерность алгебры Ли so(3) равна 3, система уравнений (5.1.8) и составляет груп-

пу динамических уравнений на so(3), а, попросту говоря, уравнения движения.
Видно, что в правую часть системы уравнений (5.1.8) входят, прежде всего, углы α, β1, поэтому

данная система уравнений не является замкнутой. Для того, чтобы получить полную систему
уравнений движения маятника, необходимо к динамическим уравнениям на алгебре Ли so(3)
присоединить несколько групп кинематических уравнений.
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3.2.1. Циклический первый интеграл. Сразу же заметим, что система (5.1.8), в силу име-
ющейся динамической симметрии

I2 = I3, (3.2.3)

обладает циклическим первым интегралом

Ω1 ≡ Ω0
1 = const. (3.2.4)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевом уровне:

Ω0
1 = 0. (3.2.5)

При условиях (3.2.3)–(3.2.5) система (5.1.8) примет вид незамкнутой системы двух уравнений:

I2Ω̇2 = −zN
(

α, β1,
Ω

vD

)

s(α)v2D,

I2Ω̇3 = yN

(

α, β1,
Ω

vD

)

s(α)v2D.

(3.2.6)

3.3. Первая группа кинематических уравнений

Для получения полной системы уравнений движения нам потребуется группа кинематических
уравнений, связывающих скорости точки D (центра диска D) и набегающего потока:

vD = vD · iv(α, β1) = Ω̃





l
0
0



+ (−v∞)iv(−ξ, η1), (3.3.1)

где

iv(α, β1) =





cosα
sinα cos β1
sinα sin β1



 . (3.3.2)

Равенство (5.1.11) выражает теорему сложения скоростей в проекциях на связанную систему
координат Dx1x2x3.

Действительно, в левой части равенства (5.1.11) стоит скорость точки D маятника относи-
тельно потока в проекциях на связанную с маятником систему координат Dx1x2x3. При этом
вектор iv(α, β1) — единичный вектор вдоль оси вектора vD. Вектор iv(α, β1) имеет сферические
координаты (1, α, β1), определяющие разложение (5.2.30).

В правой части равенства (5.1.11) стоит сумма скоростей точки D при повороте маятника
(первое слагаемое) и движения потока (второе слагаемое). При этом в первом слагаемом имеются
координаты вектора OD = {l, 0, 0} в системе координат Dx1x2x3.

На втором слагаемом правой части равенства (5.1.11) остановимся подробнее. В нем имеются
координаты вектора (−v∞) = {−v∞, 0, 0} в неподвижном пространстве. Чтобы его записать в
проекциях на связанную систему координат Dx1x2x3 необходимо произвести (обратный) поворот
маятника на угол (−ξ), что алгебраически эквивалентно умножению величины (−v∞) на вектор
iv(−ξ, η1).

Таким образом, первая группа кинематических уравнений (5.1.11) в нашем случае примет
следующий вид:

vD cosα = −v∞ cos ξ,

vD sinα cos β1 = lΩ3 + v∞ sin ξ cos η1,

vD sinα sin β1 = −lΩ2 + v∞ sin ξ sin η1.

(3.3.3)
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3.4. Вторая группа кинематических уравнений

Нам также потребуется группа кинематических уравнений, связывающих тензор угловой ско-
рости Ω̃ и координаты ξ̇, η̇1, ξ, η1 фазового пространства (3.1.5) исследуемого маятника — каса-

тельного расслоения T∗S2{ξ̇, η̇1; ξ, η1}.
Проведем рассуждения в стиле, допускающем любую размерность. Искомые уравнения полу-

чаются из следующих двух групп соотношений. Поскольку движение тела формально происходит
в евклидовом пространстве E

n, n = 3, сначала выражается набор, состоящий из фазовых пере-
менных Ω2,Ω3, через новые переменные z1, z2 (из набора z). Для этого производится следующий
поворот на угол η1:

(

Ω2

Ω3

)

= T1,2(η1)

(

z1
z2

)

, (3.4.1)

где

T1,2(η1) =

(

cos η1 − sin η1
sin η1 cos η1

)

.

Другими словами, справедливы соотношения
(

z1
z2

)

= T1,2(−η1)
(

Ω2

Ω3

)

, (3.4.2)

т.е.
z1 = Ω2 cos η1 +Ω3 sin η2,

z2 = −Ω2 sin η1 +Ω3 cos η2.
(3.4.3)

Затем вместо группы переменных z подставляется следующая зависимость:

z2 = ξ̇,

z1 = −η̇1
sin ξ

cos ξ
.

(3.4.4)

Таким образом, две группы уравнений (3.4.1) и (5.1.14) дают вторую группу кинематических
уравнений:

Ω2 = −ξ̇ sin η1 − η̇1
sin ξ

cos ξ
cos η1,

Ω3 = ξ̇ cos η1 − η̇1
sin ξ

cos ξ
sin η1.

(3.4.5)

Видно, что три группы соотношений (3.2.6), (5.1.13), (5.1.17) образуют замкнутую систему
уравнений. В эти три группы уравнений входят следующие функции:

yN

(

α, β1,
Ω

vD

)

, zN

(

α, β1,
Ω

vD

)

, s(α). (3.4.6)

При этом функция s считается зависимой лишь от α, а функции yN , zN могут зависеть, наряду
с углами α, β1, вообще говоря, и от приведенной угловой скорости ω ∼= lΩ/vD.

3.5. Задача о движении свободного тела при наличии следящей силы

Параллельно рассматриваемой задаче о движении закрепленного тела, рассмотрим простран-
ственное движение свободного осесимметричного твердого тела с передним плоским торцом (кру-
говым диском D) в поле силы сопротивления в условиях квазистационарности [59, 67, 104, 122] с
той же моделью воздействия среды (рис. 6).

Если (v, α, β1) — сферические координаты вектора скорости центра D диска D, лежащего на
оси симметрии тела, Ω = {Ω1,Ω2,Ω3} — проекции его угловой скорости на оси системы координат
Dx1x2x3, связанной с телом, при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 = Dx (C — центр
масс, рис. 6), а оси Dx2 = Dy,Dx3 = Dz лежат в гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, m —
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Рис. 6. Пространственное движение свободного динамически симметричного
твердого тела в сопротивляющейся среде

инерционно-массовые характеристики, то динамическая часть уравнений движения тела, при
котором касательные силы воздействия среды на диск отсутствуют, примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα+Ω2v sinα sinβ1 −Ω3v sinα cos β1 + σ(Ω2
2 +Ω2

3) =
Fx

m
,

v̇ sinα cos β1 + α̇v cosα cos β1 − β̇1v sinα sin β1 +Ω3v cosα−
−Ω1v sinα sin β1 − σΩ1Ω2 − σΩ̇3 = 0,

v̇ sinα sin β1 + α̇v cosα sin β1 + β̇1v sinα cos β1 +Ω1v sinα cos β1− (3.5.1)

−Ω2v cosα− σΩ1Ω3 + σΩ̇2 = 0,

I1Ω̇1 = 0,

I2Ω̇2 + (I1 − I2)Ω1Ω3 = −zN
(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

I2Ω̇3 + (I2 − I1)Ω1Ω2 = yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

где
Fx = −S, S = s(α)v2, σ = CD, (3.5.2)

при этом
(

0, yN

(

α, β1,
Ω

v

)

, zN

(

α, β1,
Ω

v

))

(3.5.3)

— координаты точки N приложения силы S в системе координат Dx1x2x3 = Dxyz, связанной с
телом (рис. 6, на котором β = β1).

Первые три уравнения системы (3.5.1) описывают движение центра масс в трехмерном евкли-
довом пространстве E

3 в проекциях на систему координат Dx1x2x3. Вторые же три уравнения
системы (3.5.1) получены из теоремы об изменении кинетического момента тела в осях Кенига.

Таким образом, фазовым пространством системы динамических уравнений (3.5.1) шестого по-
рядка является прямое произведение

R
1 × S

2 × so(3) (3.5.4)



34 М. В. ШАМОЛИН

трехмерного многообразия на алгебру Ли so(3). При этом, поскольку сила воздействия среды не
зависит от положения тела в пространстве, система динамических уравнений (3.5.1) отделяется
от системы кинематических уравнений и может быть рассмотрена самостоятельно (см. также
[149]).

3.5.1. Циклический первый интеграл. Сразу же заметим, что система (3.5.1), в силу име-
ющейся динамической симметрии

I2 = I3, (3.5.5)

обладает циклическим первым интегралом

Ω1 ≡ Ω0
1 = const. (3.5.6)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевом уровне:

Ω0
1 = 0. (3.5.7)

3.5.2. Неинтегрируемая связь. Если рассматривается более общая задача о движении тела
при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через центр масс и обеспечивающей во
все время движения выполнение равенства (см. также [183])

v ≡ const, (3.5.8)

то в системе (3.5.1) вместо Fx будет стоять величина

T − s(α)v2. (3.5.9)

В результате соответствующего выбора величины T следящей силы можно формально добить-
ся во все время движения выполнения равенства (5.2.26) [185, 193]. Действительно, формально
выражая величину T в силу системы (3.5.1), получим при cosα 6= 0:

T = Tv(α, β1,Ω) = mσ(Ω2
2 +Ω2

3)+

+s(α)v2
[

1− mσ

I2

sinα

cosα

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sin β1 + yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1

]]

. (3.5.10)

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-первых, произошло преобразо-
вание системы при помощи наличия в системе следящей силы (управления), обеспечивающей
рассмотрение интересующего нас класса движений (5.2.26). Во-вторых, на это все можно посмот-
реть как на процедуру, позволяющую понизить порядок системы. Действительно, система (3.5.1)
в результате действий порождает независимую систему четвертого порядка следующего вида:

α̇v cosα cos β1 − β̇1v sinα sin β1 +Ω3v cosα− σΩ̇3 = 0,

α̇v cosα sin β1 + β̇1v sinα cos β1 − Ω2v cosα+ σΩ̇2 = 0,

I2Ω̇2 = −zN
(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

I2Ω̇3 = yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

(3.5.11)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляется параметр v.
Система (3.5.11) эквивалентна системе

α̇v cosα+ v cosα [Ω3 cos β1 − Ω2 sin β1] + σ
[

−Ω̇3 cos β1 + Ω̇2 sin β1

]

= 0,

β̇1v sinα− v cosα [Ω2 cos β1 +Ω3 sin β1] + σ
[

Ω̇2 cosβ1 + Ω̇3 sinβ1

]

= 0,

Ω̇2 = −v
2

I2
zN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α),

Ω̇3 =
v2

I2
yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α).

(3.5.12)
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Введем новые квазискорости в системе:
(

Ω2

Ω3

)

= T1,2(β1)

(

z1
z2

)

, (3.5.13)

где

T1,2(β1) =

(

cos β1 − sinβ1
sin β1 cos β1

)

.

Другими словами, справедливы соотношения
(

z1
z2

)

= T1,2(−β1)
(

Ω2

Ω3

)

, (3.5.14)

т.е.
z1 = Ω2 cos β1 +Ω3 sin β2,

z2 = −Ω2 sin β1 +Ω3 cos β2.
(3.5.15)

Как видно из (5.2.31), на многообразии

O =
{

(α, β1,Ω2,Ω3) ∈ R
4 : α =

π

2
k, k ∈ Z

}

(3.5.16)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇, β̇1. Формально, таким образом, на мно-
гообразии (5.2.50) происходит нарушение теоремы единственности. Более того, при k четном
неопределенность возникает по причине вырождения сферических координат (v, α, β1), а при
k нечетном происходит явное нарушение теоремы единственности, поскольку при этом первое
уравнение (5.2.31) вырождается.

Из этого следует, что система (3.5.11) вне и только вне многообразия (5.2.50) эквивалентна
системе

α̇ = −z2 +
σv

I2

s(α)

cosα

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sin β1 + yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1

]

,

ż2 =
v2

I2
s(α)

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1 + yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1

]

−

−z21
cosα

sinα
− σv

I2

s(α)

sinα
z1

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1 − yN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

,

ż1 = z1z2
cosα

sinα
+

[

−v
2

I2
s(α) +

σv

I2

s(α)

sinα
z2

]

×

×
[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1 − yN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

,

β̇1 = z1
cosα

sinα
+
σv

I2

s(α)

sinα

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1 − yN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

.

(3.5.17)

Здесь и далее зависимость от групп переменных (α, β1,Ω/v) понимается как сложная зависи-
мость от (α, β1, z1/v, z2/v) в силу (5.2.32).

Нарушение теоремы единственности для системы (5.2.31) на многообразии (5.2.50) при нечет-
ном k происходит в следующем смысле: почти через любую точку из многообразия (5.2.50) при
нечетном k проходит неособая фазовая траектория системы (3.5.17), пересекая многообразие
(5.2.50) под прямым углом, а также существует фазовая траектория, полностью совпадающая
во все моменты времени с указанной точкой. Но физически это различные траектории, так как
им отвечают разные значения следящей силы. Покажем это.

Как показано выше, для поддержания связи вида (5.2.26) необходимо выбрать значение T при
cosα 6= 0 в виде (5.2.28).

Пусть

lim
α→π/2

[

zN
(

α, β1,
Ω
v

)

sin β1 + yN
(

α, β1,
Ω
v

)

cos β1
]

s(α)

cosα
= L

(

β1,
Ω

v

)

. (3.5.18)



36 М. В. ШАМОЛИН

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim
α→π/2

∣

∣

∣

∣

∂

∂α

([

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sin β1 + yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1

]

s(α)

)∣

∣

∣

∣

< +∞. (3.5.19)

При α = π/2 нужная величина следящей силы найдется из равенства

T = Tv

(π

2
, β1,Ω

)

= mσ(Ω2
2 +Ω2

3)−
mσLv2

I2
. (3.5.20)

где значения Ω2,Ω3 — произвольны.
С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы вращение вокруг некоторой точки

W евклидова пространства E
3, необходимо выбрать следящую силу в виде

T = Tv

(π

2
, β1,Ω

)

=
mv2

R0
, (3.5.21)

где R0 — расстояние CW .
Равенства (5.2.61) и (5.2.62) определяют, вообще говоря, различные значения следящей силы

T для почти всех точек многообразия (5.2.50), что и доказывает сделанное замечание.

3.5.3. Постоянная скорость центра масс. Если рассматривается более общая задача о дви-
жении тела при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через центр масс и обеспечи-
вающей во все время движения выполнение равенства (см. также [197])

VC ≡ const (3.5.22)

(VC — скорость центра масс), то в системе (3.5.1) вместо Fx должна стоять величина, тожде-
ственно равная нулю, поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (3.5.23)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α, β1,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (3.5.24)

Случай (3.5.24) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности
отделения независимой подсистемы четвертого порядка после некоторого преобразования систе-
мы (3.5.1).

Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α, β1,Ω) =

3
∑

i,j=0, i6j

τi,j

(

α, β1,
Ω

v

)

ΩiΩj = T1

(

α, β1,
Ω

v

)

v2, Ω0 = v. (3.5.25)

Введем для начала новые квазискорости (3.5.13)–(5.2.32).
Систему (3.5.1) в случаях (3.5.5)–(3.5.7) можно переписать в виде

v̇ + σ(z21 + z22) cosα−

−σv
2

I2
s(α) sinα

[

yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1 + zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sin β1

]

=

=
T1

(

α, β1,
Ω
v

)

v2 − s(α)v2

m
cosα,

α̇v + z2v − σ(z21 + z22) sinα−

−σv
2

I2
s(α) cosα

[

yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1 + zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

= (3.5.26)

=
s(α)v2 − T1

(

α, β1,
Ω
v

)

v2

m
sinα,

Ω̇3 =
v2

I2
yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α),
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Ω̇2 = −v
2

I2
zN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α),

β̇1 sinα− z1 cosα−

−σv
I2
s(α)

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

cos β1 − yN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

= 0.

Вводя далее новые безразмерные фазовые переменные и дифференцирование по формулам

zk = n1vZk, k = 1, 2, < · >= n1v <
′>, n1 > 0, n1 = const, (3.5.27)

система (3.5.26) приведется к следующему виду:

v′ = vΨ(α, β1, Z1, Z2), (3.5.28)

α′ = −Z2 + σn1(Z
2
1 + Z2

2 ) sinα+

+
σ

I2n1
s(α) cosα [yN (α, β1, n1Z) cos β1 + zN (α, β1, n1Z) sin β1]−

−T1 (α, β1, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (3.5.29)

Z ′
2 =

s(α)

I2n21
[1− σn1Z2 sinα] [yN (α, β1, n1Z) cos β1 + zN (α, β1, n1Z) sin β1]−

−Z2
1

cosα

sinα
+ σn1Z2(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα−

− σ

I2n1
Z1
s(α)

sinα
[zN (α, β1, n1Z) cos β1 − yN (α, β1, n1Z) sin β1]−

−Z2
T1 (α, β1, n1Z)− s(α)

mn1
cosα, (3.5.30)

Z ′
1 =

1

I2n
2
1

s(α)

sinα
[σn1Z2 sinα− 1] [zN (α, β1, n1Z) cos β1 − yN (α, β1, n1Z) sinβ1] +

+Z1Z2
cosα

sinα
+ σn1Z1(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα−

− σ

I2n1
Z1s(α) sinα [zN (α, β1, n1Z) sin β1 + yN (α, β1, n1Z) cos β1]−

−Z1
T1 (α, β1, n1Z)− s(α)

mn1
cosα, (3.5.31)

β′1 = Z1
cosα

sinα
+

+
σ

I2n1

s(α)

sinα
[zN (α, β1, n1Z) cos β1 − yN (α, β1, n1Z) sin β1] , (3.5.32)

Ψ(α, β1, Z1, Z2) = −σn1(Z2
1 + Z2

2 ) cosα+

+
σ

I2n1
s(α) sinα [yN (α, β1, n1Z) cos β1 + zN (α, β1, n1Z) sin β1] +

+
T1 (α, β1, n1Z)− s(α)

mn1
cosα.

Видно, что в системе пятого порядка (3.5.28)–(3.5.32) может быть выделена независимая под-
система четвертого порядка (3.5.29)–(3.5.32), которая может быть самостоятельно рассмотрена
на своем четырехмерном фазовом пространстве.

В частности, при выполнении условия (3.5.24) только что рассмотренный прием выделения
независимой подсистемы четвертого порядка также возможен.
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3.6. Случай отсутствия зависимости момента неконсервативных сил от угловой

скорости

Выберем функцию rN в следующем виде (диск D задается уравнением x1N ≡ 0):

rN =





0
x2N
x3N



 = R(α)iN , (3.6.1)

где

iN = iv

(π

2
, β1

)

(3.6.2)

(см. (5.2.30)).
В нашем случае

iN =





0
cos β1
sin β1



 . (3.6.3)

Таким образом, выполнены равенства

x2N = R(α) cos β1, x3N = R(α) sin β1, (3.6.4)

убеждающие нас о том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость момента сил от
угловой скорости (имеется лишь зависимость от углов α, β1).

Итак, для построения силового поля используется пара функций R(α), s(α), информация о
которых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа Чаплыгина
[121, 122, 199], динамические функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (3.6.5)

3.6.1. Приведенные системы.

Теорема 3.6.1. Совместные уравнения (5.1.8), (5.1.13), (5.1.17) при выполнении условий
(3.2.3)–(3.2.5), (3.6.1), (3.6.5) редуцируются к динамической системе на касательном расслое-
нии (3.1.5) двумерной сферы (3.1.4).

Действительно, если ввести безразмерные параметр и дифференцирование:

b∗ = ln0, n
2
0 =

AB

I2
, 〈·〉 = n0v∞

〈′〉 , (3.6.6)

то полученные уравнения будут иметь следующий вид:

ξ′′ + b∗ξ
′ cos ξ + sin ξ cos ξ − η′21

sin ξ

cos ξ
= 0,

η′′1 + b∗η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
= 0, b∗ > 0.

(3.6.7)

Фазовый портрет системы (3.6.7) (ξ ↔ θ, η1 ↔ ψ) изображен на рис. 7.
После же перехода от переменных z (о переменных z см. (5.1.14)) к переменным w

w2 = − 1

n0v∞
z2 − b∗ sin ξ,

w1 = − 1

n0v∞
z1,

(3.6.8)

система (3.6.7) будет эквивалентна системе


























ξ′ = −w2 − b∗ sin ξ,

w′
2 = sin ξ cos ξ − w2

1

cos ξ

sin ξ
,

w′
1 = w1w2

cos ξ

sin ξ
,

(3.6.9)
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Рис. 7. Фазовый портрет закрепленного маятника на сферическом шарнире в по-
токе набегающей среды

η′1 = w1
cos ξ

sin ξ
, (3.6.10)

на касательном расслоении

T∗S
2{(w2, w1; ξ, η1) ∈ R

4 : 0 6 ξ 6 π, η1 mod 2π} (3.6.11)

двумерной сферы S
2{(ξ, η1) ∈ R

2 : 0 6 ξ 6 π, η1 mod 2π}.
Видно, что в системе четвертого порядка (3.6.9), (3.6.10) по причине цикличности переменной

η1 выделяется независимая подсистема третьего порядка (3.6.9), которая может быть самостоя-
тельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии.

3.6.2. Общие замечания об интегрируемости системы. Для полного интегрирования си-
стемы (3.6.9), (3.6.10) четвертого порядка необходимо знать, вообще говоря, три независимых
первых интеграла.

3.6.2.1. Система при отсутствии силового поля. Рассмотрим систему (3.6.9), (3.6.10) на ка-
сательном расслоении T∗S2{w2, w1; ξ, η1} двумерной сферы S

2{ξ, η1}. При этом получим из нее
систему консервативную. Более того, будем считать, что функция (3.1.7) тождественно равна
нулю (в частности, b∗ = 0, а также коэффициент sin ξ cos ξ во втором уравнении системы (3.6.9)
отсутствует). Рассматриваемая система примет вид

ξ′ = −w2, (3.6.12)

w′
2 = −w2

1

cos ξ

sin ξ
, (3.6.13)

w′
1 = w1w2

cos ξ

sin ξ
, (3.6.14)

η′1 = w1
cos ξ

sin ξ
. (3.6.15)

Система (3.6.12)–(3.6.15) описывает движение твердого тела при отсутствии внешнего поля
сил.
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Теорема 3.6.2. Система (3.6.12)–(3.6.15) обладает тремя независимыми аналитическими
первыми интегралами следующего вида:

Φ1(w2, w1; ξ, η1) =
√

w2
1 + w2

2 = C1 = const, (3.6.16)

Φ2(w2, w1; ξ, η1) = w1 sin ξ = C2 = const, (3.6.17)

Φ3(w2, w1; ξ, η1) = C3 = const. (3.6.18)

Два первых интеграла (5.3.31), (3.6.17) констатируют тот факт, что поскольку внешнего поля
сил нет, то сохраняются две (вообще говоря, ненулевые) компоненты угловой скорости трехмер-
ного твердого тела, а именно:

Ω2 ≡ Ω0
2 = const, Ω3 ≡ Ω0

3 = const. (3.6.19)

В частности, наличие первого интеграла (5.3.31) объясняется равенством

w2
1 + w2

2 =
1

n20v
2
∞

[

Ω2
2 +Ω2

3

]

≡ C2
1 = const. (3.6.20)

Третий первый интеграл (3.6.18) имеет кинематический смысл, “привязывает” уравнение на η1
и может быть найден из следующей квадратуры:

dw1

dη1
= w2, (3.6.21)

при этом если воспользоваться уровнем первого интеграла (5.3.31)
∫

dη1 = ±
∫

dw1
√

C2
1 − w2

1

, (3.6.22)

то искомое равенство примет вид

η1 + C3 = ± arcsin
w1

C1
= ± arcsin

w1
√

w2
1 + w2

2

, (3.6.23)

откуда

Φ3(w2, w1; ξ, η1) = η1 ∓ arcsin
w1

√

w2
1 + w2

2

= C3. (3.6.24)

Теперь перефразируем теорему 3.6.2.

Теорема 3.6.3. Система (3.6.12)–(3.6.15) обладает тремя независимыми первыми интегра-
лами следующего вида:

Ψ1(w2, w1; ξ, η1) =
Φ2
1

Φ2
=
w2
1 + w2

2

w1 sin ξ
= C ′

1 = const, (3.6.25)

Ψ2(w2, w1; ξ, η1) = C ′
2 = const, (3.6.26)

Ψ3(w2, w1; ξ, η1) = C ′
3 = const. (3.6.27)

Первый интеграл (3.6.27) также имеет кинематический смысл и “привязывает” уравнение на
η1, а функции Ψ2,Ψ3 можно выбрать соответственно равными Φ2,Φ3.

В формулировке теоремы 3.6.3 (в отличие от теоремы 3.6.2) отсутствует характеристика глад-
кости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или числители и знаменатели одно-
временно) первых интегралов (3.6.25)–(3.6.27) обращаются в нуль, сами интегралы как функции
имеют особенности. Более того, они часто не могут быть, вообще говоря, даже непрерывными
функциями.

В силу теоремы 3.6.3 преобразованный набор первых интегралов (3.6.25)–(3.6.27) системы
(3.6.12)–(3.6.15) (системы при отсутствии силового поля) по-прежнему остается набором первых
интегралов данной системы.
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3.6.2.2. Система при наличии консервативного силового поля. Теперь рассмотрим систему
(3.6.9), (3.6.10) при условии b∗ = 0. При этом получим систему консервативную. А именно, нали-
чие силового поля характеризует коэффициент sin ξ cos ξ во втором уравнении системы (3.6.9) (в
отличие от системы (3.6.12)–(3.6.15)). Рассматриваемая система примет вид

α′ = −w2, (3.6.28)

w′
2 = sin ξ cos ξ − w2

1

cos ξ

sin ξ
, (3.6.29)

w′
1 = w1w2

cos ξ

sin ξ
, (3.6.30)

η′1 = w1
cos ξ

sin ξ
. (3.6.31)

Итак, система (3.6.28)–(3.6.31) описывает движение твердого тела в консервативном внешнем
поле сил.

Теорема 3.6.4. Система (3.6.28)–(3.6.31) обладает тремя независимыми аналитическими
первыми интегралами следующего вида:

Φ1(w2, w1; ξ, η1) = w2
1 + w2

2 + sin2 ξ = C1 = const, (3.6.32)

Φ2(w2, w1; ξ, η1) = w1 sin ξ = C2 = const, (3.6.33)

Φ3(w2, w1; ξ, η1) = C3 = const. (3.6.34)

Первый интеграл (3.6.32) является интегралом полной энергии. Первый интеграл (3.6.34) име-
ет кинематический смысл, “привязывает” уравнение на η1 и может быть найден аналогичным
образом.

Действительно, искомый интеграл может быть найден из следующей квадратуры:

dw1

dη1
= w2, (3.6.35)

при этом если воспользоваться уровнями первых интегралов (3.6.32), (3.6.33)
∫

dη1 = ±
∫

dw1
√

C2
1 − w2

1 − C2
2/w

2
1

, (3.6.36)

то искомое равенство примет вид

η1 + C3 = ±1

2
arcsin

√

4w2
1 − 2C2

1

C4
1 − 4C2

2

, C2
1 > 2|C2|, (3.6.37)

откуда

Φ3(w2, w1; ξ, η1) = η1 ∓
1

2
arcsin

√

4w2
1 − 2C2

1

C4
1 − 4C2

2

= C3, C
2
1 > 2|C2|, (3.6.38)

где вместо C1, C2 необходимо подставить левые части равенств (3.6.32), (3.6.33).
Теперь перефразируем теорему 3.6.4.

Теорема 3.6.5. Система (3.6.28)–(3.6.31) обладает тремя независимыми первыми интегра-
лами следующего вида:

Ψ1(w2, w1; ξ, η1) =
Φ1

Φ2
=
w2
1 +w2

2 + sin2 ξ

w1 sin ξ
= C ′

1 = const, (3.6.39)

Ψ2(w2, w1; ξ, η1) = C ′
2 = const, (3.6.40)

Ψ3(w2, w1; ξ, η1) = C ′
3 = const. (3.6.41)
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Функции Ψ2,Ψ3 можно выбрать соответственно равными Φ2,Φ3.
В формулировке теоремы 3.6.5 (в отличие от теоремы 3.6.4) отсутствует характеристика глад-

кости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или числители и знаменатели одно-
временно) первых интегралов (3.6.39)–(3.6.41) обращаются в нуль, сами интегралы как функции
имеют особенности. Более того, они часто не могут быть, вообще говоря, даже непрерывными
функциями.

В силу теоремы 3.6.5 преобразованный набор первых интегралов (3.6.39)–(3.6.41) системы
(3.6.28)–(3.6.31) (системы при наличии консервативного силового поля) по-прежнему остается
набором первых интегралов данной системы.

3.6.3. Полный список первых интегралов. Перейдем теперь к интегрированию искомой
системы четвертого порядка (3.6.9), (3.6.10) (без всяких упрощений — при наличии всех коэффи-
циентов).

Для начала сопоставим системе третьего порядка (3.6.9) неавтономную систему второго по-
рядка

dw2

dξ
=

sin ξ cos ξ − w2
1 cos ξ/ sin ξ

−w2 − b∗ sin ξ
,

dw1

dξ
=
w1w2 cos ξ/ sin ξ

−w2 − b∗ sin ξ
.

(3.6.42)

Используя замену τ = sin ξ, перепишем систему (5.3.50) в алгебраическом виде

dw2

dτ
=

τ − w2
1/τ

−w2 − b∗τ
,

dw1

dτ
=

w1w2/τ

−w2 − b∗τ
.

(3.6.43)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wk = ukτ, k = 1, 2, (3.6.44)

приводим систему (5.3.51) к следующему виду:

τ
du2
dτ

+ u2 =
1− u21

−u2 − b∗
,

τ
du1
dτ

+ u1 =
u1u2

−u2 − b∗
,

(3.6.45)

что эквивалентно

τ
du2
dτ

=
1− u21 + u22 − bu2

−u2 − b∗
,

τ
du1
dτ

=
2u1u2 − bu1
−u2 − b∗

.

(3.6.46)

Сопоставим системе второго порядка (5.3.54) неавтономное уравнение первого порядка

du2
du1

=
1− u21 + u22 + b∗u2

2u1u2 + b∗u1
, (3.6.47)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

u22 + u21 + b∗u2 + 1

u1

)

= 0. (3.6.48)

Итак, уравнение (5.3.55) имеет следующий первый интеграл:

u22 + u21 + b∗u2 + 1

u1
= C1 = const, (3.6.49)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(w2, w1; ξ) =
w2
2 + w2

1 + b∗w2 sin ξ + sin2 ξ

w1 sin ξ
= C1 = const. (3.6.50)
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Замечание 3.6.1. Рассмотрим систему (3.6.9) с переменной диссипацией с нулевым средним
[151, 160, 166], становящейся консервативной при b∗ = 0:

ξ′ = −w2,

w′
2 = sin ξ cos ξ − w2

1

cos ξ

sin ξ
,

w′
1 = w1w2

cos ξ

sin ξ
.

(3.6.51)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

w2
2 + w2

1 + sin2 ξ = C∗
1 = const, (3.6.52)

w1 sin ξ = C∗
2 = const. (3.6.53)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (5.3.60), (5.3.61) также является первым
интегралом системы (5.3.59). Но при b∗ 6= 0 каждая из функций

w2
2 + w2

1 + b∗w2 sin ξ + sin2 ξ (3.6.54)

и (5.3.61) по отдельности не является первым интегралом системы (3.6.9). Однако отношение
функций (5.3.62), (5.3.61) является первым интегралом системы (3.6.9) при любом b∗.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка
(3.6.9). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (5.3.57) при u1 6= 0 сле-
дующим образом:

(

u2 +
b∗
2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=
b2∗ + C2

1

4
− 1. (3.6.55)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b2∗ + C2
1 − 4 > 0, (3.6.56)

и фазовое пространство системы (3.6.9) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (5.3.63).

Таким образом, в силу соотношения (5.3.57) первое уравнение системы (5.3.54) примет вид

τ
du2
dτ

=
2(1 + b∗u2 + u22)− C1U1(C1, u2)

−u2 − b∗
, (3.6.57)

где

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√

C2
1 − 4(u22 + b∗u2 + 1)}, (3.6.58)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (5.3.64).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (3.6.9) примет

вид
∫

dτ

τ
=

∫

(−b∗ − u2)du2

2(1 + b∗u2 + u22)− C1{C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 + b∗u2 + 1)}/2

. (3.6.59)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sin ξ|. (3.6.60)

Если

u2 +
b∗
2

= r1, b
2
1 = b2∗ + C2

1 − 4, (3.6.61)

то правая часть равенства (5.3.67) примет вид

−1

4

∫

d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√

b21 − 4r21
+ b∗

∫

dr1

(b21 − 4r21)± C1

√

b21 − 4r21
=

= −1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4r21
C1

± 1

∣

∣

∣

∣

∣

± b∗
2
I1, (3.6.62)
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где

I1 =

∫

dr3
√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√

b21 − 4r21 . (3.6.63)

При вычислении интеграла (5.3.71) возможны три случая.
I. b∗ > 2.

I1 = − 1

2
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b2∗ − 4 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b2∗ − 4−
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (3.6.64)

II. b∗ < 2.

I1 =
1

√

4− b2∗
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (3.6.65)

III. b∗ = 2.

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (3.6.66)

Возвращаясь к переменной

r1 =
w2

sin ξ
+
b∗
2
, (3.6.67)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. b∗ > 2.

I1 = − 1

2
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b2∗ − 4± 2r1
√

b21 − 4r21 ± C1

± C1
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b2∗ − 4∓ 2r1
√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (3.6.68)

II. b∗ < 2.

I1 =
1

√

4− b2∗
arcsin

±C1

√

b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (3.6.69)

III. b∗ = 2.

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (3.6.70)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка
(3.6.9) — предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функ-
циями своих фазовых переменных.

Замечание 3.6.2. В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вме-
сто C1 подставить левую часть первого интеграла (5.3.57).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид (ана-
логичный трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

Θ2(w2, w1; ξ) = G

(

sin ξ,
w2

sin ξ
,
w1

sin ξ

)

= C2 = const. (3.6.71)

Таким образом, для интегрирования системы четвертого порядка (3.6.9), (3.6.10) уже найдены
два независимых первых интеграла. Для полной же ее интегрируемости достаточно найти еще
один (дополнительный) первый интеграл, “привязывающий” уравнение (3.6.10).

Поскольку
du1
dτ

=
u1(2u2 + b∗)

(−b∗ − u2)τ
,
dη1
dτ

=
u1

(−b∗ − u2)τ
, (3.6.72)
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то
du1
dη1

= 2u2 + b∗. (3.6.73)

Очевидно, что при u1 6= 0 выполнено равенство

u2 =
1

2



−b∗ ±

√

b21 − 4

(

u1 −
C1

2

)2


 , b21 = b2∗ + C2
1 − 4, (3.6.74)

тогда интегрирование следующей квадратуры:

η1 + const = ±
∫

du1
√

b21 − 4
(

u1 − C1

2

)2
(3.6.75)

приведет к инвариантному соотношению

2(η1 + C3) = ± arcsin
2u1 − C1

√

b2∗ + C2
1 − 4

, C3 = const. (3.6.76)

Другими словами, выполнено равенство

sin[2(η1 + C3)] = ± 2u1 − C1
√

b2∗ + C2
1 − 4

(3.6.77)

или, при переходе к старым переменным,

sin[2(η1 + C3)] = ± 2w1 − C1 sin ξ
√

b2∗ + C2
1 − 4 sin ξ

. (3.6.78)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариантного соотношения, “привязываю-
щего” уравнение (3.6.10), на последнем равенстве можно остановиться, добавив к этому то, что
в последнем выражении формально необходимо вместо C1 подставить левую часть первого ин-
теграла (5.3.57).

Но мы проведем некоторые преобразования, приводящие к получению следующего явного вида
дополнительного первого интеграла (при этом используется равенство (5.3.57)):

tg2[2(η1 +C3)] =
(u21 − u22 − b∗u2 − 1)2

u21(4u
2
2 + 4b∗u2 + b2∗)

. (3.6.79)

Возвращаясь к старым координатам, получим дополнительное инвариантное соотношение в
виде

tg2[2(η1 + C3)] =
(w2

1 − w2
2 − b∗w2 sin ξ − sin2 ξ)2

w2
1(4w

2
2 + 4b∗w2 sin ξ + b2∗ sin

2 ξ)
, (3.6.80)

или окончательно

Θ3(w2, w1; ξ, η1) = −η1 ±
1

2
arctg

w2
1 − w2

2 − b∗w2 sin ξ − sin2 ξ

w1(2w2 + b∗ sin ξ)
= C3 = const. (3.6.81)

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.6.9), (3.6.10) имеет три
первых интеграла, выражающихся соотношениями (5.3.58), (5.3.79), (3.6.81) (при этом исполь-
зуются выражения (5.3.75)–(5.3.78)), являющихся трансцендентными функциями фазовых пере-
менных (в смысле комплексного анализа) и выражающихся через конечную комбинацию элемен-
тарных функций.

Теорема 3.6.6. Три группы соотношений (5.1.8), (5.1.13), (5.1.17) при условиях (3.2.3)–
(3.2.5), (3.6.1), (3.6.5) обладают тремя первыми интегралами (полным набором), являющимися
трансцендентными функциями с точки зрения комплексного анализа, выражающимися через
конечную комбинацию элементарных функций.
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3.6.4. Топологические аналогии. Предъявим далее две группы аналогий, связанных с си-
стемой (3.5.1), описывающей движение свободного твердого тела при наличии следящей силы.

Первая группа аналогий касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи (5.2.26). В
данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях приводится к
системе (3.5.17).

При выполнении условий (3.6.1), (3.6.5) система (3.5.17) примет вид

α′ = −w2 + b sinα,

w′
2 = sinα cosα−w2

1

cosα

sinα
,

w′
1 = w1w2

cosα

sinα
,

(3.6.82)

β′1 = w1
cosα

sinα
, (3.6.83)

если ввести безразмерные параметр, переменные и дифференцирование по аналогии с (3.6.6):

b = σn0, n20 =
AB

I2
, zk = n0vwk, k = 1, 2, 〈·〉 = n0v

〈′〉 . (3.6.84)

Теорема 3.6.7. Система (3.6.82), (3.6.83) (для свободного тела) эквивалентна системе
(3.6.9), (3.6.10) (для закрепленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, η1 = β1, b∗ = −b. (3.6.85)

Следствие 3.6.1. 1) Угол атаки α и угол скольжения β1 для свободного тела (рис. 6)
эквивалентны соответственно углам отклонения ξ = θ и η1 = ψ закрепленного маятника
(рис. 5).

2) Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закреп-
ленного маятника.

3) Первые интегралы системы (3.6.82), (3.6.83) могут быть автоматически получены через
равенства (5.3.58), (5.3.79), (3.6.81) после подстановок (3.6.85) (см. также [206, 220]):

Θ′
1(w2, w1;α) =

w2
2 + w2

1 − bw2 sinα+ sin2 α

w1 sinα
= C1 = const. (3.6.86)

Θ′
2(w2, w1;α) = G

(

sinα,
w2

sinα
,
w1

sinα

)

= C2 = const. (3.6.87)

Θ′
3(w2, w1;α, β1) = −β1 ±

1

2
arctg

w2
1 − w2

2 + bw2 sinα− sin2 α

w1(2w2 − b sinα)
= C3 = const. (3.6.88)

Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела,
т.е. когда выполнено свойство (3.5.22). В данном случае динамическая часть уравнений движения
при некоторых условиях приводится к системе (3.5.28)–(3.5.32).

Тогда, в силу условий (3.5.22), (3.6.1), (3.6.5), (3.6.84) (wk ↔ Zk) преобразованная динамическая
часть уравнений движения (система (3.5.29)–(3.5.32)) примет вид аналитической системы

α′ = −Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 ) sinα+ b sinα cos2 α,

Z ′
2 = sinα cosα− Z2

1

cosα

sinα
+ bZ2(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα, (3.6.89)

Z ′
1 = Z1Z2

cosα

sinα
+ bZ1(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα,

β′1 = Z1
cosα

sinα
, (3.6.90)

при этом выбирая постоянную n1 следующим образом:

n1 = n0. (3.6.91)
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Если вопрос о первых интегралах системы (3.6.82), (3.6.83) решается с помощью следствия
3.6.1, то аналогичный вопрос для системы (3.6.89), (3.6.90) решает следующая теорема 3.6.8.

Сначала отметим, что один из первых интегралов системы (3.6.89), (3.6.90) имеет следующий
вид [197, 222, 226]:

Θ′′
1(Z2, Z1;α) =

Z2
2 + Z2

1 − bZ2 sinα+ sin2 α

Z1 sinα
= C1 = const. (3.6.92)

Далее, изучим вопрос дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.6.89),
используя при этом первый интеграл (5.3.12). Для этого введем следующие обозначения и новые
переменные (ср. с [226, 229]):

τ = sinα, Zk = ukτ, k = 1, 2, p =
1

τ2
. (3.6.93)

Тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неод-
нородного уравнения:

dp

du2
=

2(u2 − b)p + 2b(1− U2
1 (C1, u2)− u22)

1− bu2 + u22 − U2
1 (C1, u2)

, (3.6.94)

U1(C1, u2) =
1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 − bu2 + 1)

}

,

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

b2 + C2
1 − 4 > 0. (3.6.95)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый интеграл
в явном виде. При этом общее решение уравнения (3.6.94) зависит от произвольной постоянной
C2. Полные выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь для примера, что общее
решение линейного однородного уравнения, полученного из (3.6.94), даже в частном случае b =
C1 = 2 имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[
√

1− (u2 − 1)2 ± 1] exp

[
√

1∓
√

1− (u2 − 1)2

1±
√

1− (u2 − 1)2

]

, C = const. (3.6.96)

Тогда искомый дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид (анало-
гичный трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

Θ′′
2(Z2, Z1;α) = G

(

sinα,
Z2

sinα
,
Z1

sinα

)

= C2 = const, (3.6.97)

используя при этом обозначения и замены (3.6.93).
Таким образом, для интегрирования системы четвертого порядка (3.6.89), (3.6.90) найдены два

независимых первых интеграла. Для полной же ее интегрируемости достаточно предъявить один
(дополнительный) первый интеграл, “привязывающий” уравнение (3.6.90).

Искомый первый интеграл может быть получен из следующего соотношения:

sin[2(β1 + C3)] = ± 2Z1 − C1 sinα
√

b2 + C2
1 − 4 sinα

. (3.6.98)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариантного соотношения, “привязываю-
щего” уравнение (3.6.90), на последнем равенстве можно остановиться, добавив к этому то, что
в нем необходимо формально вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (5.3.12).

Но, проводя некоторые преобразования, получим окончательный вид дополнительного первого
интеграла:

Θ′′
3(Z2, Z1;α, β1) = −β1 ±

1

2
arctg

Z2
1 − Z2

2 + bZ2 sinα− sin2 α

Z1(2Z2 − b sinα)
= C3 = const. (3.6.99)

Теорема 3.6.8. Три первых интеграла (5.3.12), (3.6.97), (3.6.99) системы (3.6.89), (3.6.90)
являются трансцендентными функциями своих фазовых переменных и выражаются через ко-
нечную комбинацию элементарных функций.
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Теорема 3.6.9. Три первых интеграла (5.3.12), (3.6.97), (3.6.99) системы (3.6.89), (3.6.90)
эквивалентны трем первым интегралам (3.6.86), (3.6.87), (3.6.88) системы (3.6.82), (3.6.83).

Действительно, пары первых интегралов (5.3.12), (3.6.86) и (3.6.99), (3.6.88) совпадают. Оста-
лось формально отождествить фазовые переменные Zk, k = 1, 2, для системы (3.6.89), (3.6.90) с
фазовыми переменными wk, k = 1, 2, для системы (3.6.82), (3.6.83). Аналогичные рассуждения,
касающиеся пары первых интегралов (3.6.97), (3.6.87), не приводим ввиду громоздкости изложе-
ния.

Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии в том смысле, в котором
они объяснены выше.

1) Движение закрепленного на сферическом шарнире физического маятника в потоке набега-
ющей среды (неконсервативное поле сил).

2) Пространственное движение свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со сле-
дящей силой (при наличии неинтегрируемой связи).

3) Пространственное сложное движение твердого тела, вращающегося вокруг центра масс,
движущегося прямолинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [225, 233].

3.7. Случай зависимости момента неконсервативных сил от угловой скорости

3.7.1. Введение зависимости от угловой скорости. Данная глава посвящена динамике
трехмерного твердого тела в трехмерном пространстве. Но, поскольку данный раздел посвящен
исследованию случая движения при наличии зависимости момента действующих сил от угловой
скорости, введем такую зависимость с более общих позиций. К тому же, данная точка зрения
поможет нам вводить эту зависимость и для многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N ) — координаты точки N приложения неконсервативной силы (воз-
действия среды) на двумерный диск D, Q = (Q1, Q2, Q3) — компоненты, не зависящие от угловой
скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N , x3N ) = (xN , yN , zN ) от угловой скоро-
сти лишь линейным образом, поскольку само данное введение априори не очевидно [41, 42, 189].

Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (3.7.1)

где R = (R1, R2, R3) — вектор-функция, содержащая угловую скорость. При этом зависимость
функции R от угловой скорости — гироскопическая:

R =





R1

R2

R3



 = − 1

vD





0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0









h1
h2
h3



 . (3.7.2)

Здесь (h1, h2, h3) — некоторые положительные параметры (ср. [196]).
Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N = xN ≡ 0, то

x2N = yN = Q2 − h1
Ω3

vD
, x3N = zN = Q3 + h1

Ω2

vD
. (3.7.3)

Таким образом, функция rN выбирается в следующем виде (диск D задается уравнением x1N ≡
0):

rN =





0
x2N
x3N



 = R(α)iN − 1

vD
Ω̃h, (3.7.4)

где

iN = iv

(π

2
, β1

)

, h =





h1
h2
h3



 , Ω̃ =





0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0



 (3.7.5)

(см. (3.1.6), (5.2.30)).
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В нашем случае

iN =





0
cos β1
sin β1



 . (3.7.6)

Таким образом, выполнены равенства

x2N = R(α)− h1
Ω3

vD
, x2N = R(α) + h1

Ω2

vD
, (3.7.7)

убеждающее нас о том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от угловой скорости).

Итак, для построения силового поля также используется пара функций R(α), s(α), инфор-
мация о которых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа
Чаплыгина [121, 122], динамические функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (3.7.8)

3.7.2. Приведенные системы.

Теорема 3.7.1. Совместные уравнения (5.1.8), (5.1.13), (5.1.17) при выполнении условий
(3.2.3)–(3.2.5), (3.7.4), (3.7.8) редуцируются к динамической системе на касательном расслое-
нии (3.1.5) двумерной сферы (3.1.4).

Действительно, если ввести безразмерные параметры и дифференцирование:

b∗ = ln0, n20 =
AB

I2
, H1∗ =

h1B

I2n0
, 〈·〉 = n0v∞

〈′〉 , (3.7.9)

то полученные уравнения будут иметь следующий вид:

ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ
′ cos ξ + sin ξ cos ξ − η′21

sin ξ

cos ξ
= 0,

η′′1 + (b∗ −H1∗)η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
= 0, b∗ > 0, H1∗ > 0.

(3.7.10)

Фазовый портрет системы (3.7.10) при b∗ > H1∗ (ξ ↔ θ, η1 ↔ ψ) изображен на рис. 7. При
b∗ < H1∗ фазовый портрет системы (3.7.10) совпадает с фазовым портретом, изображенным на
рис. 7, только направление всех фазовых траекторий меняется на противоположное.

После же перехода от переменных z (о переменных z см. (5.1.14)) к переменным w

w2 = − 1

1 + b∗H1∗

(

1

n0v∞
z2 + b∗ sin ξ

)

,

w1 = − 1

1 + b∗H1∗

1

n0v∞
z1,

(3.7.11)

система (3.7.10) будет эквивалентна системе

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)w2 − b∗ sin ξ,

w′
2 = sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w

2
1

cos ξ

sin ξ
+H1∗w2 cos ξ,

w′
1 = (1 + b∗H1∗)w1w2

cos ξ

sin ξ
+H1∗w1 cos ξ,



























(3.7.12)

η′1 = (1 + b∗H1∗)w1
cos ξ

sin ξ
, (3.7.13)

на касательном расслоении

T∗S
2{(w2, w1; ξ, η1) ∈ R

4 : 0 6 ξ 6 π, η1 mod 2π} (3.7.14)

двумерной сферы S
2{(ξ, η1) ∈ R

2 : 0 6 ξ 6 π, η1 mod 2π}.
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Видно, что в системе четвертого порядка (3.7.12), (3.7.13) по причине цикличности переменной
η1 выделяется независимая подсистема третьего порядка (3.7.12), которая может быть самосто-
ятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии.

3.7.3. Полный список первых интегралов. Перейдем теперь к интегрированию искомой
системы четвертого порядка (3.7.12), (3.7.13) (без всяких упрощений — при наличии всех коэф-
фициентов).

Для начала сопоставим системе третьего порядка (3.7.12) неавтономную систему второго по-
рядка

dw2

dξ
=

sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w2
1 cos ξ/ sin ξ +H1∗w2 cos ξ

−(1 + b∗H1∗)w2 − b∗ sin ξ
,

dw1

dξ
=

(1 + b∗H1∗)w1w2 cos ξ/ sin ξ +H1∗w1 cos ξ

−(1 + b∗H1∗)w2 − b∗ sin ξ
.

(3.7.15)

Используя замену τ = sin ξ, перепишем систему (3.7.15) в алгебраическом виде

dw2

dτ
=
τ − (1 + b∗H1∗)w2

1/τ +H1∗w2

−(1 + b∗H1∗)w2 − b∗τ
,

dw1

dτ
=

(1 + b∗H1∗)w1w2/τ +H1∗w1

−(1 + b∗H1∗)w2 − b∗τ
.

(3.7.16)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wk = ukτ, k = 1, 2, (3.7.17)

приводим систему (3.7.16) к следующему виду:

τ
du2
dτ

+ u2 =
1− (1 + b∗H1∗)u21 +H1∗u2

−(1 + b∗H1∗)u2 − b∗
,

τ
du1
dτ

+ u1 =
(1 + b∗H1∗)u1u2 +H1∗u1

−(1 + b∗H1∗)u2 − b∗
,

(3.7.18)

что эквивалентно

τ
du2
dτ

=
(1 + b∗H1∗)(u22 − u21) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

−(1 + b∗H1∗)u2 − b∗
,

τ
du1
dτ

=
2(1 + b∗H1∗)u1u2 + (b∗ +H1∗)u1

−(1 + b∗H1∗)u2 − b∗
.

(3.7.19)

Сопоставим системе второго порядка (3.7.19) неавтономное уравнение первого порядка

du2
du1

=
1− (1 + b∗H1∗)(u21 − u22) + (b∗ +H1∗)u2

2(1 + b∗H1∗)u1u2 + (b∗ +H1∗)u1
, (3.7.20)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

(1 + b∗H1∗)(u22 + u21) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1

)

= 0. (3.7.21)

Итак, уравнение (3.7.20) имеет следующий первый интеграл:

(1 + b∗H1∗)(u22 + u21) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1
= C1 = const, (3.7.22)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(w2, w1; ξ) =
(1 + b∗H1∗)(w2

2 + w2
1) + (b∗ +H1∗)w2 sin ξ + sin2 ξ

w1 sin ξ
= C1 = const. (3.7.23)
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Замечание 3.7.1. Рассмотрим систему (3.7.12) с переменной диссипацией с нулевым сред-
ним [218, 219, 221], становящейся консервативной при b∗ = H1∗:

ξ′ = −(1 + b2∗)w2 − b∗ sin ξ,

w′
2 = sin ξ cos ξ − (1 + b2∗)w

2
1

cosα

sinα
+ b∗w2 cos ξ,

w′
1 = (1 + b2∗)w1w2

cos ξ

sin ξ
+ b∗w1 cos ξ.

(3.7.24)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

(1 + b2∗)(w
2
2 + w2

1) + 2b∗w2 sin ξ + sin2 ξ = C∗
1 = const, (3.7.25)

w1 sin ξ = C∗
2 = const. (3.7.26)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.7.25), (3.7.26) также является первым
интегралом системы (3.7.24). Но при b∗ 6= H1∗ каждая из функций

(1 + b∗H1∗)(w
2
2 + w2

1) + (b∗ +H1∗)w2 sin ξ + sin2 ξ (3.7.27)

и (3.7.26) по отдельности не является первым интегралом системы (3.7.12). Однако отношение
функций (3.7.27), (3.7.26) является первым интегралом системы (3.7.12) при любых b∗,H1∗.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка
(3.7.12). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.7.22) при u1 6= 0 следу-
ющим образом:

(

u2 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)

)2

+

(

u1 −
C1

2(1 + b∗H1∗)

)2

=
(b∗ −H1∗)2 + C2

1 − 4

4(1 + b∗H1∗)2
. (3.7.28)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(b∗ −H1∗)
2 + C2

1 − 4 > 0, (3.7.29)

и фазовое пространство системы (3.7.12) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (3.7.28).

Таким образом, в силу соотношения (3.7.22) первое уравнение системы (3.7.19) примет вид

τ
du2
dτ

=
2(1 + b∗H1∗)u22 + 2(b∗ +H1∗)u2 + 2− C1U1(C1, u2)

−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2
, (3.7.30)

где

U1(C1, u2) =
1

2(1 + b∗H1∗)
{C1 ± U2(C1, u2)}, (3.7.31)

U2(C1, u2) =
√

C2
1 − 4(1 + b∗H1∗)(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u22),

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.7.29).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (3.7.12) примет

вид
∫

dτ

τ
=

∫

(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2)du2
2(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u22)− C1{C1 ± U2(C1, u2)}/(2(1 + b∗H1∗))

. (3.7.32)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sin ξ|. (3.7.33)

Если

u2 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
= r1, b

2
1 = (b∗ −H1∗)

2 +C2
1 − 4, (3.7.34)

то правая часть равенства (3.7.32) примет вид

−1

4

∫

d(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21
+
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+(b∗ −H1∗)(1 + b∗H1∗)

∫

dr1

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21
=

= −1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21
C1

± 1

∣

∣

∣

∣

∣

± −b∗ +H1∗
2

I1, (3.7.35)

где

I1 =

∫

dr3
√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21 . (3.7.36)

При вычислении интеграла (3.7.36) возможны три случая.
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b∗ −H1∗)2 − 4 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b∗ −H1∗)2 − 4−
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (3.7.37)

II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1

√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ±C1)

+ const. (3.7.38)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (3.7.39)

Возвращаясь к переменной

r1 =
w2

sin ξ
+

b∗ +H1∗
2(1 + b∗H1∗)

, (3.7.40)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b∗ −H1∗)2 − 4± 2(1 + b∗H1∗)r1
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

± C1
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b∗ −H1∗)2 − 4∓ 2(1 + b∗H1∗)r1
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

∓ C1
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (3.7.41)

II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1

√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 + b21
b1(

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)
+ const. (3.7.42)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓ 2(1 + b∗H1∗)r1

C1(
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)
+ const. (3.7.43)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка
(3.7.12) — предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функ-
циями своих фазовых переменных.

Замечание 3.7.2. В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вме-
сто C1 подставить левую часть первого интеграла (3.7.22).
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Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид (ана-
логичный трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

Θ2(w2, w1; ξ) = G

(

sin ξ,
w2

sin ξ
,
w1

sin ξ

)

= C2 = const. (3.7.44)

Таким образом, для интегрирования системы четвертого порядка (3.7.12), (3.7.13) уже найдены
два независимых первых интеграла. Для полной же ее интегрируемости достаточно найти еще
один (дополнительный) первый интеграл, “привязывающий” уравнение (3.7.13).

Поскольку

du1
dτ

=
u1(2(1 + b∗H1∗)u2 + (b∗ +H1∗))

(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2)τ
,
dη1
dτ

=
(1 + b∗H1∗)u1

(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2)τ
, (3.7.45)

то
du1
dη1

= 2u2 +
b∗ +H1∗
1 + b∗H1∗

. (3.7.46)

Очевидно, что при u1 6= 0 выполнено равенство

u2 =
1

2(1 + b∗H1∗)

(

−(b∗ +H1∗)±
√

b21 − (2(1 + b∗H1∗)u1 − C1)
2

)

, (3.7.47)

b21 = (b∗ −H1∗)
2 + C2

1 − 4,

тогда интегрирование следующей квадратуры:

η1 + const = ±(1 + b∗H1∗)

∫

du1
√

b21 − (2(1 + b∗H1∗)u1 − C1)
2

(3.7.48)

приведет к инвариантному соотношению

2(η1 + C3) = ± arcsin
2(1 + b∗H1∗)u1 − C1

√

(b∗ −H1∗)2 +C2
1 − 4

, C3 = const. (3.7.49)

Другими словами, выполнено равенство

sin[2(η1 + C3)] = ± 2(1 + b∗H1∗)u1 − C1
√

(b∗ −H1∗)2 + C2
1 − 4

(3.7.50)

или, при переходе к старым переменным,

sin[2(η1 + C3)] = ± 2(1 + b∗H1∗)w1 − C1 sin ξ
√

(b∗ −H1∗)2 + C2
1 − 4 sin ξ

. (3.7.51)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариантного соотношения, “привязываю-
щего” уравнение (3.7.13), на последнем равенстве можно остановиться, добавив к этому то, что
в последнем выражении формально необходимо вместо C1 подставить левую часть первого ин-
теграла (3.7.22).

Но мы проведем некоторые преобразования, приводящие к получению следующего явного вида
дополнительного первого интеграла (при этом используется равенство (3.7.22)):

tg2[2(η1 + C3)] =

=
((1 + b∗H1∗)u21 − (1 + b∗H1∗)u22 − (b∗ +H1∗)u2 − 1)2

u21(2(1 + b∗H1∗)u2 + (b∗ +H1∗))2
. (3.7.52)

Возвращаясь к старым координатам, получим дополнительное инвариантное соотношение в
виде

tg2[2(η1 + C3)] =

=
((1 + b∗H1∗)w2

1 − (1 + b∗H1∗)w2
2 − (b∗ +H1∗)w2 sin ξ − sin2 ξ)2

w2
1(2(1 + b∗H1∗)w2 + (b∗ +H1∗) sin ξ)2

, (3.7.53)
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или окончательно

Θ3(w2, w1; ξ, η1) = −η1 ±
1

2
×

× arctg
(1 + b∗H1∗)w2

1 − (1 + b∗H1∗)w2
2 − (b∗ +H1∗)w2 sin ξ − sin2 ξ

w1(2(1 + b∗H1∗)w2 + (b∗ +H1∗) sin ξ)
= C3 = const. (3.7.54)

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.7.12), (3.7.13) имеет три
первых интеграла, выражающихся соотношениями (3.7.23), (3.7.44), (3.7.54) (при этом исполь-
зуются выражения (3.7.40)–(3.7.43)), являющихся трансцендентными функциями фазовых пере-
менных (в смысле комплексного анализа) и выражающихся через конечную комбинацию элемен-
тарных функций.

Теорема 3.7.2. Три группы соотношений (5.1.8), (5.1.13), (5.1.17) при условиях (3.2.3)–
(3.2.5), (3.7.4), (3.7.8) обладают тремя первыми интегралами (полным набором), являющимися
трансцендентными функциями с точки зрения комплексного анализа, выражающимися через
конечную комбинацию элементарных функций.

3.7.4. Топологические аналогии. Предъявим далее еще две группы аналогий, связанных с
системой (3.5.1), описывающей движение свободного твердого тела при наличии следящей силы.

Первая группа аналогий снова касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи
(5.2.26). В данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях
приводится к системе (3.5.17).

При выполнении условий (3.7.4), (3.7.8) система (3.5.17) примет вид

α′ = −(1 + bH1)w2 + b sinα,

w′
2 = sinα cosα− (1 + bH1)w

2
1

cosα

sinα
−H1w2 cosα,

w′
1 = (1 + bH1)w1w2

cosα

sinα
−H1w1 cosα,

(3.7.55)

β′1 = (1 + bH1)w1
cosα

sinα
, (3.7.56)

если ввести безразмерные параметры, переменные и дифференцирование по аналогии с (3.7.9):

b = σn0, n
2
0 =

AB

I2
, H1 =

h1B

I2n0
, zk = n0vwk, k = 1, 2, < · >= n0v <

′> . (3.7.57)

Теорема 3.7.3. Система (3.7.55), (3.7.56) (для свободного тела) эквивалентна системе
(3.7.12), (3.7.13) (для закрепленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, η1 = β1, b∗ = −b, H1∗ = −H1. (3.7.58)

Следствие 3.7.1. 1) Угол атаки α и угол скольжения β1 для свободного тела (рис. 6)
эквивалентны соответственно углам отклонения ξ = θ и η1 = ψ закрепленного маятника
(рис. 5).

2) Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закреп-
ленного маятника.

3) Первые интегралы системы (3.7.55), (3.7.56) могут быть автоматически получены через
равенства (3.7.23), (3.7.44), (3.7.54) после подстановок (3.7.58) (см. также [227]):

Θ′
1(w2, w1;α) =

(1 + bH1)(w
2
2 + w2

1)− (b+H1)w2 sinα+ sin2 α

w1 sinα
= C1 = const. (3.7.59)

Θ′
2(w2, w1;α) = G

(

sinα,
w2

sinα
,
w1

sinα

)

= C2 = const. (3.7.60)
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Θ′
3(w2, w1;α, β1) = −β1 ±

1

2
×

× arctg
(1 + bH1)w

2
1 − (1 + bH1)w

2
2 + (b+H1)w2 sinα− sin2 α

w1(2(1 + bH1)w2 − (b+H1) sinα)
= C3 = const. (3.7.61)

Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела,
т.е. когда выполнено свойство (3.5.22). В данном случае динамическая часть уравнений движения
при некоторых условиях приводится к системе (3.5.28)–(3.5.32).

Тогда, в силу условий (3.5.22), (3.7.4), (3.7.8), (3.7.57) (wk ↔ Zk) преобразованная динамическая
часть уравнений движения (система (3.5.29)–(3.5.32)) примет вид аналитической системы

α′ = −Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 ) sinα+ b sinα cos2 α− bH1Z2 cos
2 α,

Z ′
2 = sinα cosα− (1 + bH1)Z

2
1

cosα

sinα
+ bZ2(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα+

+bH1Z
2
2 sinα cosα−H1Z2 cosα, (3.7.62)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z2

cosα

sinα
+ bZ1(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα+

+bH1Z1Z2 sinα cosα−H1Z1 cosα,

β′1 = (1 + bH1)Z1
cosα

sinα
, (3.7.63)

при этом выбирая постоянную n1 следующим образом:

n1 = n0. (3.7.64)

Если вопрос о первых интегралах системы (3.7.55), (3.7.56) решается с помощью следствия
3.7.1, то аналогичный вопрос для системы (3.7.62), (3.7.63) решает следующая теорема 3.7.4.

Сначала отметим, что один из первых интегралов системы (3.7.62), (3.7.63) имеет следующий
вид [231, 234]:

Θ′′
1(Z2, Z1;α) =

(1 + bH1)(Z
2
2 + Z2

1 )− (b+H1)Z2 sinα+ sin2 α

Z1 sinα
= C1 = const. (3.7.65)

Далее, изучим вопрос дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.7.62),
используя при этом первый интеграл (3.7.65). Для этого введем следующие обозначения и новые
переменные (ср. с [234, 236]):

τ = sinα, Zk = ukτ, k = 1, 2, p =
1

τ2
. (3.7.66)

Тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неод-
нородного уравнения:

dp

du2
=

2((1 + bH1)u2 − b)p + 2b(1 −H1u2 − u22 − U2
1 (C1, u2))

1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)U

2
1 (C1, u2)

, (3.7.67)

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√

C2
1 − 4(1 + bH1)(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u22)},

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(b−H1)
2 + C2

1 − 4 > 0. (3.7.68)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый интеграл
в явном виде. При этом общее решение уравнения (3.7.67) зависит от произвольной постоянной
C2. Полные выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь для примера, что общее
решение линейного однородного уравнения, полученного из (3.7.67), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =
1−A4

1

1 +A4
1

, A1 =
1

2
(b+H1)
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имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[1−A1u2]
2/(1+A4

1
)

∣

∣

∣

∣

∣

√

C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ± C1
√

C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ∓ C1

∣

∣

∣

∣

∣

±A4

1
/(1+A4

1
)

×

× exp
2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const. (3.7.69)

Тогда искомый дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид (анало-
гичный трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

Θ′′
2(Z2, Z1;α) = G

(

sinα,
Z2

sinα
,
Z1

sinα

)

= C2 = const, (3.7.70)

используя при этом обозначения и замены (3.7.66).
Таким образом, для интегрирования системы четвертого порядка (3.7.62), (3.7.63) найдены два

независимых первых интеграла. Для полной же ее интегрируемости достаточно предъявить один
(дополнительный) первый интеграл, “привязывающий” уравнение (3.7.63).

Искомый первый интеграл может быть получен из следующего соотношения:

sin[2(β1 +C3)] = ± 2(1 + bH1)Z1 − C1 sinα
√

(b−H1)2 + C2
1 − 4 sinα

. (3.7.71)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариантного соотношения, “привязываю-
щего” уравнение (3.7.63), на последнем равенстве можно остановиться, добавив к этому то, что
в нем необходимо формально вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (3.7.65).

Но, проводя некоторые преобразования, получим окончательный вид дополнительного первого
интеграла:

Θ′′
3(Z2, Z1;α, β1) = −β1 ±

1

2
×

×arctg
(1 + bH1)Z

2
1 − (1 + bH1)Z

2
2 + (b+H1)Z2 sinα− sin2 α

Z1(2(1 + bH1)Z2 − (b+H1) sinα)
= C3 = const. (3.7.72)

Теорема 3.7.4. Три первых интеграла (3.7.65), (3.7.70), (3.7.72) системы (3.7.62), (3.7.63)
являются трансцендентными функциями своих фазовых переменных и выражаются через ко-
нечную комбинацию элементарных функций.

Теорема 3.7.5. Три первых интеграла (3.7.65), (3.7.70), (3.7.72) системы (3.7.62), (3.7.63)
эквивалентны трем первым интегралам (3.7.59), (3.7.60), (3.7.61) системы (3.7.55), (3.7.56).

Действительно, пары первых интегралов (3.7.65), (3.7.59) и (3.7.72), (3.7.61) совпадают, если
формально положить b = −b∗,H1 = −H1∗. Осталось формально отождествить фазовые перемен-
ные Zk, k = 1, 2, для системы (3.7.62), (3.7.63) с фазовыми переменными wk, k = 1, 2, для систе-
мы (3.7.55), (3.7.56). Аналогичные рассуждения, касающиеся пары первых интегралов (3.7.70),
(3.7.60), не приводим ввиду громоздкости изложения.

Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии в том смысле, в котором
они объяснены выше.

1) Движение закрепленного на сферическом шарнире физического маятника в потоке набега-
ющей среды (неконсервативное поле сил при учете дополнительной зависимости момента сил от
угловой скорости).

2) Пространственное движение свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со сле-
дящей силой (при наличии неинтегрируемой связи и при учете дополнительной зависимости
момента сил от угловой скорости).

3) Пространственное сложное движение твердого тела, вращающегося вокруг центра масс,
движущегося прямолинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил при
учете дополнительной зависимости момента сил от угловой скорости.

О более общих топологических аналогиях см. также [239, 241].
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Глава 4

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ МАЯТНИКА

В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В данной главе систематизируются результаты по исследованию уравнений движения динами-
чески симметричного закрепленного четырехмерного твердого тела-маятника, находящегося в
некотором неконсервативном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных закреплен-
ных твердых тел, помещенных в однородный поток набегающей среды. Параллельно рассмат-
ривается задача о движении свободного четырехмерного твердого тела, также находящегося в
подобном поле сил. При этом на данное свободное тело действует также неконсервативная следя-
щая сила, либо заставляющая во все время движения величину скорости некоторой характерной
точки твердого тела оставаться постоянной во времени (что означает наличие в системе неинте-
грируемой сервосвязи, см. также [166, 167, 171, 174, 180]), либо заставляющая центр масс тела
двигаться прямолинейно и равномерно (что означает присутствие в системе пары сил, см. также
[180, 181, 187, 188]).

Ранее в [101, 166] автором уже была показана полная интегрируемость уравнений плоскопа-
раллельного движения закрепленного тела-маятника в однородном потоке набегающей среды
в условиях струйного обтекания, когда у системы динамических уравнений существует первый
интеграл, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций комплексного переменного,
имеющей существенно особые точки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все
взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет фор-
му (одномерной) пластины.

Позднее [141, 166] плоская задача была обобщена на пространственный (трехмерный) случай,
при этом у системы уравнений движения существует полный набор трансцендентных первых ин-
тегралов. Здесь уже предполагалось, что все взаимодействие однородного потока среды с закреп-
ленным телом (сферическим маятником) сосредоточено на той части поверхности тела, которая
имеет форму плоского (двумерного) диска.

Далее [180, 181, 190, 192, 195, 204, 237, 238, 243] были исследованы уравнения движения закреп-
ленных динамически симметричных четырехмерных твердых тел, где силовое поле сосредоточено
на той части поверхности тела, которая имеет форму трехмерного диска.

В данной главе результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие однородного потока
среды с закрепленным телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму
трехмерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, которое перпен-
дикулярно данному диску. Данные результаты систематизируются и подаются в инвариантном
виде.

4.1. Модельные предположения

Рассмотрим однородный трехмерный круговой диск D3 с центром в точке D, гиперплоскость
которого в четырехмерном евклидовом пространстве E

4 перпендикулярна державке OD. Диск
жестко закреплен к державке, находящейся на (обобщенном) сферическом шарнире O, и обтека-
ется однородным потоком среды. В этом случае тело представляет собой физический (обобщен-
ный сферический) маятник. Поток среды движется из бесконечности с постоянной скоростью
v = v∞ 6= 0, а державка сопротивления не создает.

Предположим, что суммарная сила S воздействия потока среды на диск перпендикулярна
диску D3, а точка N приложения этой силы определяется, по крайней мере, углом атаки α,
измеряемым между вектором скорости vD точкиD относительно потока и державкой OD, углами
β1, β2, измеряемыми в гиперплоскости диска D3 (таким образом, (v, α, β1, β2) — (обобщенные)
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сферические координаты конца вектора vD), а также тензором приведенной угловой скорости

ω̃ ∼= lΩ̃

vD
, vD = |vD|

(l — длина державки, Ω̃ — тензор угловой скорости маятника). Подобные условия обобщают
модель струйного обтекания пространственных тел [59, 63, 68, 105].

Вектор

e =
OD

l
(4.1.1)

определяет ориентацию державки. Тогда

S = s(α)v2De, (4.1.2)

где

s(α) = s1(α)sign cosα, (4.1.3)

где коэффициент сопротивления s1 > 0 зависит лишь от угла атаки α. В силу свойств осевой
симметрии тела-маятника относительно точки D функция s(α) является четной.

Пусть Dx1x2x3x4 — система координат, жестко связанная с телом, при этом ось Dx1 имеет
направляющий вектор e, а оси Dx2,Dx3 и Dx4 лежат в гиперплоскости диска D3.

Углами (ξ, η1, η2) мы определим положение державки OD в четырехмерном пространстве E
4.

При этом угол ξ будем измерять между державкой и направлением набегающего потока. Другими
словами, вводимые углы являются (обобщенными) сферическими координатами точки D центра
диска D3 на трехмерной сфере постоянного радиуса OD.

Пространством положений такого (обобщенного) сферического (физического) маятника явля-
ется трехмерная сфера

S
3{(ξ, η1, η2) ∈ R

3 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}, (4.1.4)

а фазовым пространством — касательное расслоение трехмерной сферы

T∗S
3{(ξ̇, η̇1, η̇2; ξ, η1, η2) ∈ R

6 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}. (4.1.5)

Тензор (второго ранга) Ω̃ угловой скорости в системе координат Dx1x2x3x4 будем определять
через кососимметрическую матрицу

Ω̃ =









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0









, Ω̃ ∈ so(4). (4.1.6)

Расстояние от центра D диска D3 до центра давления (точки N) будет иметь вид

|rN | = rN = DN

(

α, β1, β2,
lΩ

vD

)

, (4.1.7)

где

rN = {0, x2N , x3N , x4N}
в системе Dx1x2x3x4 (волну над Ω опустим).

Сразу же заметим, что, также как и в двумерном и трехмерном случаях, используемая мо-
дель воздействия потока среды на закрепленный маятник аналогична построенной модели для
свободного тела и в дальнейшем учитывает влияние вращательной производной момента си-
лы воздействия среды по тензору угловой скорости маятника (см. также [47, 48, 52]). Анализ
задачи о(б) (обобщенном) сферическом (физическом) маятнике в потоке позволит обнаружить
качественные аналогии в динамике частично закрепленных и свободных четырехмерных тел.
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4.2. Группа динамических уравнений на алгебре Ли so(4)

Пусть четырехмерное твердое тело Θ массы m с гладкой трехмерной границей ∂Θ находится
под воздействием некоторого неконсервативного поля сил (а именно, это можно интерпретиро-
вать как движение тела в сопротивляющейся среде, заполняющей четырехмерную область евкли-
дового пространства E

4). Предположим, что оно является динамически симметричным, при этом
имеются две логические возможности представления его тензора инерции в случае наличия двух
независимых равенств главных моментов инерции: либо в некоторой связанной с телом системе
координат Dx1x2x3x4 оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, I2, I2}, (4.2.1)

либо вид

diag{I1, I1, I3, I3}. (4.2.2)

В первом случае в гиперплоскости Dx2x3x4 тело динамически симметрично (другими словами,
ось Dx1 — ось динамической симметрии тела), а во втором случае двумерные плоскости Dx1x2
и Dx3x4 являются плоскостями динамической симметрии тела.

Конфигурационным пространством свободного n-мерного твердого тела является прямое про-
изведение пространства R

n (определяющего координаты центра масс тела) на группу его враще-
ний SO(n) (определяющую вращение тела вокруг центра масс)

R
n × SO(n) (4.2.3)

и имеет размерность

n+
n(n− 1)

2
=
n(n+ 1)

2
.

Соответственно, размерность фазового пространства равна

n(n+ 1).

В частности, если Ω — тензор угловой скорости четырехмерного твердого тела (а он является
терзором второго ранга [52, 54, 57, 60, 61, 73, 77, 94]), Ω ∈ so(4), то та часть динамических
уравнений движения, которая отвечает алгебре Ли so(4), имеет следующий вид [60, 61, 116,
117, 166]:

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω, ΩΛ+ ΛΩ] =M, (4.2.4)

где

Λ = diag{λ1, λ2, λ3, λ4}, (4.2.5)

λ1 =
−I1 + I2 + I3 + I4

2
, λ2 =

I1 − I2 + I3 + I4
2

,

λ3 =
I1 + I2 − I3 + I4

2
, λ4 =

I1 + I2 + I3 − I4
2

,

M =MF — момент внешних сил F, действующих на тело в R
4, спроектированный на естествен-

ные координаты в алгебре Ли so(4), [., .] — коммутатор в so(4). Кососимметрическую матрицу
(соответствующую данному тензору второго ранга) Ω ∈ so(4) будем представлять в виде (4.1.6),
где ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6 — компоненты тензора угловой скорости в проекциях на координаты
в алгебре Ли so(4).

При этом, очевидно, выполнены следующие равенства:

λi − λj = Ij − Ii (4.2.6)

для любых i, j = 1, . . . , 4.
При вычислении момента внешней силы, действующей на тело, необходимо построить отобра-

жение

R
4 × R

4 −→ so(4), (4.2.7)

переводящее пару векторов

(DN,F) ∈ R
4 × R

4 (4.2.8)
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из R
4 × R

4 в некоторый элемент из алгебры Ли so(4), где

DN = {0, x2N , x3N , x4N}, F = {F1, F2, F3, F4}, (4.2.9)

F — внешняя сила, действующая на тело. При этом строится соответствующая вспомогательная
матрица

(

0 x2N x3N x4N
F1 F2 F3 F4

)

. (4.2.10)

Тогда правая часть системы (4.2.4) примет вид

M = {M1,M2,M3,M4,M5,M6} =

= {x3NF4 − x4NF3, x4NF2 − x2NF4,−x4NF1, x2NF3 − x3NF2, x3NF1,−x2NF1}, (4.2.11)

где M1, M2, M3, M4, M5, M6 — компоненты тензора момента внешней силы в проекциях на
координаты в алгебре Ли so(4),

M =









0 −M6 M5 −M3

M6 0 −M4 M2

−M5 M4 0 −M1

M3 −M2 M1 0









. (4.2.12)

В нашем случае закрепленного маятника реализуется случай (4.2.1). Тогда динамическая часть
уравнений его движения примет следующий вид:

(I1 + I2)ω̇1 = 0,

(I1 + I2)ω̇2 = 0,

2I2ω̇3 + (I1 − I2)(ω2ω6 + ω1ω5) = x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

(I1 + I2)ω̇4 = 0,

2I2ω̇5 + (I1 − I2)(ω4ω6 − ω1ω3) = −x3N
(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

2I2ω̇6 + (I2 − I1)(ω4ω5 + ω2ω3) = x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

(4.2.13)

поскольку момент силы воздействия среды определяется через следующую вспомогательную мат-
рицу:

(

0 x2N x3N x4N
−s(α)v2D 0 0 0

)

, (4.2.14)

где
{−s(α)v2D, 0, 0, 0}

— разложение силы S воздействия среды в системе координат Dx1x2x3x4.
Поскольку размерность алгебры Ли so(4) равна 6, система уравнений (4.2.13) и составляет

группу динамических уравнений на so(4).
Видно, что в правую часть системы уравнений (4.2.13) входят, прежде всего, углы α, β1, β2,

поэтому данная система уравнений не является замкнутой. Для того, чтобы получить полную
систему уравнений движения маятника, необходимо к динамическим уравнениям на алгебре Ли
so(4) присоединить несколько групп кинематических уравнений.

4.2.1. Циклические первые интегралы. Сразу же заметим, что система (4.2.13), в силу
имеющейся динамической симметрии

I2 = I3 = I4, (4.2.15)

обладает тремя циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 = const, ω2 ≡ ω0

2 = const, ω4 ≡ ω0
4 = const. (4.2.16)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
4 = 0. (4.2.17)
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При условиях (4.2.15)–(4.2.17) система (4.2.13) примет вид незамкнутой системы трех уравне-
ний:

2I2ω̇3 = x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

2I2ω̇5 = −x3N
(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

2I2ω̇6 = x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2.

(4.2.18)

4.3. Первая группа кинематических уравнений

Для получения полной системы уравнений движения нам потребуется группа кинематических
уравнений, связывающих скорости точки D (центра диска D3) и набегающего потока:

vD = vD · iv(α, β1, β2) = Ω̃









l
0
0
0









+ (−v∞)iv(−ξ, η1, η2), (4.3.1)

где

iv(α, β1, β2) =









cosα
sinα cos β1

sinα sin β1 cos β2
sinα sin β1 sin β2









. (4.3.2)

Равенство (4.3.1) выражает теорему сложения скоростей в проекциях на связанную систему
координат Dx1x2x3x4.

Действительно, в левой части равенства (4.3.1) стоит скорость точки D маятника относительно
потока в проекциях на связанную с маятником систему координат Dx1x2x3x4. При этом вектор
iv(α, β1, β2) — единичный вектор вдоль оси вектора vD. Вектор iv(α, β1, β2) имеет (обобщенные)
сферические координаты (1, α, β1, β2), определяющие разложение (4.3.2).

В правой части равенства (4.3.1) стоит сумма скоростей точки D при повороте маятника (пер-
вое слагаемое) и движения потока (второе слагаемое). При этом в первом слагаемом имеются
координаты вектора OD = {l, 0, 0, 0} в системе координат Dx1x2x3x4.

На втором слагаемом правой части равенства (4.3.1) остановимся подробнее. В нем имеются
координаты вектора (−v∞) = {−v∞, 0, 0, 0} в неподвижном пространстве. Чтобы его записать в
проекциях на связанную систему координат Dx1x2x3x4 необходимо произвести (обратный) по-
ворот маятника на угол (−ξ), что алгебраически эквивалентно умножению величины (−v∞) на
вектор iv(−ξ, η1, η2).

Таким образом, первая группа кинематических уравнений (4.3.1) в нашем случае примет сле-
дующий вид:

vD cosα = −v∞ cos ξ,

vD sinα cos β1 = lω6 + v∞ sin ξ cos η1,

vD sinα sin β1 cos β2 = −lω5 + v∞ sin ξ sin η1 cos η2,

vD sinα sin β1 sin β2 = lω3 + v∞ sin ξ sin η1 sin η2.

(4.3.3)

4.4. Вторая группа кинематических уравнений

Нам также потребуется группа кинематических уравнений, связывающих тензор угловой ско-
рости Ω̃ и координаты ξ̇, η̇1, η̇2, ξ, η1, η2 фазового пространства (4.1.5) исследуемого маятника —

касательного расслоения T∗S3{ξ̇, η̇1, η̇2; ξ, η1, η2}.
Проведем рассуждения в стиле, допускающем любую размерность. Искомые уравнения полу-

чаются из следующих двух групп соотношений. Поскольку движение тела формально происхо-
дит в евклидовом пространстве E

n, n = 4, сначала выражается набор, состоящий из фазовых
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переменных ω3, ω5, ω6, через новые переменные z1, z2, z3 (из набора z). Для этого производится
следующая композиция поворотов на углы η1, η2:





ω3

ω5

ω6



 = T1,2(η2) ◦ T2,3(η1)





z1
z2
z3



 , (4.4.1)

где

T2,3(η1) =





1 0 0
0 cos η1 − sin η1
0 sin η1 cos η1



 , T1,2(η2) =





cos η2 − sin η2 0
sin η2 cos η2 0
0 0 1



 . (4.4.2)

Другими словами, справедливы соотношения




z1
z2
z3



 = T2,3(−η1) ◦ T1,2(−η2)





ω3

ω5

ω6



 , (4.4.3)

т.е.
z1 = ω3 cos η1 + ω5 sin η2,

z2 = −ω3 cos η1 sin η2 + ω5 cos η1 cos η2 + ω6 sin η1,

z3 = ω3 sin η1 sin η2 − ω5 sin η1 cos η2 + ω6 cos η1.

(4.4.4)

Затем вместо группы переменных z подставляется следующая зависимость:

z3 = ξ̇,

z2 = −η̇1
sin ξ

cos ξ
,

z1 = η̇2
sin ξ

cos ξ
sin η1.

(4.4.5)

Таким образом, две группы уравнений (4.4.1) и (4.4.5) дают вторую группу кинематических
уравнений:

ω3 = ξ̇ sin η1 sin η2 + η̇1
sin ξ

cos ξ
cos η1 sin η2 + η̇2

sin ξ

cos ξ
sin η1 cos η2,

ω5 = −ξ̇ sin η1 cos η2 − η̇1
sin ξ

cos ξ
cos η1 cos η2 + η̇2

sin ξ

cos ξ
sin η1 sin η2,

ω6 = ξ̇ cos η1 − η̇1
sin ξ

cos ξ
sin η1.

(4.4.6)

Видно, что три группы соотношений (4.2.18), (4.3.3), (4.4.6) образуют замкнутую систему урав-
нений. В эти три группы уравнений входят следующие функции:

x2N

(

α, β1, β2,
Ω

vD

)

, x3N

(

α, β1, β2,
Ω

vD

)

, x4N

(

α, β1, β2,
Ω

vD

)

, s(α). (4.4.7)

При этом функция s считается зависимой лишь от α, а функции x2N , x3N , x4N могут зависеть,
наряду с углами α, β1, β2, вообще говоря, и от приведенного тензора угловой скорости lΩ̃/vD.

4.5. Задача о движении свободного тела при наличии следящей силы

Параллельно рассматриваемой задаче о движении закрепленного тела, рассмотрим простран-
ственное движение свободного динамически симметричного (случай (4.2.1)) четырехмерного
твердого тела с передним торцом (круговым трехмерным диском D3) в поле силы сопротивления
в условиях квазистационарности [59, 79, 101, 105, 129] с той же моделью воздействия среды.

Если (v, α, β1, β2) — сферические координаты вектора скорости центра D диска D3, лежаще-

го на оси симметрии тела, Ω̃ — тензор угловой скорости тела (см. (4.1.6)) в системе коорди-
нат Dx1x2x3x4, связанной с телом, при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 (C —
центр масс), а оси Dx2,Dx3,Dx4 лежат в гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, I4 = I2, m
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— инерционно-массовые характеристики, то динамическая часть уравнений движения тела, при
котором касательные силы воздействия среды на диск отсутствуют, примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− ω6v sinα cos β1 + ω5v sinα sin β1 cos β2−

−ω3v sinα sin β1 sin β2 + σ(ω2
6 + ω2

5 + ω2
3) =

F1

m
,

v̇ sinα cos β1 + α̇v cosα cos β1 − β̇1v sinα sin β1+

+ω6v cosα− ω4v sinα sin β1 cosβ2 + ω2v sinα sin β1 sin β2−
−σ(ω4ω5 + ω2ω3)− σω̇6 = 0,

v̇ sinα sin β1 cos β2 + α̇v cosα sin β1 cos β2 + β̇1v sinα cos β1 cos β2−
−β̇2v sinα sin β1 sin β2 − ω5v cosα+ ω4v sinα cos β1 − ω1v sinα sinβ1 sin β2−

−σ(−ω1ω2 + ω4ω6) + σω̇5 = 0,

v̇ sinα sin β1 sin β2 + α̇v cosα sin β1 sin β2 + β̇1v sinα cos β1 sin β2+ (4.5.1)

+β̇2v sinα sin β1 cos β2 + ω3v cosα− ω2v sinα cos β1 + ω1v sinα sinβ1 cos β2+

+σ(ω2ω6 + ω1ω5)− σω̇3 = 0,

(I1 + I2)ω̇1 = 0,

(I1 + I2)ω̇2 = 0,

2I2ω̇3 + (I1 − I2)(ω2ω6 + ω1ω5) = x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

(I1 + I2)ω̇4 = 0,

2I2ω̇5 + (I1 − I2)(ω4ω6 − ω1ω3) = −x3N
(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

2I2ω̇6 + (I2 − I1)(ω4ω5 + ω2ω3) = x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

где
F1 = −S, S = s(α)v2, σ = CD, (4.5.2)

при этом
(

0, x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

))

(4.5.3)

— координаты точки N приложения силы S в системе координат Dx1x2x3x4, связанной с телом.
Первые четыре уравнения системы (4.5.1) описывают движение центра масс в четырехмерном

евклидовом пространстве E
4 в проекциях на систему координат Dx1x2x3x4. Вторые же шесть

уравнений системы (4.5.1) получены из (4.2.4).
Таким образом, фазовым пространством системы динамических уравнений (4.5.1) десятого

порядка является прямое произведение

R
1 × S

3 × so(4) (4.5.4)

четырехмерного многообразия на алгебру Ли so(4). При этом, поскольку сила воздействия среды
не зависит от положения тела в пространстве, система динамических уравнений (4.5.1) отделя-
ется от системы кинематических уравнений и может быть рассмотрена самостоятельно (см.
также [133, 134, 139, 140]).

4.5.1. Циклические первые интегралы. Сразу же заметим, что система (4.5.1), в силу име-
ющейся динамической симметрии

I2 = I3 = I4, (4.5.5)

обладает циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 = const, ω2 ≡ ω0

2 = const, ω4 ≡ ω0
4 = const. (4.5.6)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
4 = 0. (4.5.7)
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4.5.2. Неинтегрируемая связь. Если рассматривается более общая задача о движении тела
при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через центр масс и обеспечивающей во
все время движения выполнение равенства (см. также [145])

v ≡ const, (4.5.8)

то в системе (4.5.1) вместо F1 будет стоять величина

T − s(α)v2. (4.5.9)

В результате соответствующего выбора величины T следящей силы можно формально до-
биться во все время движения выполнения равенства (4.5.8) [154]. Действительно, формально
выражая величину T в силу системы (4.5.1), получим при cosα 6= 0:

T = Tv(α, β1, β2,Ω) = mσ(ω2
3 + ω2

5 + ω2
6)+

+s(α)v2
[

1− mσ

2I2

sinα

cosα
Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)]

, (4.5.10)

где

Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sin β1 sin β2+

+x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sin β1 cos β2 + x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ1. (4.5.11)

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-первых, произошло преобразо-
вание системы при помощи наличия в системе следящей силы (управления), обеспечивающей
рассмотрение интересующего нас класса движений (4.5.8). Во-вторых, на это все можно посмот-
реть как на процедуру, позволяющую понизить порядок системы. Действительно, система (4.5.1)
в результате действий порождает независимую систему шестого порядка следующего вида:

α̇v cosα cos β1 − β̇1v sinα sin β1 + ω6v cosα− σω̇6 = 0,

α̇v cosα sin β1 cos β2 + β̇1v sinα cos β1 cos β2 − β̇2v sinα sin β1 sinβ2−
−ω5v cosα+ σω̇5 = 0,

α̇v cosα sin β1 sin β2 + β̇1v sinα cos β1 sin β2 + β̇2v sinα sin β1 cosβ2+

+ω3v cosα− σω̇3 = 0, (4.5.12)

2I2ω̇3 = x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

2I2ω̇5 = −x3N
(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

2I2ω̇6 = x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляется параметр v.
Система (4.5.12) эквивалентна системе

α̇v cosα+ v cosα [ω6 cosβ1 − ω5 sinβ1 cos β2 + ω3 sin β1 sin β2] +

+σ [−ω̇6 cos β1 + ω̇5 sin β1 cos β2 − ω̇3 sin β1 sin β2] = 0,

β̇1v sinα− v cosα [ω5 cos β1 cosβ2 + ω6 sinβ1 − ω3 cos β1 sin β2] +

+σ [ω̇5 cos β1 cos β2 + ω̇6 sinβ1 − ω̇3 cosβ1 sin β2] = 0,

β̇2v sinα sin β1 + v cosα [ω3 cos β2 + ω5 sin β2] +

+σ [−ω̇3 cos β2 − ω̇5 sin β2] = 0, (4.5.13)

ω̇3 =
v2

2I2
x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α),

ω̇5 = − v2

2I2
x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α),
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ω̇6 =
v2

2I2
x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α).

Введем новые квазискорости в системе:




ω3

ω5

ω6



 = T1,2(β2) ◦ T2,3(β1)





z1
z2
z3



 , (4.5.14)

где

T2,3(β1) =





1 0 0
0 cos β1 − sin β1
0 sin β1 cos β1



 , T1,2(β2) =





cosβ2 − sin β2 0
sinβ2 cos β2 0
0 0 1



 . (4.5.15)

Другими словами, справедливы соотношения




z1
z2
z3



 = T2,3(−β1) ◦ T1,2(−β2)





ω3

ω5

ω6



 , (4.5.16)

т.е.
z1 = ω3 cos β1 + ω5 sin β2,

z2 = −ω3 cos β1 sin β2 + ω5 cos β1 cos β2 + ω6 sinβ1,

z3 = ω3 sin β1 sin β2 − ω5 sin β1 cos β2 + ω6 cos β1.

(4.5.17)

Как видно из (4.5.13), на многообразии

O1 =
{

(α, β1, β2, ω3, ω5, ω6) ∈ R
6 : α =

π

2
k, β1 = πl, k, l ∈ Z

}

(4.5.18)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇, β̇1, β̇2. Формально, таким образом, на
многообразии (4.5.18) происходит нарушение теоремы единственности. Более того, при k чет-
ном и любом l неопределенность возникает по причине вырождения сферических координат
(v, α, β1, β2), а при k нечетном происходит явное нарушение теоремы единственности, поскольку
при этом первое уравнение (4.5.13) вырождается.

Из этого следует, что система (4.5.12) вне и только вне многообразия (4.5.18) эквивалентна
системе

α̇ = −z3 +
σv

2I2

s(α)

cosα
Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

,

ż3 =
v2

2I2
s(α)Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

− (z21 + z22)
cosα

sinα
−

− σv

2I2

s(α)

sinα
z2∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

+
σv

2I2

s(α)

sinα
z1Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

,

ż2 = − v2

2I2
s(α)∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

+ z2z3
cosα

sinα
+ z21

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+
σv

2I2

s(α)

sinα
z3∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

− σv

2I2

s(α)

sinα

cos β1
sinβ1

z1Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, (4.5.19)

ż1 =
v2

2I2
s(α)Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

+ z1z3
cosα

sinα
− z1z2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−

− σv

2I2

s(α)

sinα
z3Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

+
σv

2I2

s(α)

sinα

cos β1
sin β1

z2Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

,

β̇1 = z2
cosα

sinα
+
σv

2I2

s(α)

sinα
∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

,

β̇2 = −z1
cosα

sinα sin β1
+
σv

2I2

s(α)

sinα sin β1
Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

,

где

∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cos β1 sin β2+
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+x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cos β1 cos β2 − x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ1, (4.5.20)

Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cos β2−

−x3N
(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sin β2, (4.5.21)

а функция Γv (α, β1, β2,Ω/v) представляется в виде (4.5.11).
Здесь и далее зависимость от групп переменных (α, β1, β2,Ω/v) понимается как сложная зави-

симость от (α, β1, β2, z1/v, z2/v, z3/v) в силу (4.5.17).
Нарушение теоремы единственности для системы (4.5.13) на многообразии (4.5.18) при нечет-

ном k происходит в следующем смысле: почти через любую точку из многообразия (4.5.18) при
нечетном k проходит неособая фазовая траектория системы (4.5.13), пересекая многообразие
(4.5.18) под прямым углом, а также существует фазовая траектория, полностью совпадающая
во все моменты времени с указанной точкой. Но физически это различные траектории, так как
им отвечают разные значения следящей силы. Покажем это.

Как показано выше, для поддержания связи вида (4.5.8) необходимо выбрать значение T при
cosα 6= 0 в виде (4.5.10).

Пусть

lim
α→π/2

s(α)

cosα
Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= L

(

β1, β2,
Ω

v

)

. (4.5.22)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim
α→π/2

∣

∣

∣

∣

∂

∂α

(

Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)

)∣

∣

∣

∣

< +∞. (4.5.23)

При α = π/2 нужная величина следящей силы найдется из равенства

T = Tv

(π

2
, β1, β2,Ω

)

= mσ(ω2
3 + ω2

5 + ω2
6)−

mσLv2

2I2
, (4.5.24)

где значения ω3, ω3, ω6 — произвольны.
С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы вращение вокруг некоторой точки

W евклидова пространства E
4, необходимо выбрать следящую силу в виде

T = Tv

(π

2
, β1, β2,Ω

)

=
mv2

R0
, (4.5.25)

где R0 — расстояние CW .
Равенства (4.5.24) и (4.5.25) определяют, вообще говоря, различные значения следящей силы

T для почти всех точек многообразия (4.5.18), что и доказывает сделанное замечание.

4.5.3. Постоянная скорость центра масс. Если рассматривается более общая задача о дви-
жении тела при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через центр масс и обеспечи-
вающей во все время движения выполнение равенства (см. также [155, 160, 208])

VC ≡ const (4.5.26)

(VC — скорость центра масс), то в системе (4.5.1) вместо F1 должна стоять величина, тожде-
ственно равная нулю, поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (4.5.27)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α, β1, β2,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (4.5.28)

Случай (4.5.28) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности
отделения независимой подсистемы четвертого порядка после некоторого преобразования систе-
мы (4.5.1).
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Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α, β1, β2,Ω) =

=
6

∑

i,j=0, i6j

τi,j

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

ωiωj = T1

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

v2, ω0 = v. (4.5.29)

Введем для начала новые квазискорости (4.5.14)–(4.5.16).
Систему (4.5.1) в случаях (4.5.5)–(4.5.7) можно переписать в виде

v̇ + σ(z21 + z22 + z23) cosα− σ
v2

2I2
s(α) sinα · Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=

=
T1

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

v2 − s(α)v2

m
cosα,

α̇v + z3v − σ(z21 + z22 + z23) sinα− σ
v2

2I2
s(α) cosα · Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=

=
s(α)v2 − T1

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

v2

m
sinα,

β̇1 sinα− z2 cosα− σv

2I2
s(α) ·∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= 0. (4.5.30)

β̇2 sinα sinβ1 + z1 cosα− σv

2I2
s(α) ·Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= 0.

ω̇3 =
v2

2I2
x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α),

ω̇5 = − v2

2I2
x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α),

ω̇6 =
v2

2I2
x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α).

Вводя далее новые безразмерные фазовые переменные и дифференцирование по формулам

zk = n1vZk, k = 1, 2, 3, < · >= n1v <
′>, n1 > 0, n1 = const, (4.5.31)

система (4.5.30) приведется к следующему виду:

v′ = vΨ(α, β1, β2, Z), (4.5.32)

α′ = −Z3 + σn1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) sinα+

+
σ

2I2n1
s(α) cosα · Γv (α, β1, β2, n1Z)−

−T1 (α, β1, β2, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (4.5.33)

Z ′
3 =

s(α)

2I2n21
· Γv (α, β1, β2, n1Z)− (Z2

1 + Z2
2 )

cosα

sinα
−

− σ

2I2n1
Z2
s(α)

sinα
·∆v (α, β1, β2, n1Z)+

+
σ

2I2n1
Z1
s(α)

sinα
·Θv (α, β1, β2, n1Z)− Z3 ·Ψ(α, β1, β2, Z) , (4.5.34)

Z ′
2 = − s(α)

2I2n21
·∆v (α, β1, β2, n1Z) + Z2Z3

cosα

sinα
+

+Z2
1

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+
σ

2I2n1
Z3
s(α)

sinα
·∆v (α, β1, β2, n1Z)−

− σ

2I2n1
Z1
s(α)

sinα
·Θv (α, β1, β2, n1Z)− Z2 ·Ψ(α, β1, β2, Z) , (4.5.35)
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Z ′
1 =

s(α)

2I2n21
·Θv (α, β1, β2, n1Z) + Z1Z3

cosα

sinα
−

−Z1Z2
cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

− σ

2I2n1

s(α)

sinα sin β1
·Θv (α, β1, β2, n1Z)×

×[Z3 sin β1 − Z2 cos β1]− Z1 ·Ψ(α, β1, β2, Z) , (4.5.36)

β′1 = Z2
cosα

sinα
+

σ

2I2n1

s(α)

sinα
·∆v (α, β1, β2, n1Z) , (4.5.37)

β′2 = −Z1
cosα

sinα sin β1
+

σ

2I2n1

s(α)

sinα sin β1
·Θv (α, β1, β2, n1Z) , (4.5.38)

где

Ψ(α, β1, β2, Z) = −σn1(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα+

+
σ

2I2n1
s(α) sinα · Γv (α, β1, β2, n1Z)+

+
T1 (α, β1, β2, n1Z)− s(α)

mn1
cosα, (4.5.39)

а функции Γv

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

, ∆v

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

, Θv

(

α, β1, β2,
Ω
v

)

представляются в виде (4.5.11),
(4.5.20), (4.5.21), соответственно.

Видно, что в системе седьмого порядка (4.5.32)–(4.5.38) может быть выделена независимая
подсистема шестого порядка (4.5.33)–(4.5.38), которая может быть самостоятельно рассмотрена
на своем шестимерном фазовом пространстве.

В частности, при выполнении условия (4.5.28) только что рассмотренный прием выделения
независимой подсистемы шестого порядка также возможен.

4.6. Случай отсутствия зависимости момента неконсервативных сил

от угловой скорости

Выберем функцию rN в следующем виде (диск D3 задается уравнением x1N ≡ 0):

rN =









0
x2N
x3N
x4N









= R(α)iN , (4.6.1)

где

iN = iv

(π

2
, β1, β2

)

(4.6.2)

(см. (4.3.2)).
В нашем случае

iN =









0
cos β1

sinβ1 cos β2
sinβ1 sin β2









. (4.6.3)

Таким образом, выполнены равенства

x2N = R(α) cos β1, x3N = R(α) sin β1 cos β2, x4N = R(α) sin β1 sinβ2, (4.6.4)

убеждающие нас о том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость момента сил от
тензора угловой скорости (имеется лишь зависимость от углов α, β1, β2).

Итак, для построения силового поля используется пара функций R(α), s(α), информация о
которых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа Чаплыгина
[121, 122], динамические функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (4.6.5)
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4.6.1. Приведенные системы.

Теорема 4.6.1. Совместные уравнения (4.2.13), (4.3.3), (4.4.6) при выполнении условий
(4.2.15)–(4.2.17), (4.6.1), (4.6.5) редуцируются к динамической системе на касательном расслое-
нии (4.1.5) трехмерной сферы (4.1.4).

Действительно, если ввести безразмерные параметр и дифференцирование:

b∗ = ln0, n
2
0 =

AB

2I2
, < · >= n0v∞ <′>, (4.6.6)

то полученные уравнения будут иметь следующий вид:

ξ′′ + b∗ξ
′ cos ξ + sin ξ cos ξ − [η′21 + η′22 sin2 η1]

sin ξ

cos ξ
= 0,

η′′1 + b∗η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
− η′22 sin η1 cos η1 = 0,

η′′2 + b∗η
′
2 cos ξ + ξ′η′2

1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η′1η

′
2

cos η1
sin η1

= 0, b∗ > 0.

(4.6.7)

После же перехода от переменных z (о переменных z см. (4.4.5)) к промежуточным безразмер-
ным переменным

zk = n0v∞Zk, k = 1, 2, z3 = n0v∞Z3 − n0v∞b∗ sin ξ, (4.6.8)

система (4.6.7) будет эквивалентна системе

ξ′ = Z3 − b∗ sin ξ, (4.6.9)

Z ′
3 = − sin ξ cos ξ + (Z2

1 + Z2
2 )

cos ξ

sin ξ
, (4.6.10)

Z ′
2 = −Z2Z3

cos ξ

sin ξ
− Z2

1

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

, (4.6.11)

Z ′
1 = −Z1Z3

cos ξ

sin ξ
+ Z1Z2

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

, (4.6.12)

η′1 = −Z2
cos ξ

sin ξ
, (4.6.13)

η′2 = Z1
cos ξ

sin ξ sin η1
, (4.6.14)

на касательном расслоении

T∗S
3{(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) ∈ R

6 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π} (4.6.15)

трехмерной сферы S
3{(ξ, η1, η2) ∈ R

2 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (4.6.9)–(4.6.14) по причине цикличности переменной η2

выделяется независимая подсистема пятого порядка (4.6.9)–(4.6.13), которая может быть само-
стоятельно рассмотрена на своем пятимерном многообразии.

4.6.2. Общие замечания об интегрируемости системы. Для полного интегрирования си-
стемы (4.6.9)–(4.6.14) шестого порядка необходимо знать, вообще говоря, пять независимых пер-
вых интегралов. Но рассматриваемые системы имеют такие симметрии, которые позволяют сни-
зить достаточное количество первых интегралов до четырех для интегрирования систем.
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4.6.2.1. Система при отсутствии силового поля. Рассмотрим систему (4.6.9)–(4.6.14) на каса-
тельном расслоении T∗S3{Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2} трехмерной сферы S

3{ξ, η1, η2}. При этом получим
из нее систему консервативную. Более того, будем считать, что функция (4.5.11) тождественно
равна нулю (в частности, b∗ = 0, а также коэффициент sin ξ cos ξ в уравнении (4.6.10) отсутству-
ет). Рассматриваемая система примет вид

ξ′ = Z3, (4.6.16)

Z ′
3 = (Z2

1 + Z2
2 )

cos ξ

sin ξ
, (4.6.17)

Z ′
2 = −Z2Z3

cos ξ

sin ξ
− Z2

1

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

, (4.6.18)

Z ′
1 = −Z1Z3

cos ξ

sin ξ
+ Z1Z2

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

, (4.6.19)

η′1 = −Z2
cos ξ

sin ξ
, (4.6.20)

η′2 = Z1
cos ξ

sin ξ sin η1
. (4.6.21)

Система (4.6.16)–(4.6.21) описывает движение твердого тела при отсутствии внешнего поля
сил.

Теорема 4.6.2. Система (4.6.16)–(4.6.21) обладает четырьмя независимыми аналитически-
ми первыми интегралами следующего вида:

Φ1(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) =
√

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 = C1 = const, (4.6.22)

Φ2(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) =
√

Z2
1 + Z2

2 sin ξ = C2 = const, (4.6.23)

Φ3(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) = Z1 sin ξ sin η1 = C3 = const, (4.6.24)

Φ4(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) = C4 = const. (4.6.25)

Три первых интеграла (4.6.22)–(4.6.24) констатируют тот факт, что поскольку внешнего поля
сил нет, то сохраняются три (вообще говоря, ненулевые) компоненты тензора угловой скорости
четырехмерного твердого тела, а именно:

ω3 ≡ ω0
3 = const, ω5 ≡ ω0

5 = const, ω6 ≡ ω0
6 = const. (4.6.26)

В частности, наличие первого интеграла (4.6.22) объясняется равенством

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 =

1

n20v
2
∞

[

ω2
3 + ω2

5 + ω2
6

]

≡ C2
1 = const. (4.6.27)

Четвертый первый интеграл (4.6.25) имеет кинематический смысл, “привязывает” уравнение
на η2 и может быть найден из следующей квадратуры:

dη2
dη1

= −Z1

Z2

1

sin η1
, (4.6.28)

при этом если воспользоваться уровнями первых интегралов (4.6.23), (4.6.24) и получить равен-
ство

Z1

Z2
= ±

√

C2
2

C2
3

sin2 η1 − 1, (4.6.29)

то квадратура (4.6.28) примет вид

η2 = ±
∫

du

(1− u2)

√

(

C2

2

C2

3

− 1
)

− C2

2

C2

3

u2
, u = cos η1. (4.6.30)
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Ее вычисление приводит к следующему виду:

η2 + C4 = ±arctg
cos η1

√

C2

2

C2

3

sin2 η1 − 1

, C4 = const, (4.6.31)

позволяющему получить первый интеграл (4.6.25). Преобразуя последнее равенство, имеем сле-
дующее инвариантное соотношение:

tg2(η2 + C4) =
C2
3

(C2
2 − C2

3 )tg
2η1 − C2

3

. (4.6.32)

Теперь перефразируем теорему 4.6.2.

Теорема 4.6.3. Система (4.6.16)–(4.6.21) обладает четырьмя независимыми первыми инте-
гралами следующего вида:

Ψ1(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) =
Φ2
1

Φ2
=

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3

√

Z2
1 + Z2

2 sin ξ
= C ′

1 = const, (4.6.33)

Ψ2(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) = C ′
2 = const, (4.6.34)

Ψ3(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) =
Φ2

Φ3
=

√

Z2
1 + Z2

2

Z1 sin η1
= C ′

3 = const, (4.6.35)

Ψ4(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) = C ′
4 = const. (4.6.36)

Первый интеграл (4.6.36) также имеет кинематический смысл и “привязывает” уравнение на
η2, а функции Ψ2,Ψ4 можно выбрать соответственно равными Φ2,Φ4.

В формулировке теоремы 4.6.3 (в отличие от теоремы 4.6.2) отсутствует характеристика глад-
кости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или числители и знаменатели одно-
временно) первых интегралов (4.6.33)–(4.6.36) обращаются в нуль, сами интегралы как функции
имеют особенности. Более того, они часто не могут быть, вообще говоря, даже непрерывными
функциями.

В силу теоремы 4.6.3 преобразованный набор первых интегралов (4.6.33)–(4.6.36) системы
(4.6.16)–(4.6.21) (системы при отсутствии силового поля) по-прежнему остается набором первых
интегралов данной системы.

Для полного интегрирования системы (4.6.16)–(4.6.21) шестого порядка необходимо знать, во-
обще говоря, пять независимых первых интегралов. Однако после следующей замены перемен-
ных:

w3 = −Z3,

w2 =
√

Z2
2 + Z2

1 ,

w1 =
Z2

Z1
,

(4.6.37)

система (4.6.16)–(4.6.21) распадается следующим образом:

ξ′ = −w3,

w′
3 = −w2

2

cos ξ

sin ξ
,

w′
2 = w2w3

cos ξ

sin ξ
,



























(4.6.38)

w′
1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2)

1 + w2
1

w1

cos η1
sin η1

,

η′1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2),











(4.6.39)

η′2 = d2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2), (4.6.40)
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где

d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = Z2(w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ
= ± w1w2

√

1 + w2
1

cos ξ

sin ξ
,

d2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = −Z1(w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ sin η1
= ∓ w2

√

1 + w2
1

cos ξ

sin ξ sin η1
,

(4.6.41)

при этом
Zk = Zk(w3, w2, w1), k = 1, 2, (4.6.42)

— функции в силу замены (4.6.37).
Система (4.6.38)–(4.6.40) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
3{(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) ∈ R

6 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π} (4.6.43)

трехмерной сферы S
3{(ξ, η1, η2) ∈ R

3 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (4.6.38)–(4.6.40) выделяется независимая подсистема

третьего порядка (4.6.38), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмер-
ном многообразии, независимая система второго порядка (4.6.39) (после замены независимой
переменной), а также (по причине цикличности переменной η2) уравнение (4.6.40) на η2 отделя-
ется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.6.38)–(4.6.40) достаточно указать два
независимых первых интеграла системы (4.6.38), один — для системы (4.6.39) и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.6.40) (т.е. всего четыре).

Замечание 4.6.1. Выпишем первые интегралы (4.6.33)–(4.6.36) в переменных w1, w2, w3 в си-
лу (4.6.37). Получим:

Θ1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) =
w2
2 + w2

3

w2 sin ξ
= C ′′

1 = const, (4.6.44)

Θ2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = w2 sin ξ = C ′′
2 = const, (4.6.45)

Θ3(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) =

√

1 + w2
1

sin η1
= C ′′

3 = const, (4.6.46)

Θ4(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = C ′′
4 = const. (4.6.47)

Таким образом, два независимых первых интеграла (4.6.44), (4.6.45) достаточны для интегри-
рования системы (4.6.38), первый интеграл (4.6.46) достаточен для интегрирования независимого
уравнения первого порядка

dw1

dη1
=

1 + w2
1

w1

cos η1
sin η1

, (4.6.48)

после замены независимого переменного эквивалентного системе (4.6.39), и, наконец, первый ин-
теграл (4.6.47) достаточен для “привязывания” уравнения (4.6.40). Доказана

Теорема 4.6.4. Система (4.6.16)–(4.6.21) шестого порядка обладает достаточным количе-
ством (четырьмя) независимых первых интегралов.

4.6.2.2. Система при наличии консервативного силового поля. Теперь рассмотрим систему
(4.6.9)–(4.6.14) при условии b∗ = 0. При этом получим систему консервативную. А именно, на-
личие силового поля характеризует коэффициент sin ξ cos ξ в уравнении (4.6.10) (в отличие от
системы (4.6.16)–(4.6.21)). Рассматриваемая система примет вид

ξ′ = Z3, (4.6.49)

Z ′
3 = − sin ξ cos ξ + (Z2

1 + Z2
2 )

cos ξ

sin ξ
, (4.6.50)

Z ′
2 = −Z2Z3

cos ξ

sin ξ
− Z2

1

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

, (4.6.51)

Z ′
1 = −Z1Z3

cos ξ

sin ξ
+ Z1Z2

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

, (4.6.52)
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η′1 = −Z2
cos ξ

sin ξ
, (4.6.53)

η′2 = Z1
cos ξ

sin ξ sin η1
. (4.6.54)

Итак, система (4.6.49)–(4.6.54) описывает движение твердого тела в консервативном внешнем
поле сил.

Теорема 4.6.5. Система (4.6.49)–(4.6.54) обладает четырьмя независимыми аналитически-
ми первыми интегралами следующего вида:

Φ1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + sin2 ξ = C1 = const, (4.6.55)

Φ2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) =
√

Z2
1 + Z2

2 sin ξ = C2 = const, (4.6.56)

Φ3(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = Z1 sin ξ sin η1 = C3 = const, (4.6.57)

Φ4(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = C4 = const. (4.6.58)

Первый интеграл (4.6.55) является интегралом полной энергии. Первый интеграл (4.6.58) имеет
кинематический смысл, “привязывает” уравнение на η2 и найден выше.

Теперь перефразируем теорему 4.6.5.

Теорема 4.6.6. Система (4.6.49)–(4.6.54) обладает четырьмя независимыми первыми инте-
гралами следующего вида:

Ψ1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) =
Φ1

Φ2
=
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + sin2 ξ

√

Z2
1 + Z2

2 sin ξ
= C ′

1 = const, (4.6.59)

Ψ2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = C ′
2 = const, (4.6.60)

Ψ3(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) =
Φ2

Φ3
=

√

Z2
1 + Z2

2

Z1 sin η1
= C ′

3 = const, (4.6.61)

Ψ4(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = C ′
4 = const. (4.6.62)

Функции Ψ2,Ψ4 можно выбрать соответственно равными Φ2,Φ4.
В формулировке теоремы 4.6.6 (в отличие от теоремы 4.6.5) отсутствует характеристика глад-

кости первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или числители и знаменатели одно-
временно) первых интегралов (4.6.59)–(4.6.62) обращаются в нуль, сами интегралы как функции
имеют особенности. Более того, они часто не могут быть, вообще говоря, даже непрерывными
функциями.

В силу теоремы 4.6.6 преобразованный набор первых интегралов (4.6.59)–(4.6.62) системы
(4.6.49)–(4.6.54) (системы при наличии консервативного силового поля) по-прежнему остается
набором первых интегралов данной системы.

Для полного интегрирования системы (4.6.49)–(4.6.54) шестого порядка необходимо знать, во-
обще говоря, пять независимых первых интегралов. Однако после замены переменных (4.6.37)
система (4.6.49)–(4.6.54) распадается следующим образом:

ξ′ = −w3,

w′
3 = sin ξ cos ξ − w2

2

cos ξ

sin ξ
,

w′
2 = w2w3

cos ξ

sin ξ
,



























(4.6.63)

w′
1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2)

1 + w2
1

w1

cos η1
sin η1

,

η′1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2),











(4.6.64)

η′2 = d2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2), (4.6.65)

где выполнены условия (4.6.41).
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Система (4.6.63)–(4.6.65) рассматривается на касательном расслоении (4.6.43) трехмерной сфе-
ры S

3{(ξ, η1, η2) ∈ R
3 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}.

Видно, что в системе шестого порядка (4.6.63)–(4.6.65) выделяется независимая подсистема
третьего порядка (4.6.63), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмер-
ном многообразии, независимая система второго порядка (4.6.64) (после замены независимой
переменной), а также (по причине цикличности переменной η2) уравнение (4.6.65) на η2 отделя-
ется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.6.63)–(4.6.65) достаточно указать два
независимых первых интеграла системы (4.6.63), один — для системы (4.6.64) и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.6.65) (т.е. всего четыре).

Замечание 4.6.2. Выпишем первые интегралы (4.6.59)–(4.6.62) в переменных w1, w2, w3 в си-
лу (4.6.37). Получим:

Θ1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) =
w2
2 + w2

3 + sin2 ξ

w2 sin ξ
= C ′′

1 = const, (4.6.66)

Θ2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = w2 sin ξ = C ′′
2 = const, (4.6.67)

Θ3(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) =

√

1 + w2
1

sin η1
= C ′′

3 = const, (4.6.68)

Θ4(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = C ′′
4 = const. (4.6.69)

Таким образом, два независимых первых интеграла (4.6.66), (4.6.67) достаточны для интегри-
рования системы (4.6.63), первый интеграл (4.6.68) достаточен для интегрирования независимого
уравнения первого порядка

dw1

dη1
=

1 + w2
1

w1

cos η1
sin η1

, (4.6.70)

после замены независимого переменного эквивалентного системе (4.6.64), и, наконец, первый ин-
теграл (4.6.69) достаточен для “привязывания” уравнения (4.6.65). Доказана

Теорема 4.6.7. Система (4.6.49)–(4.6.54) шестого порядка обладает достаточным количе-
ством (четырьмя) независимых первых интегралов.

4.6.3. Полный список первых интегралов. Перейдем теперь к интегрированию искомой
системы шестого порядка (4.6.9)–(4.6.14) (без всяких упрощений — при наличии всех коэффици-
ентов).

Аналогичным образом, для полного интегрирования системы (4.6.9)–(4.6.14) шестого порядка
необходимо знать, вообще говоря, пять независимых первых интегралов. Однако после замены
переменных (4.6.37) система (4.6.9)–(4.6.14) распадается следующим образом:

ξ′ = −w3 − b∗ sin ξ,

w′
3 = sin ξ cos ξ − w2

2

cos ξ

sin ξ
,

w′
2 = w2w3

cos ξ

sin ξ
,



























(4.6.71)

w′
1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2)

1 + w2
1

w1

cos η1
sin η1

,

η′1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2),











(4.6.72)

η′2 = d2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2), (4.6.73)

где выполнены условия (4.6.41).
Видно, что в системе шестого порядка (4.6.71)–(4.6.73) выделяется независимая подсистема

третьего порядка (4.6.71), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмер-
ном многообразии, независимая система второго порядка (4.6.72) (после замены независимой
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переменной), а также (по причине цикличности переменной η2) уравнение (4.6.73) на η2 отделя-
ется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.6.71)–(4.6.73) достаточно указать два
независимых первых интеграла системы (4.6.71), один — для системы (4.6.72) и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.6.73) (т.е. всего четыре).

Для начала сопоставим системе третьего порядка (4.6.71) неавтономную систему второго по-
рядка

dw3

dξ
=

sin ξ cos ξ − w2
2 cos ξ/ sin ξ

−w3 − b∗ sin ξ
,

dw2

dξ
=
w2w3 cos ξ/ sin ξ

−w3 − b∗ sin ξ
.

(4.6.74)

Используя замену τ = sin ξ, перепишем систему (4.6.74) в алгебраическом виде

dw3

dτ
=

τ − w2
2/τ

−w3 − b∗τ
,

dw2

dτ
=

w2w3/τ

−w3 − b∗τ
.

(4.6.75)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w3 = u2τ, w2 = u1τ, (4.6.76)

приводим систему (4.6.75) к следующему виду:

τ
du2
dτ

+ u2 =
1− u21

−u2 − b∗
,

τ
du1
dτ

+ u1 =
u1u2

−u2 − b∗
,

(4.6.77)

что эквивалентно

τ
du2
dτ

=
1− u21 + u22 − bu2

−u2 − b∗
,

τ
du1
dτ

=
2u1u2 − bu1
−u2 − b∗

.

(4.6.78)

Сопоставим системе второго порядка (4.6.78) неавтономное уравнение первого порядка

du2
du1

=
1− u21 + u22 + b∗u2

2u1u2 + b∗u1
, (4.6.79)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

u22 + u21 + b∗u2 + 1

u1

)

= 0. (4.6.80)

Итак, уравнение (4.6.79) имеет следующий первый интеграл:

u22 + u21 + b∗u2 + 1

u1
= C1 = const, (4.6.81)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(w3, w2; ξ) =
w2
3 + w2

2 + b∗w3 sin ξ + sin2 ξ

w2 sin ξ
= C1 = const. (4.6.82)
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Замечание 4.6.3. Рассмотрим систему (4.6.71) с переменной диссипацией с нулевым сред-
ним [224, 228, 235], становящейся консервативной при b∗ = 0:

ξ′ = −w3,

w′
3 = sin ξ cos ξ − w2

2

cos ξ

sin ξ
,

w′
2 = w2w3

cos ξ

sin ξ
.

(4.6.83)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

w2
3 + w2

2 + sin2 ξ = C∗
1 = const, (4.6.84)

w2 sin ξ = C∗
2 = const. (4.6.85)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (4.6.84), (4.6.85) также является первым
интегралом системы (4.6.83). Но при b∗ 6= 0 каждая из функций

w2
3 + w2

2 + b∗w3 sin ξ + sin2 ξ (4.6.86)

и (4.6.85) по отдельности не является первым интегралом системы (4.6.71). Однако отношение
функций (4.6.86), (4.6.85) является первым интегралом системы (4.6.71) при любом b∗.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка
(4.6.71). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (4.6.81) при u1 6= 0 следу-
ющим образом:

(

u2 +
b∗
2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=
b2∗ + C2

1

4
− 1. (4.6.87)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b2∗ + C2
1 − 4 > 0, (4.6.88)

и фазовое пространство системы (4.6.71) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (4.6.87).

Таким образом, в силу соотношения (4.6.81) первое уравнение системы (4.6.78) примет вид

τ
du2
dτ

=
2(1 + b∗u2 + u22)− C1U1(C1, u2)

−u2 − b∗
, (4.6.89)

где

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√

C2
1 − 4(u22 + b∗u2 + 1)}, (4.6.90)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (4.6.88).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (4.6.71) примет

вид
∫

dτ

τ
=

∫

(−b∗ − u2)du2

2(1 + b∗u2 + u22)− C1{C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 + b∗u2 + 1)}/2

. (4.6.91)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sin ξ|. (4.6.92)

Если

u2 +
b∗
2

= r1, b
2
1 = b2∗ + C2

1 − 4, (4.6.93)

то правая часть равенства (4.6.91) примет вид

−1

4

∫

d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√

b21 − 4r21
+ b∗

∫

dr1

(b21 − 4r21)± C1

√

b21 − 4r21
=

= −1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4r21
C1

± 1

∣

∣

∣

∣

∣

± b∗
2
I1, (4.6.94)
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где

I1 =

∫

dr3
√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√

b21 − 4r21 . (4.6.95)

При вычислении интеграла (4.6.95) возможны три случая.
I. b∗ > 2.

I1 = − 1

2
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b2∗ − 4 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b2∗ − 4−
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (4.6.96)

II. b∗ < 2.

I1 =
1

√

4− b2∗
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (4.6.97)

III. b∗ = 2.

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (4.6.98)

Возвращаясь к переменной

r1 =
w3

sin ξ
+
b∗
2
, (4.6.99)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. b∗ > 2.

I1 = − 1

2
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b2∗ − 4± 2r1
√

b21 − 4r21 ± C1

± C1
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

b2∗ − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b2∗ − 4∓ 2r1
√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1
√

b2∗ − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (4.6.100)

II. b∗ < 2.

I1 =
1

√

4− b2∗
arcsin

±C1

√

b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (4.6.101)

III. b∗ = 2.

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (4.6.102)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка
(4.6.71) — предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функ-
циями своих фазовых переменных.

Замечание 4.6.4. В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вме-
сто C1 подставить левую часть первого интеграла (4.6.81).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(w3, w2; ξ) = G

(

sin ξ,
w3

sin ξ
,
w2

sin ξ

)

= C2 = const. (4.6.103)

Итак, найдены два первых интеграла (4.6.82), (4.6.103) независимой системы третьего поряд-
ка (4.6.71). Осталось указать один первый интеграл — для системы (4.6.72) и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.6.73).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (4.6.68),
(4.6.69), а именно:

Θ3(w1; η1) =

√

1 + w2
1

sin η1
= C3 = const, (4.6.104)
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Θ4(w1; η1, η2) = η2 ± arctg
cos η1

√

C2
3 sin

2 η1 − 1
= C4 = const, (4.6.105)

при этом в левую часть равенства (4.6.105) вместо C3 необходимо подставить интеграл (4.6.104).

Теорема 4.6.8. Система (4.6.71)–(4.6.73) шестого порядка обладает достаточным количе-
ством (четырьмя) независимых первых интегралов (4.6.82), (4.6.103), (4.6.104), (4.6.105).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (4.6.9)–(4.6.14) имеет четы-
ре первых интеграла, выражающихся соотношениями (4.6.82), (4.6.103), (4.6.104), (4.6.105) (при
этом используются выражения (4.6.91)–(4.6.102)), являющихся трансцендентными функциями
фазовых переменных (в смысле комплексного анализа) и выражающихся через конечную комби-
нацию элементарных функций.

Теорема 4.6.9. Три группы соотношений (4.2.13), (4.3.3), (4.4.6) при условиях (4.2.15)–
(4.2.17), (4.6.1), (4.6.5) обладают четырьмя первыми интегралами (полным набором), являющи-
мися трансцендентными функциями с точки зрения комплексного анализа, выражающимися
через конечную комбинацию элементарных функций.

4.6.4. Топологические аналогии. Предъявим далее две группы аналогий, связанных с си-
стемой (4.5.1), описывающей движение свободного твердого тела при наличии следящей силы.

Первая группа аналогий касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи (4.5.8). В
данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях приводится к
системе (4.5.19).

При выполнении условий (4.6.1), (4.6.5) система (4.5.19) примет вид

α′ = −Z3 + b sinα, (4.6.106)

Z ′
3 = sinα cosα− (Z2

1 + Z2
2 )

cosα

sinα
, (4.6.107)

Z ′
2 = Z2Z3

cosα

sinα
+ Z2

1

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

, (4.6.108)

Z ′
1 = Z1Z3

cosα

sinα
− Z1Z2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

, (4.6.109)

β′1 = Z2
cosα

sinα
, (4.6.110)

β′2 = −Z1
cosα

sinα sin β1
, (4.6.111)

если ввести безразмерные параметр, переменные и дифференцирование по аналогии с (4.6.6):

b = σn0, n
2
0 =

AB

2I2
, zk = n0vZk, k = 1, 2, 3, < · >= n0v <

′> . (4.6.112)

Теорема 4.6.10. Система (4.6.106)–(4.6.111) (для свободного тела) эквивалентна системе
(4.6.9)–(4.6.14) (для закрепленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, η1 = β1, η2 = β2, b∗ = −b, (4.6.113)

а также сопоставить переменные Zk ↔ −Zk, k = 1, 2, 3.
Для полного интегрирования системы (4.6.106)–(4.6.111) необходимо, вообще говоря, знать

пять независимых первых интегралов. Однако после следующей замены переменных

w3 = Z3,

w2 =
√

Z2
2 + Z2

1 ,

w1 =
Z2

Z1
,

(4.6.114)
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система (4.6.106)–(4.6.111) распадается следующим образом:

α′ = −w3 + b sinα,

w′
3 = sinα cosα− w2

2

cosα

sinα
,

w′
2 = w2w3

cosα

sinα
,



















(4.6.115)

w′
1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2),











(4.6.116)

β′2 = d2(w3, w2, w1;α, β1, β2), (4.6.117)

где

d1(w3, w2, w1;α, β1, β2) = Z2(w3, w2, w1)
cosα

sinα
= ± w1w2

√

1 + w2
1

cosα

sinα
,

d2(w3, w2, w1;α, β1, β2) = −Z1(w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
= ∓ w2

√

1 + w2
1

cosα

sinα sin β1
,

(4.6.118)

при этом
Zk = Zk(w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (4.6.119)

— функции в силу замены (4.6.114).
Система (4.6.115)–(4.6.117) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
3{(w3, w2, w1;α, β1, β2) ∈ R

6 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π} (4.6.120)

трехмерной сферы S
3{(α, β1, β2) ∈ R

3 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (4.6.115)–(4.6.117) выделяется независимая подсистема

третьего порядка (4.6.115), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмер-
ном многообразии, независимая система второго порядка (4.6.116) (после замены независимой
переменной), а также (по причине цикличности переменной β2) уравнение (4.6.117) на β2 отде-
ляется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.6.115)–(4.6.117) достаточно указать
два независимых первых интеграла системы (4.6.115), один — для системы (4.6.116) и дополни-
тельный первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.6.117) (т.е. всего четыре).

Следствие 4.6.1. 1) Угол атаки α и углы β1, β2 для свободного тела эквивалентны соот-
ветственно углам отклонения ξ и η1, η2 закрепленного маятника.

2) Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закреп-
ленного маятника.

3) Первые интегралы системы (4.6.115)–(4.6.117) могут быть автоматически получены че-
рез равенства (4.6.82), (4.6.103), (4.6.104), (4.6.105) после подстановок (4.6.113) (см. также
[197]):

Θ′
1(w3, w2;α) =

w2
3 + w2

2 − bw3 sinα+ sin2 α

w2 sinα
= C1 = const. (4.6.121)

Θ′
2(w3, w2;α) = G

(

sinα,
w3

sinα
,
w2

sinα

)

= C2 = const. (4.6.122)

Θ′
3(w1;β1) =

√

1 + w2
1

sin β1
= C3 = const, (4.6.123)

Θ′
4(w1;β1, β2) = β2 ± arctg

cos β1
√

C2
3 sin

2 β1 − 1
= C4 = const, (4.6.124)

при этом в левую часть равенства (4.6.124) вместо C3 необходимо подставить интеграл
(4.6.123).
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Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела,
т.е. когда выполнено свойство (4.5.26). В данном случае динамическая часть уравнений движения
при некоторых условиях приводится к системе (4.5.32)–(4.5.38).

Тогда, в силу условий (4.5.26), (4.6.1), (4.6.5), (4.6.112) преобразованная динамическая часть
уравнений движения (система (4.5.33)–(4.5.38)) примет вид аналитической системы

α′ = −Z3 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) sinα+ b sinα cos2 α, (4.6.125)

Z ′
3 = sinα cosα− (Z2

1 + Z2
2 )

cosα

sinα
+

+bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ3 sin

2 α cosα, (4.6.126)

Z ′
2 = Z2Z3

cosα

sinα
+ Z2

1

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ2 sin

2 α cosα, (4.6.127)

Z ′
1 = Z1Z3

cosα

sinα
− Z1Z2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ1 sin

2 α cosα, (4.6.128)

β′1 = Z2
cosα

sinα
, (4.6.129)

β′2 = −Z1
cosα

sinα sin β1
, (4.6.130)

при этом выбирая постоянную n1 следующим образом:

n1 = n0. (4.6.131)

Для полного интегрирования системы (4.6.125)–(4.6.130) необходимо, вообще говоря, знать
пять независимых первых интегралов. Однако после замены переменных (4.6.114) система
(4.6.125)–(4.6.130) распадается следующим образом:

α′ = −w3 + b(w2
2 + w2

3) sinα+ b sinα cos2 α,

w′
3 = sinα cosα− w2

2

cosα

sinα
+

+ bw3(w
2
2 +w2

3) cosα− bw3 sin
2 α cosα,

w′
2 = w2w3

cosα

sinα
+

+ bw2(w
2
2 +w2

3) cosα− bw2 sin
2 α cosα,











































(4.6.132)

w′
1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2),











(4.6.133)

β′2 = d2(w3, w2, w1;α, β1, β2), (4.6.134)

где выполнены условия (4.6.118).
Система (4.6.132)–(4.6.134) рассматривается на касательном расслоении (4.6.120) трехмерной

сферы S
3{(α, β1, β2) ∈ R

3 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (4.6.132)–(4.6.134) выделяется независимая подсистема

третьего порядка (4.6.132), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмер-
ном многообразии, независимая система второго порядка (4.6.133) (после замены независимой
переменной), а также (по причине цикличности переменной β2) уравнение (4.6.134) на β2 отде-
ляется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.6.132)–(4.6.134) достаточно указать
два независимых первых интеграла системы (4.6.132), один — для системы (4.6.133) и дополни-
тельный первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.6.134) (т.е. всего четыре).
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Если вопрос о первых интегралах системы (4.6.106)–(4.6.111) (или (4.6.115)–(4.6.117)) решается
с помощью следствия 4.6.1, то аналогичный вопрос для системы (4.6.125)–(4.6.130) (или (4.6.132)–
(4.6.134)) решает следующая теорема 4.6.11.

Сначала отметим, что один из первых интегралов системы (4.6.132) имеет следующий вид [197]:

Θ′′
1(w3, w2;α) =

w2
3 + w2

2 − bw3 sinα+ sin2 α

w2 sinα
= C1 = const. (4.6.135)

Далее, изучим вопрос дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (4.6.132),
используя при этом первый интеграл (4.6.135). Для этого введем следующие обозначения и новые
переменные (ср. с [197]):

τ = sinα, w3 = u2τ, w2 = u1τ, p =
1

τ2
. (4.6.136)

Тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неод-
нородного уравнения:

dp

du2
=

2(u2 − b)p + 2b(1− U2
1 (C1, u2)− u22)

1− bu2 + u22 − U2
1 (C1, u2)

, (4.6.137)

U1(C1, u2) =
1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 − bu2 + 1)

}

,

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

b2 + C2
1 − 4 > 0. (4.6.138)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый интеграл
в явном виде. При этом общее решение уравнения (4.6.137) зависит от произвольной постоянной
C2. Полные выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь для примера, что общее
решение линейного однородного уравнения, полученного из (4.6.137), даже в частном случае
b = C1 = 2 имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[
√

1− (u2 − 1)2 ± 1] exp

[
√

1∓
√

1− (u2 − 1)2

1±
√

1− (u2 − 1)2

]

, C = const. (4.6.139)

Тогда искомый дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ′′
2(w3, w2;α) = G

(

sinα,
w3

sinα
,
w2

sinα

)

= C2 = const, (4.6.140)

используя при этом обозначения и замены (4.6.136).
Итак, найдены два первых интеграла (4.6.135), (4.6.140) независимой системы третьего порядка

(4.6.132). Осталось указать один первый интеграл — для системы (4.6.133), и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.6.134).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (4.6.123),
(4.6.124), а именно:

Θ3(w1;β1) =

√

1 + w2
1

sin β1
= C3 = const, (4.6.141)

Θ4(w1;β1, β2) = β2 ± arctg
cos β1

√

C2
3 sin

2 β1 − 1
= C4 = const, (4.6.142)

при этом в левую часть равенства (4.6.142) вместо C3 необходимо подставить интеграл (4.6.141).

Теорема 4.6.11. Четыре первых интеграла (4.6.135), (4.6.140), (4.6.141), (4.6.142) системы
(4.6.132)–(4.6.134) являются трансцендентными функциями своих фазовых переменных и выра-
жаются через конечную комбинацию элементарных функций.

Теорема 4.6.12. Четыре первых интеграла (4.6.135), (4.6.140), (4.6.141), (4.6.142) систе-
мы (4.6.132)–(4.6.134) эквивалентны четырем первым интегралам (4.6.121), (4.6.122), (4.6.123),
(4.6.124) системы (4.6.115)–(4.6.117).
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Действительно, пары первых интегралов (4.6.135), (4.6.121), (4.6.141), (4.6.123) и (4.6.142),
(4.6.124) совпадают. Осталось формально отождествить фазовые переменные wk, k = 1, 2, 3,
для системы (4.6.132)–(4.6.134) с фазовыми переменными wk, k = 1, 2, 3, для системы (4.6.115)–
(4.6.117). Аналогичные рассуждения, касающиеся пары первых интегралов (4.6.140), (4.6.122), не
приводим ввиду громоздкости изложения.

Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии в том смысле, в котором
они объяснены выше.

1) Движение закрепленного на (обобщенном) сферическом шарнире физического маятника в
потоке набегающей среды (неконсервативное поле сил).

2) Движение четырехмерного свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со сле-
дящей силой (при наличии неинтегрируемой связи).

3) Сложное движение четырехмерного твердого тела, вращающегося вокруг центра масс, дви-
жущегося прямолинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [4, 8, 16, 21, 27, 30, 31].

4.7. Случай зависимости момента неконсервативных сил от угловой скорости

4.7.1. Введение зависимости от угловой скорости. Данная глава посвящена динамике
четырехмерного твердого тела в четырехмерном пространстве. Но, поскольку данный раздел
посвящен исследованию случая движения при наличии зависимости момента действующих сил
от тензора угловой скорости, введем такую зависимость с более общих позиций. К тому же,
данная точка зрения поможет нам вводить эту зависимость и для многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N , x4N ) — координаты точки N приложения неконсервативной силы
(воздействия среды) на трехмерный диск D3, Q = (Q1, Q2, Q3, Q4) — компоненты, не зависящие
от угловой скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N , x3N , x4N ) от тензора угловой
скорости Ω лишь линейным образом, поскольку само данное введение априори не очевидно [25,
26, 53].

Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (4.7.1)

где R = (R1, R2, R3, R4) — вектор-функция, содержащая тензор угловой скорости Ω. При этом
зависимость функции R от тензора угловой скорости — гироскопическая:

R =









R1

R2

R3

R4









= − 1

vD









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

















h1
h2
h3
h4









. (4.7.2)

Здесь (h1, h2, h3, h4) — некоторые положительные параметры (ср. с [65, 104]).
Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N = xN ≡ 0, то

x2N = Q2 − h1
ω6

vD
, x3N = Q3 + h1

ω5

vD
, x4N = Q4 − h1

ω3

v
. (4.7.3)

Таким образом, функция rN выбирается в следующем виде (диск D3 задается уравнением
x1N ≡ 0):

rN =









0
x2N
x3N
x4N









= R(α)iN − 1

vD
Ω̃h, (4.7.4)

где

iN = iv

(π

2
, β1, β2

)

, h =









h1
h2
h3
h4









, Ω̃ =









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0









(4.7.5)

(см. (4.1.6), (4.3.2)).
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В нашем случае

iN =









0
cos β1

sinβ1 cos β2
sinβ1 sin β2









. (4.7.6)

Таким образом, выполнены равенства

x2N = R(α) cos β1−h1
ω6

vD
, x3N = R(α) sin β1 cos β2+h1

ω5

vD
, x4N = R(α) sin β1 sin β2−h1

ω3

vD
, (4.7.7)

убеждающее нас о том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от тензора угловой скорости).

Итак, для построения силового поля также используется пара функций R(α), s(α), инфор-
мация о которых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа
Чаплыгина [121, 122, 143], динамические функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (4.7.8)

4.7.2. Приведенные системы.

Теорема 4.7.1. Совместные уравнения (4.2.13), (4.3.3), (4.4.6) при выполнении условий
(4.2.15)–(4.2.17), (4.7.4), (4.7.8) редуцируются к динамической системе на касательном расслое-
нии (4.1.5) трехмерной сферы (4.1.4).

Действительно, если ввести безразмерные параметры и дифференцирование:

b∗ = ln0, n
2
0 =

AB

2I2
, H1∗ =

h1B

2I2n0
, < · >= n0v∞ <′>, (4.7.9)

то полученные уравнения будут иметь следующий вид:

ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ
′ cos ξ + sin ξ cos ξ − [η′21 + η′22 sin2 η1]

sin ξ

cos ξ
= 0,

η′′1 + (b∗ −H1∗)η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
− η′22 sin η1 cos η1 = 0,

η′′2 + (b∗ −H1∗)η
′
2 cos ξ + ξ′η′2

1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η′1η

′
2

cos η1
cos η1

= 0, b∗ > 0, H1∗ > 0.

(4.7.10)

После же перехода от переменных z (о переменных z см. (4.4.5)) к промежуточным безразмер-
ным переменным

zk = n0v∞(1 + b∗H1∗)Zk, k = 1, 2, z3 = n0v∞(1 + b∗H1∗)Z3 − n0v∞b∗ sin ξ, (4.7.11)

система (4.7.10) будет эквивалентна системе

ξ′ = (1 + b∗H1∗)Z3 − b∗ sin ξ, (4.7.12)

Z ′
3 = − sin ξ cos ξ + (1 + b∗H1∗)(Z

2
1 + Z2

2 )
cos ξ

sin ξ
+H1∗Z3 cos ξ, (4.7.13)

Z ′
2 = −(1 + b∗H1∗)Z2Z3

cos ξ

sin ξ
− (1 + b∗H1∗)Z

2
1

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+H1∗Z2 cos ξ, (4.7.14)

Z ′
1 = −(1 + b∗H1∗)Z1Z3

cos ξ

sin ξ
+ (1 + b∗H1∗)Z1Z2

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+H1∗Z1 cos ξ, (4.7.15)

η′1 = −(1 + b∗H1∗)Z2
cos ξ

sin ξ
, (4.7.16)

η′2 = (1 + b∗H1∗)Z1
cos ξ

sin ξ sin η1
, (4.7.17)

на касательном расслоении

T∗S
3{(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) ∈ R

6 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π} (4.7.18)
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трехмерной сферы S
3{(ξ, η1, η2) ∈ R

3 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (4.7.12)–(4.7.17) по причине цикличности переменной

η2 выделяется независимая подсистема пятого порядка (4.7.12)–(4.7.16), которая может быть
самостоятельно рассмотрена на своем пятимерном многообразии.

4.7.3. Полный список первых интегралов. Перейдем теперь к интегрированию искомой
системы шестого порядка (4.7.12)–(4.7.17) (без всяких упрощений — при наличии всех коэффи-
циентов).

Аналогичным образом, для полного интегрирования системы (4.7.12)–(4.7.17) шестого порядка
необходимо знать, вообще говоря, пять независимых первых интегралов. Однако после замены
переменных

w3 = −Z3,

w2 =
√

Z2
2 + Z2

1 ,

w1 =
Z2

Z1
,

(4.7.19)

система (4.7.12)–(4.7.17) распадается следующим образом:

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)w3 − b∗ sin ξ,

w′
3 = sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w

2
2

cos ξ

sin ξ
+H1∗w3 cos ξ,

w′
2 = (1 + b∗H1∗)w2w3

cos ξ

sin ξ
+H1∗w2 cos ξ,



























(4.7.20)

w′
1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2)

1 + w2
1

w1

cos η1
sin η1

,

η′1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2),











(4.7.21)

η′2 = d2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2), (4.7.22)

где

d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = −(1 + b∗H1∗)Z2(w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ
= ∓ w1w2

√

1 + w2
1

cos ξ

sin ξ
,

d2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = (1 + b∗H1∗)Z1(w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ sin η1
= ± w2

√

1 + w2
1

cos ξ

sin ξ sin η1
,

(4.7.23)

при этом

Zk = Zk(w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (4.7.24)

— функции в силу замены (4.7.19).
Видно, что в системе шестого порядка (4.7.20)–(4.7.22) выделяется независимая подсистема

третьего порядка (4.7.20), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмер-
ном многообразии, независимая система второго порядка (4.7.21) (после замены независимой
переменной), а также (по причине цикличности переменной η2) уравнение (4.7.22) на η2 отделя-
ется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.7.20)–(4.7.22) достаточно указать два
независимых первых интеграла системы (4.7.20), один — для системы (4.7.21) и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.7.22) (т.е. всего четыре).

Для начала сопоставим системе третьего порядка (4.7.20) неавтономную систему второго по-
рядка

dw3

dξ
=

sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w2
2 cos ξ/ sin ξ +H1∗w3 cos ξ

−(1 + b∗H1∗)w3 − b∗ sin ξ
,

dw2

dξ
=

(1 + b∗H1∗)w2w3 cos ξ/ sin ξ +H1∗w2 cos ξ

−(1 + b∗H1∗)w3 − b∗ sin ξ
.

(4.7.25)
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Используя замену τ = sin ξ, перепишем систему (4.7.25) в алгебраическом виде

dw3

dτ
=
τ − (1 + b∗H1∗)w2

2/τ +H1∗w3

−(1 + b∗H1∗)w3 − b∗τ
,

dw2

dτ
=

(1 + b∗H1∗)w2w3/τ +H1∗w2

−(1 + b∗H1∗)w3 − b∗τ
.

(4.7.26)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w3 = u2τ, w2 = u1τ, (4.7.27)

приводим систему (4.7.26) к следующему виду:

τ
du2
dτ

+ u2 =
1− (1 + b∗H1∗)u21 +H1∗u2

−(1 + b∗H1∗)u2 − b∗
,

τ
du1
dτ

+ u1 =
(1 + b∗H1∗)u1u2 +H1∗u1

−(1 + b∗H1∗)u2 − b∗
,

(4.7.28)

что эквивалентно

τ
du2
dτ

=
(1 + b∗H1∗)(u22 − u21) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

−(1 + b∗H1∗)u2 − b∗
,

τ
du1
dτ

=
2(1 + b∗H1∗)u1u2 + (b∗ +H1∗)u1

−(1 + b∗H1∗)u2 − b∗
.

(4.7.29)

Сопоставим системе второго порядка (4.7.29) неавтономное уравнение первого порядка

du2
du1

=
1− (1 + b∗H1∗)(u21 − u22) + (b∗ +H1∗)u2

2(1 + b∗H1∗)u1u2 + (b∗ +H1∗)u1
, (4.7.30)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

(1 + b∗H1∗)(u22 + u21) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1

)

= 0. (4.7.31)

Итак, уравнение (4.7.30) имеет следующий первый интеграл:

(1 + b∗H1∗)(u22 + u21) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1
= C1 = const, (4.7.32)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(w3, w2; ξ) =
(1 + b∗H1∗)(w2

3 + w2
2) + (b∗ +H1∗)w3 sin ξ + sin2 ξ

w2 sin ξ
= C1 = const. (4.7.33)

Замечание 4.7.1. Рассмотрим систему (4.7.20) с переменной диссипацией с нулевым сред-
ним [201, 205], становящейся консервативной при b∗ = H1∗:

ξ′ = −(1 + b2∗)w3 − b∗ sin ξ,

w′
3 = sin ξ cos ξ − (1 + b2∗)w

2
2

cos ξ

sin ξ
+ b∗w3 cos ξ,

w′
2 = (1 + b2∗)w2w3

cos ξ

sin ξ
+ b∗w2 cos ξ.

(4.7.34)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

(1 + b2∗)(w
2
3 + w2

2) + 2b∗w3 sin ξ + sin2 ξ = C∗
1 = const, (4.7.35)

w2 sin ξ = C∗
2 = const. (4.7.36)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (4.7.35), (4.7.36) также является первым
интегралом системы (4.7.34). Но при b∗ 6= H1∗ каждая из функций

(1 + b∗H1∗)(w
2
3 + w2

2) + (b∗ +H1∗)w3 sin ξ + sin2 ξ (4.7.37)

и (4.7.36) по отдельности не является первым интегралом системы (4.7.20). Однако отношение
функций (4.7.37), (4.7.36) является первым интегралом системы (4.7.20) при любых b∗,H1∗.
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Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка
(4.7.20). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (4.7.32) при u1 6= 0 следу-
ющим образом:

(

u2 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)

)2

+

(

u1 −
C1

2(1 + b∗H1∗)

)2

=
(b∗ −H1∗)2 + C2

1 − 4

4(1 + b∗H1∗)2
. (4.7.38)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(b∗ −H1∗)
2 + C2

1 − 4 > 0, (4.7.39)

и фазовое пространство системы (4.7.20) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (4.7.38).

Таким образом, в силу соотношения (4.7.32) первое уравнение системы (4.7.29) примет вид

τ
du2
dτ

=
2(1 + b∗H1∗)u22 + 2(b∗ +H1∗)u2 + 2− C1U1(C1, u2)

−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2
, (4.7.40)

где

U1(C1, u2) =
1

2(1 + b∗H1∗)
{C1 ± U2(C1, u2)}, (4.7.41)

U2(C1, u2) =
√

C2
1 − 4(1 + b∗H1∗)(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u22),

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (4.7.39).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (4.7.20) примет

вид
∫

dτ

τ
=

=

∫

(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2)du2
2(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u22)− C1{C1 ± U2(C1, u2)}/(2(1 + b∗H1∗))

. (4.7.42)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sin ξ|. (4.7.43)

Если

u2 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
= r1, b

2
1 = (b∗ −H1∗)

2 +C2
1 − 4, (4.7.44)

то правая часть равенства (4.7.42) примет вид

−1

4

∫

d(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21
+

+(b∗ −H1∗)(1 + b∗H1∗)

∫

dr1

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21
=

= −1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21
C1

± 1

∣

∣

∣

∣

∣

± −b∗ +H1∗
2

I1, (4.7.45)

где

I1 =

∫

dr3
√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21 . (4.7.46)

При вычислении интеграла (4.7.46) возможны три случая.
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b∗ −H1∗)2 − 4 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b∗ −H1∗)2 − 4−
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (4.7.47)
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II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1

√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ±C1)

+ const. (4.7.48)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (4.7.49)

Возвращаясь к переменной

r1 =
w3

sin ξ
+

b∗ +H1∗
2(1 + b∗H1∗)

, (4.7.50)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b∗ −H1∗)2 − 4± 2(1 + b∗H1∗)r1
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

± C1
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

(b∗ −H1∗)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b∗ −H1∗)2 − 4∓ 2(1 + b∗H1∗)r1
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

∓ C1
√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (4.7.51)

II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1

√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1

√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 + b21

b1(
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)
+ const. (4.7.52)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓ 2(1 + b∗H1∗)r1

C1(
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)
+ const. (4.7.53)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка
(4.7.20) — предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функ-
циями своих фазовых переменных.

Замечание 4.7.2. В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вме-
сто C1 подставить левую часть первого интеграла (4.7.32).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(w3, w2; ξ) = G

(

sin ξ,
w3

sin ξ
,
w2

sin ξ

)

= C2 = const. (4.7.54)

Итак, найдены два первых интеграла (4.7.33), (4.7.54) независимой системы третьего поряд-
ка (4.7.20). Осталось указать один первый интеграл — для системы (4.7.21) и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.7.22).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (4.6.141),
(4.6.142), а именно:

Θ3(w1; η1) =

√

1 + w2
1

sin η1
= C3 = const, (4.7.55)

Θ4(w1; η1, η2) = η2 ± arctg
cos η1

√

C2
3 sin

2 η1 − 1
= C4 = const, (4.7.56)

при этом в левую часть равенства (4.7.56) вместо C3 необходимо подставить интеграл (4.7.55).

Теорема 4.7.2. Система (4.7.20)–(4.7.22) шестого порядка обладает достаточным количе-
ством (четырьмя) независимых первых интегралов (4.7.33), (4.7.54), (4.7.55), (4.7.56).
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Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (4.7.20)–(4.7.22) имеет четы-
ре первых интеграла, выражающихся соотношениями (4.7.33), (4.7.54), (4.7.55), (4.7.56) (при этом
используются выражения (4.7.50)–(4.7.53)), являющихся трансцендентными функциями фазовых
переменных (в смысле комплексного анализа) и выражающихся через конечную комбинацию эле-
ментарных функций.

Теорема 4.7.3. Три группы соотношений (4.2.13), (4.3.3), (4.4.6) при условиях (4.2.15)–
(4.2.17), (4.7.4), (4.7.8) обладают четырьмя первыми интегралами (полным набором), являющи-
мися трансцендентными функциями с точки зрения комплексного анализа, выражающимися
через конечную комбинацию элементарных функций.

4.7.4. Топологические аналогии. Предъявим далее еще две группы аналогий, связанных с
системой (4.5.1), описывающей движение свободного твердого тела при наличии следящей силы.

Первая группа аналогий снова касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи
(4.5.8). В данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях при-
водится к системе (4.5.19).

При выполнении условий (4.7.4), (4.7.8) система (4.5.19) примет вид

α′ = −(1 + bH1)Z3 + b sinα, (4.7.57)

Z ′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα
−H1Z3 cosα, (4.7.58)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα
+ (1 + bH1)Z

2
1

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−H1Z2 cosα, (4.7.59)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−H1Z1 cosα, (4.7.60)

β′1 = (1 + bH1)Z2
cosα

sinα
, (4.7.61)

β′2 = −(1 + bH1)Z1
cosα

sinα sin β1
, (4.7.62)

если ввести безразмерные параметры, переменные и дифференцирование по аналогии с (4.7.9):

b = σn0, n
2
0 =

AB

2I2
, H1 =

h1B

2I2n0
, zk = n0vZk, k = 1, 2, 3, < · >= n0v <

′> . (4.7.63)

Теорема 4.7.4. Система (4.7.57)–(4.7.62) (для свободного тела) эквивалентна системе
(4.7.12)–(4.7.17) (для закрепленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, η1 = β1, η2 = β2, b∗ = −b, H1∗ = −H1, (4.7.64)

а также сопоставить переменные Zk ↔ −Zk, k = 1, 2, 3.
Для полного интегрирования системы (4.7.57)–(4.7.62) необходимо, вообще говоря, знать пять

независимых первых интегралов. Однако после следующей замены переменных

w3 = Z3,

w2 =
√

Z2
2 + Z2

1 ,

w1 =
Z2

Z1
,

(4.7.65)

система (4.7.57)–(4.7.62) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)w3 + b sinα,

w′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)w

2
2

cosα

sinα
−H1w3 cosα,

w′
2 = (1 + bH1)w2w3

cosα

sinα
−H1w2 cosα,



















(4.7.66)
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w′
1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2),











(4.7.67)

β′2 = d2(w3, w2, w1;α, β1, β2), (4.7.68)

где

d1(w3, w2, w1;α, β1, β2) = (1 + bH1)Z2(w3, w2, w1)
cosα

sinα
= ± w1w2

√

1 + w2
1

cosα

sinα
,

d2(w3, w2, w1;α, β1, β2) = −(1 + bH1)Z1(w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
= ∓ w2

√

1 + w2
1

cosα

sinα sinβ1
,

(4.7.69)

при этом
Zk = Zk(w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (4.7.70)

— функции в силу замены (4.7.65).
Система (4.7.66)–(4.7.68) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
3{(w3, w2, w1;α, β1, β2) ∈ R

6 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π} (4.7.71)

трехмерной сферы S
3{(α, β1, β2) ∈ R

3 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (4.7.66)–(4.7.68) выделяется независимая подсистема

третьего порядка (4.7.66), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмер-
ном многообразии, независимая система второго порядка (4.7.67) (после замены независимой
переменной), а также (по причине цикличности переменной β2) уравнение (4.7.68) на β2 отделя-
ется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.7.66)–(4.7.68) достаточно указать два
независимых первых интеграла системы (4.7.66), один — для системы (4.7.67) и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.7.68) (т.е. всего четыре).

Следствие 4.7.1. 1) Угол атаки α и углы β1, β2 для свободного тела эквивалентны соот-
ветственно углам отклонения ξ и η1, η2 закрепленного маятника.

2) Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закреп-
ленного маятника.

3) Первые интегралы системы (4.7.66)–(4.7.68) могут быть автоматически получены через
равенства (4.7.33), (4.7.54), (4.7.55), (4.7.56) после подстановок (4.7.64) (см. также [197]):

Θ′
1(w3, w2;α) =

(1 + bH1)(w
2
3 + w2

2)− (b+H1)w3 sinα+ sin2 α

w2 sinα
= C1 = const. (4.7.72)

Θ′
2(w3, w2;α) = G

(

sinα,
w3

sinα
,
w2

sinα

)

= C2 = const. (4.7.73)

Θ′
3(w1;β1) =

√

1 + w2
1

sin β1
= C3 = const, (4.7.74)

Θ′
4(w1;β1, β2) = β2 ± arctg

cos β1
√

C2
3 sin

2 β1 − 1
= C4 = const, (4.7.75)

при этом в левую часть равенства (4.7.75) вместо C3 необходимо подставить интеграл
(4.7.74).

Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела,
т.е. когда выполнено свойство (4.5.26). В данном случае динамическая часть уравнений движения
при некоторых условиях приводится к системе (4.5.32)–(4.5.38).

Тогда, в силу условий (4.5.26), (4.7.4), (4.7.8), (4.7.63) преобразованная динамическая часть
уравнений движения (система (4.5.33)–(4.5.38)) примет вид аналитической системы

α′ = −Z3 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) sinα+ b sinα cos2 α−
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−bH1Z3 cos
2 α, (4.7.76)

Z ′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα
+

+bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ3 sin

2 α cosα+

+bH1Z
2
3 sinα cosα−H1Z3 cosα, (4.7.77)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα
+ (1 + bH1)Z

2
1

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ2 sin

2 α cosα+

+bH1Z2Z3 sinα cosα−H1Z2 cosα, (4.7.78)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z2

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+

+bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ1 sin

2 α cosα+

+bH1Z1Z3 sinα cosα−H1Z1 cosα, (4.7.79)

β′1 = (1 + bH1)Z2
cosα

sinα
, (4.7.80)

β′2 = −(1 + bH1)Z1
cosα

sinα sin β1
, (4.7.81)

при этом выбирая постоянную n1 следующим образом:

n1 = n0. (4.7.82)

Для полного интегрирования системы (4.7.76)–(4.7.81) необходимо, вообще говоря, знать пять
независимых первых интегралов. Однако после замены переменных (4.7.65) система (4.7.76)–
(4.7.81) распадается следующим образом:

α′ = −w3 + b(w2
2 + w2

3) sinα+ b sinα cos2 α−
− bH1w3 cos

2 α,

w′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)w

2
2

cosα

sinα
+

+ bw3(w
2
2 + w2

3) cosα− bw3 sin
2 α cosα+

+ bH1w
2
3 sinα cosα−H1w3 cosα,

w′
2 = (1 + bH1)w2w3

cosα

sinα
+

+ bw2(w
2
2 + w2

3) cosα− bw2 sin
2 α cosα+

+ bH1w2w3 sinα cosα−H1w2 cosα,











































































(4.7.83)

w′
1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2),











(4.7.84)

β′2 = d2(w3, w2, w1;α, β1, β2), (4.7.85)

где выполнены условия (4.7.69).
Система (4.7.83)–(4.7.85) рассматривается на касательном расслоении (4.7.71) трехмерной сфе-

ры S
3{(α, β1, β2) ∈ R

3 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (4.7.83)–(4.7.85) выделяется независимая подсистема

третьего порядка (4.7.83), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмер-
ном многообразии, независимая система второго порядка (4.7.84) (после замены независимой
переменной), а также (по причине цикличности переменной β2) уравнение (4.7.85) на β2 отделя-
ется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.7.83)–(4.7.85) достаточно указать два
независимых первых интеграла системы (4.7.83), один — для системы (4.7.84) и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.7.85) (т.е. всего четыре).
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Если вопрос о первых интегралах системы (4.7.57)–(4.7.62) (или (4.7.66)–(4.7.68)) решается с
помощью следствия 4.7.1, то аналогичный вопрос для системы (4.7.76)–(4.7.81) (или (4.7.83)–
(4.7.85)) решает следующая теорема 4.7.5.

Сначала отметим, что один из первых интегралов системы (4.7.83) имеет следующий вид [197]:

Θ′′
1(w3, w2;α) =

(1 + bH1)(w
2
3 +w2

2)− (b+H1)w3 sinα+ sin2 α

w2 sinα
= C1 = const. (4.7.86)

Далее, изучим вопрос дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (4.7.83),
используя при этом первый интеграл (4.7.86). Для этого введем следующие обозначения и новые
переменные (ср. с [197]):

τ = sinα, w3 = u2τ, w2 = u1τ, p =
1

τ2
. (4.7.87)

Тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неод-
нородного уравнения:

dp

du2
=

2((1 + bH1)u2 − b)p + 2b(1 −H1u2 − u22 − U2
1 (C1, u2))

1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u22 − (1 + bH1)U2
1 (C1, u2)

, (4.7.88)

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√

C2
1 − 4(1 + bH1)(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u22)},

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(b−H1)
2 + C2

1 − 4 > 0. (4.7.89)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый интеграл
в явном виде. При этом общее решение уравнения (4.7.88) зависит от произвольной постоянной
C2. Полные выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь для примера, что общее
решение линейного однородного уравнения, полученного из (4.7.88), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =
1−A4

1

1 +A4
1

, A1 =
1

2
(b+H1)

имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[1−A1u2]
2/(1+A4

1
)

∣

∣

∣

∣

∣

√

C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ± C1
√

C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ∓ C1

∣

∣

∣

∣

∣

±A4

1
/(1+A4

1
)

×

× exp
2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const. (4.7.90)

Тогда искомый дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ′′
2(w3, w2;α) = G

(

sinα,
w3

sinα
,
w2

sinα

)

= C2 = const, (4.7.91)

используя при этом обозначения и замены (4.7.87).
Итак, найдены два первых интеграла (4.7.86), (4.7.91) независимой системы третьего поряд-

ка (4.7.83). Осталось указать один первый интеграл — для системы (4.7.84), и дополнительный
первый интеграл, “привязывающий” уравнение (4.7.85).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (4.7.74),
(4.7.75), а именно:

Θ3(w1;β1) =

√

1 + w2
1

sin β1
= C3 = const, (4.7.92)

Θ4(w1;β1, β2) = β2 ± arctg
cos β1

√

C2
3 sin

2 β1 − 1
= C4 = const, (4.7.93)

при этом в левую часть равенства (4.7.93) вместо C3 необходимо подставить интеграл (4.7.92).

Теорема 4.7.5. Четыре первых интеграла (4.7.86), (4.7.91), (4.7.92), (4.7.93) системы
(4.7.83)–(4.7.85) являются трансцендентными функциями своих фазовых переменных и выра-
жаются через конечную комбинацию элементарных функций.
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Теорема 4.7.6. Четыре первых интеграла (4.7.86), (4.7.91), (4.7.92), (4.7.93) системы
(4.7.83)–(4.7.85) эквивалентны четырем первым интегралам (4.7.72), (4.7.73), (4.7.74), (4.7.75)
системы (4.7.66)–(4.7.68).

Действительно, пары первых интегралов (4.7.86), (4.7.72), (4.7.92), (4.7.74) и (4.7.93), (4.7.75)
совпадают. Осталось формально отождествить фазовые переменные wk, k = 1, 2, 3, для системы
(4.7.83)–(4.7.85) с фазовыми переменными wk, k = 1, 2, 3, для системы (4.7.66)–(4.7.68). Анало-
гичные рассуждения, касающиеся пары первых интегралов (4.7.91), (4.7.73), не приводим ввиду
громоздкости изложения.

Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии в том смысле, в котором
они объяснены выше.

1) Движение закрепленного на (обобщенном) сферическом шарнире физического маятника в
потоке набегающей среды (неконсервативное поле сил при учете дополнительной зависимости
момента сил от угловой скорости).

2) Движение четырехмерного свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со сле-
дящей силой (при наличии неинтегрируемой связи и при учете дополнительной зависимости
момента сил от тензора угловой скорости).

3) Сложное движение четырехмерного твердого тела, вращающегося вокруг центра масс, дви-
жущегося прямолинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил при учете
дополнительной зависимости момента сил от тензора угловой скорости.

О более общих топологических аналогиях см. также [32, 39, 43, 45, 60, 69].

Глава 5

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ

В ДИНАМИКЕ n-МЕРНОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

В НЕКОНСЕРВАТИВНОМ ПОЛЕ ПРИ n = 5 И n = 6

В этой главе изучаются неконсервативные системы, для которых методика исследования, на-
пример, гамильтоновых систем, вообще говоря, неприменима. Таким образом, для таких систем
необходимо в некотором смысле «в лоб» интегрировать основное уравнение динамики (см. также
[?, 41]). При этом предлагается более универсальное изложение известных, а также получен-
ных новых случаев полной интегрируемости в трансцендентных функциях в динамике 5D и 6D
твердого тела, находящегося в неконсервативном поле сил.

Конечно, в общем случае построить какую-либо теорию интегрирования неконсервативных
систем (хотя бы и невысокой размерности) довольно затруднительно. Но в ряде случаев, когда
исследуемые системы обладают дополнительными симметриями, удается найти первые интегра-
лы через конечные комбинации элементарных функций [21, 30, 42, ?].

Здесь изложены общие аспекты динамики свободного многомерного твердого тела: понятие
тензора угловой скорости тела, совместные динамические уравнения движения на прямом про-
изведении R

n × so(n), формулы Эйлера и Ривальса в многомерном случае.
Рассмотрен вопрос о тензоре инерции пятимерного и шестимерного твердого тела. В данной

работе предлагается изучать один из логически возможных случаев на главные моменты инерции
(когда имеются два соотношения на главные моменты инерции):

• когда имеется четыре равных главных момента инерции (I2 = I3 = I4 = I5 для 5D тела)
или когда имеется пять равных главных моментов инерции (I2 = I3 = I4 = I5 = I6 для 6D
тела).

Результаты относятся к случаю, когда взаимодействие среды с телом сосредоточено на той
части поверхности тела, которая имеет форму четырехмерного (пятимерного) диска, при этом
силовое воздействие сосредоточено в направлении, которое перпендикулярно данному диску. Дан-
ные результаты систематизированы и представлены в инвариантном виде. При этом вводится
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дополнительная зависимость момента неконсервативной силы от угловой скорости. Данная за-
висимость в дальнейшем может быть распространена и на случаи движения в пространствах
высшей размерности.

5.1. Некоторые общие рассуждения

5.1.1. Случаи динамической симметрии пятимерного и шестимерного тела. Пусть
пятимерное (соответственно, шестимерное) твердое тело Θ массы m с гладкой четырехмерной
(соответственно, пятимерной) границей ∂Θ находится под воздействием некоторого неконсерва-
тивного поля сил (а именно, это можно интерпретировать как движение тела в сопротивляющейся
среде, заполняющей пятимерную (соответственно, шестимерную) область евклидового простран-
ства E

5 (соответственно, E6)). Предположим, что оно является динамически симметричным, при
этом имеются несколько логических возможностей представления его тензора инерции в случае
наличия трех (соответственно, четырех) независимых равенств главных моментов инерции: либо
в некоторой связанной с телом системе координат Dx1x2x3x4x5 (соотвественно, Dx1x2x3x4x5x6)
оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, I2, I2, I2} (5.1.1)

либо вид

diag{I1, I1, I3, I3, I3}. (5.1.2)

Соответственно, оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, I2, I2, I2, I2}, (5.1.3)

либо вид

diag{I1, I1, I3, I3, I3, I3}, (5.1.4)

либо вид

diag{I1, I1, I1, I3, I3, I3}. (5.1.5)

В случаях (5.1.1) и (5.1.3) в гиперплоскостях Dx2x3x4x5 и Dx2x3x4x5x6 тело динамически
симметрично.

5.1.2. Динамика на so(n) и R
n. Конфигурационным пространством свободного n-мерного

твердого тела является прямое произведение пространства R
n (определяющего координаты цен-

тра масс тела) на группу его вращений SO(n) (определяющую вращение тела вокруг центра
масс):

R
n × SO(n) (5.1.6)

и имеет размерность n + n(n− 1)/2 = n(n+ 1)/2. Соответственно, размерность фазового про-
странства равна n(n+ 1).

В частности, если Ω— тензор угловой скорости пятимерного (шестимерного) твердого тела (а
он является терзором второго ранга [60, 61, 116, 117, 166]), Ω ∈ so(5) (соответственно, Ω ∈ so(6)),
то та часть динамических уравнений движения, которая отвечает алгебре Ли so(5) (соответствен-
но, so(6)), имеет следующий вид:

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω, ΩΛ+ ΛΩ] =M, (5.1.7)

где

Λ = diag{λ1, λ2, λ3, λ4, λ5} (соответственно, Λ = diag{λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6}),

λ1 =
−I1 + I2 + I3 + I4 + I5

2
, λ2 =

I1 − I2 + I3 + I4 + I5
2

,

λ3 =
I1 + I2 − I3 + I4 + I5

2
, λ4 =

I1 + I2 + I3 − I4 + I5
2

, λ5 =
I1 + I2 + I3 + I4 − I5

2
,

(5.1.8)
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или, соответственно,

λ1 =
−I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6

2
, λ2 =

I1 − I2 + I3 + I4 + I5 + I6
2

,

λ3 =
I1 + I2 − I3 + I4 + I5 + I6

2
, λ4 =

I1 + I2 + I3 − I4 + I5 + I6
2

,

λ5 =
I1 + I2 + I3 + I4 − I5 + I6

2
, λ6 =

I1 + I2 + I3 + I4 + I5 − I6
2

,

M =MF — момент внешних сил F, действующих на тело в R
5 (соответственно, R6), спроектиро-

ванный на естественные координаты в алгебре Ли so(5) (соответственно, so(6)), [ ]— коммутатор
в so(5) (соответственно, so(6)). Кососимметрическую матрицу (отвечающую данному тензору
второго ранга) Ω ∈ so(5) (соответственно, Ω ∈ so(6)) будем представлять в виде













0 −ω10 ω9 −ω7 ω4

ω10 0 −ω8 ω6 −ω3

−ω9 ω8 0 −ω5 ω2

ω7 −ω6 ω5 0 −ω1

−ω4 ω3 −ω2 ω1 0













, (5.1.9)

где ω1, . . . , ω10 — компоненты тензора угловой скорости в проекциях на координаты в алгебре
Ли so(5), или, соответственно, в виде

















0 −ω15 ω14 −ω12 ω9 −ω5

ω15 0 −ω13 ω11 −ω8 ω4

−ω14 ω13 0 −ω10 ω7 −ω3

ω12 −ω11 ω10 0 −ω6 ω2

−ω9 ω8 −ω7 ω6 0 −ω1

ω5 −ω4 ω3 −ω2 ω1 0

















, (5.1.10)

где ω1, . . . , ω15 — компоненты тензора угловой скорости в проекциях на координаты в алгебре
Ли so(6).

При этом, очевидно, выполнены следующие равенства:

λi − λj = Ij − Ii (5.1.11)

для любых i, j = 1, . . . , 5 (соответственно, i, j = 1, . . . , 6).
При вычислении момента внешней силы, действующей на тело, необходимо построить отобра-

жение

R
5 × R

n −→ so(n), (5.1.12)

переводящее пару векторов

DN,F) ∈ R
n × R

n, DN = {0, x2N , . . . , xnN}, F = {F1, . . . , Fn}, (5.1.13)

из R
n × R

n, где F — внешняя сила, действующая на тело, в некоторый элемент из алгебры Ли
so(n) (n = 5, 6). При этом строится соответствующая вспомогательная матрица

(

0 x2N . . . xnN
F1 F2 . . . Fn

)

. (5.1.14)

Тогда правая часть системы (5.1.7) при n = 5 примет вид

M =
{

x4NF5 − x5NF4, x5NF3 − x3NF5, x2NF5 − x5NF2, x5NF1,

x3NF4 − x4NF3, x4NF2 − x2NF4, −x4NF1, x2NF3 − x3NF2, x3NF1, −x2NF1

}

, (5.1.15)
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а при n = 6— вид

M =
{

x5NF6 − x6NF5, x6NF4 − x4NF6, x3NF6 − x6NF3, x6NF2 − x2NF6,

− x6NF1, x4NF5 − x5NF4, x5NF3 − x3NF5, x2NF5 − x5NF2, x5NF1, x3NF4 − x4NF3,

x4NF2 − x2NF4, −x4NF1, x2NF3 − x3NF2, x3NF1,−x2NF1

}

. (5.1.16)

Исследуемые в дальнейшем динамические системы, вообще говоря, неконсервативны и являют-
ся динамическими системами с переменной диссипацией с нулевым средним [59, 79, 101, 105, 129].
При этом нам потребуется исследовать часть основного уравнения динамики, а именно, в дан-
ном случае уравнение Ньютона. Здесь оно предстает перед нами как уравнение движения центра
масс — та часть динамических уравнений движения, которая отвечает пространству R

n (n = 5, 6):

mwC = F, (5.1.17)

где wC — ускорение центра масс C тела, m— его масса; при этом по многомерной формуле Ри-
вальса (которую в данном случае несложно вывести операторным методом) справедливы следу-
ющие равенства:

wC = wD +Ω2DC + EDC, wD = v̇D +ΩvD, E = Ω̇, (5.1.18)

где wD — ускорение точки D, F — внешняя сила, действующая на тело (в нашем случае F = S),
E — тензор углового ускорения (тензор второго ранга).

Итак, система уравнений (5.1.7), (5.1.17) пятнадцатого порядка при n = 5 (или двадцать пер-
вого порядка при n = 6) на многообразии R

n × so(n) определяет замкнутую систему динамиче-
ских уравнений движения свободного пятимерного (шестимерного) твердого тела под действием
внешней силы F. Данная система отделяется от кинематической части уравнений движения на
многообразии (5.1.6) и может быть исследована самостоятельно.

5.2. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим движение однородного динамически симметричного (случаи (5.1.1) и (5.1.3)) твер-
дого тела с передним торцом (четырехмерным (пятимерным) диском, взаимодействующим со
средой, заполняющей пятимерное (шестимерное) пространство) в поле силы S сопротивления в
условиях квазистационарности (см. [59, 79, 101, 105, 129]).

Пусть (v, α, β1, β2, β3) ((v, α, β1, β2, β3, β4)) — (обобщенные) сферические координаты вектора
скорости некоторой характерной точки D твердого тела (D— центр диска, лежащий на оси сим-
метрии тела), Ω— тензор угловой скорости тела, Dx1x2x3x4x5 (Dx1x2x3x4x5x6) — система коор-
динат, связанная с телом, при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 (C — центр масс),
а оси Dx2, Dx3, Dx4, Dx5 (Dx2, Dx3, Dx4, Dx5, Dx6) лежат в гиперплоскости диска, I1, I2,
I3 = I2, I4 = I2, I5 = I2, m (I1, I2, I3 = I2, I4 = I2, I5 = I2, I6 = I2, m) — инерционно-массовые
характеристики.

Примем следующие разложения в проекциях на оси системы координат Dx1x2x3x4x5 в E
5:

DC = {−σ, 0, 0, 0, 0},

vD =
{

v cosα, v sinα cos β1, v sinα sinβ1 cos β2,

v sinα sinβ1 sin β2 cos β3, v sinα sin β1 sin β2 sin β3

}

(аналогичные равенства могут быть получены в E
6).

При этом в случае (5.1.1) (как и в случае (5.1.3)) также будет справедливо разложение для
функции воздействия среды на пятимерное (шестимерное) тело:

S = {−S, 0, 0, 0, 0}, (5.2.1)

т.е. в данном случае F = S.
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Тогда та часть динамических уравнений движения тела, которая описывает движение центра
масс и соответствуют пространству R

5, при котором касательные силы воздействия среды на
четырехмерный диск отсутствуют, примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− ω10v sinα cos β1+

+ ω9v sinα sinβ1 cos β2 −−ω7v sinα sin β1 sinβ2 cos β3+

+ ω4v sinα sin β1 sin β2 sin β3 + σ(ω2
10 + ω2

9 + ω2
7 + ω2

4) = − S

m
, (5.2.2)

v̇ sinα cos β1 + α̇v cosα cos β1 − β̇1v sinα sin β1+

+ ω10v cosα− ω8v sinα sin β1 cos β2 + ω6v sinα sinβ1 sin β2 cos β3−
− ω3v sinα sin β1 sinβ2 sin β3 − σ(ω9ω8 + ω6ω7 + ω3ω4)− σ ˙ω10 = 0, (5.2.3)

v̇ sinα sin β1 cos β2 + α̇v cosα sin β1 cos β2 + β̇1v sinα cos β1 cos β2−
− β̇2v sinα sin β1 sin β2 − ω9v cosα+ ω8v sinα cosβ1 − ω5v sinα sin β1 sin β2 cos β3+

+ ω2v sinα sin β1 sinβ2 sin β3 − σ(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) + σω̇9 = 0, (5.2.4)

v̇ sinα sin β1 sin β2 cos β3 + α̇v cosα sin β1 sin β2 cos β3 + β̇1v sinα cos β1 sin β2 cos β3+

+ β̇2v sinα sin β1 cos β2 cos β3 − β̇3v sinα sinβ1 sin β2 sin β3 + ω7v cosα− ω6v sinα cos β1+

+ ω5v sinα sin β1 cos β2 − ω1v sinα sin β1 sinβ2 sin β3 + σ(ω6ω10 + ω5ω9 − ω1ω4)− σω̇7 = 0, (5.2.5)

v̇ sinα sin β1 sin β2 sin β3 + α̇v cosα sin β1 sin β2 sinβ3 + β̇1v sinα cos β1 sin β2 sin β3+

+ β̇2v sinα sin β1 cos β2 sin β3 + β̇3v sinα sin β1 sin β2 cos β3 − ω4v cosα+ ω3v sinα cos β1−
− ω2v sinα sin β1 cos β2 + ω1v sinα sin β1 sinβ2 cos β3 − σ(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) + σω̇4 = 0, (5.2.6)

где

S = s(α)v2, σ = CD, v > 0. (5.2.7)

Аналогичные равенства могут быть получены в E
6.

Далее, вспомогательная матрица (5.1.14) для вычисления момента силы сопротивления примет
вид

(

0 x2N x3N x4N x5N
−S 0 0 0 0

)

; (5.2.8)
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тогда та часть динамических уравнений движения тела, которая описывает движение тела вокруг
центра масс и соответствуют алгебре Ли so(5), примет вид:

(λ4 + λ5)ω̇1 + (λ4 − λ5)(ω4ω7 + ω3ω6 + ω2ω5) = 0, (5.2.9)

(λ3 + λ5)ω̇2 + (λ5 − λ3)(ω1ω5 − ω3ω8 − ω4ω9) = 0, (5.2.10)

(λ2 + λ5)ω̇3 + (λ2 − λ5)(ω4ω10 − ω2ω8 − ω1ω6) = 0, (5.2.11)

(λ1 + λ5)ω̇4 + (λ5 − λ1)(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) = −x5N
(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α)v2, (5.2.12)

(λ3 + λ4)ω̇5 + (λ3 − λ4)(ω7ω9 + ω6ω8 + ω1ω2) = 0, (5.2.13)

(λ2 + λ4)ω̇6 + (λ4 − λ2)(ω5ω8 − ω7ω10 − ω1ω3) = 0, (5.2.14)

(λ1 + λ4)ω̇7 + (λ1 − λ4)(ω1ω4 − ω6ω10 − ω5ω9) = x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α)v2, (5.2.15)

(λ2 + λ3)ω̇8 + (λ2 − λ3)(ω9ω10 + ω5ω6 + ω2ω3) = 0, (5.2.16)

(λ1 + λ3)ω̇9 + (λ3 − λ1)(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) = −x3N
(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α)v2, (5.2.17)

(λ1 + λ2)ω̇10 + (λ1 − λ2)(ω8ω9 + ω6ω7 + ω3ω4) = x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α)v2. (5.2.18)

Аналогичные равенства могут быть получены в E
6.

Таким образом фазовым пространством системы (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18) пятнадцатого
порядка является прямое произведение пятимерного многообразия на алгебру Ли so(5):

R
1 × S

4 × so(5). (5.2.19)

Сразу же заметим, что система (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18), в силу имеющейся динамической
симметрии

I2 = I3 = I4 = I5, (5.2.20)

обладает циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 , ω2 ≡ ω0

2, ω3 ≡ ω0
3, ω5 ≡ ω0

5 , ω6 ≡ ω0
6, ω8 ≡ ω0

8. (5.2.21)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
3 = ω0

5 = ω0
6 = ω0

8 = 0. (5.2.22)

В случае шестимерного тела также можно отметить, заметим, что соответствующая система,
в силу имеющейся динамической симметрии

I2 = I3 = I4 = I5 = I6, (5.2.23)

обладает циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1, ω2 ≡ ω0

2, ω3 ≡ ω0
3 , ω4 ≡ ω0

4, ω6 ≡ ω0
6 ,

ω7 ≡ ω0
7, ω8 ≡ ω0

8, ω10 ≡ ω0
10, ω11 ≡ ω0

11, ω13 ≡ ω0
13.

(5.2.24)

При этом также рассматривается динамика на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
3 = ω0

4 = ω0
6 = ω0

7 = ω0
8 = ω0

10 = ω0
11 = ω0

13. (5.2.25)

Если же рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следя-
щей силы T, лежащей на прямой CD = Dx1 и обеспечивающей во все время движения выполне-
ние равенства

v ≡ const, (5.2.26)

то в системе (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18) для пятимерного тела (и в соответствующих системах
для шестимерного) вместо F1 будет стоять величина

T − s(α)v2, σ = DC. (5.2.27)
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В результате соответствующего выбора величины T следящей силы можно формально добить-
ся во все время движения выполнения равенства (5.2.26). Действительно, формально выражая
величину T в силу системы (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18) получим при cosα 6= 0:

T = Tv(α, β1, β2, β3,Ω) = mσ(ω2
4 + ω2

7 + ω2
9 + ω2

10)+

+ s(α)v2
[

1− mσ

3I2

sinα

cosα
Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)]

, (5.2.28)

где

Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

sinβ1 sin β2 sin β3+

+ x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

sin β1 sin β2 cos β3+

+ x3N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

sin β1 cos β2 + x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cos β1. (5.2.29)

При получении равенства (5.2.28) используются условия (5.2.21)–(5.2.26).
Для шестимерного тела равенство (5.2.28) примет вид

T = Tv(α, β1, β2, β3, β4,Ω) = mσ(ω2
5 + ω2

9 + ω2
12 + ω2

14 + ω2
15)+

+ s(α)v2
[

1− mσ

4I2

sinα

cosα
Γv

(

α, β1, β2, β3, β4,
Ω

v

)]

. (5.2.30)

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-первых, произошло преобразо-
вание системы при помощи наличия в системе следящей силы (управления), обеспечивающей
рассмотрение интересующего нас класса движений (5.2.26). Во-вторых, на это все можно по-
смотреть как на процедуру, позволяющую понизить порядок системы. Действительно, система
(5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18) в результате действий порождает независимую систему восьмого
порядка следующего вида:

α̇v cosα cos β1 − β̇1v sinα sinβ1 + ω10v cosα− σ ˙ω10 = 0, (5.2.31)

α̇v cosα sin β1 cos β2 + β̇1v sinα cosβ1 cos β2 − β̇2v sinα sin β1 sin β2 − ω9v cosα+ σω̇9 = 0, (5.2.32)

α̇v cosα sin β1 sinβ2 cos β3 + β̇1v sinα cos β1 sin β2 cos β3 + β̇2v sinα sin β1 cos β2 cos β3−
− β̇3v sinα sin β1 sin β2 sin β3 + ω7v cosα− σω̇7 = 0, (5.2.33)

α̇v cosα sin β1 sinβ2 sin β3 + β̇1v sinα cos β1 sin β2 sinβ3 + β̇2v sinα sin β1 cos β2 sin β3+

+ β̇3v sinα sin β1 sin β2 cos β3 − ω4v cosα+ σω̇4 = 0, (5.2.34)

3I2ω̇4 = −x5N
(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α)v2, (5.2.35)

3I2ω̇7 = x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α)v2, (5.2.36)

3I2ω̇9 = −x3N
(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α)v2, (5.2.37)

3I2ω̇10 = x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α)v2, (5.2.38)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляется параметр v.
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Система (5.2.31)–(5.2.38) эквивалентна следующей системе:

α̇v cosα+ v cosα {ω10 cos β1 + [(ω7 cos β3 − ω4 sin β3) sin β2 − ω9 cos β2] sinβ1}+
+ σ {− ˙ω10 cos β1 + [ω̇9 cos β2 − (ω̇7 cos β3 − ω̇4 sinβ3) sin β2] sin β1} = 0, (5.2.39)

β̇1v sinα+ v cosα {[(ω7 cos β3 − ω4 sin β3) sin β2 − ω9 cos β2] cosβ1 − ω10 sin β1}+
+ σ {[ω̇9 cos β2 − (ω̇7 cos β3 − ω̇4 sin β3) sin β2] cosβ1 + ˙ω10 sin β1} = 0, (5.2.40)

β̇2v sinα sin β1 + v cosα {[ω7 cos β3 − ω4 sin β3] cos β2 + ω9 sin β2}+
+ σ {− [ω̇7 cos β3 − ω̇4 sin β3] cos β2 − ω̇9 sin β2} = 0, (5.2.41)

β̇3v sinα sin β1 sin β2 + v cosα {−ω4 cos β3 − ω7 sin β3}+ σ {ω̇4 cosβ3 + ω̇7 sinβ3} = 0, (5.2.42)

ω̇4 = − v2

3I2
x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α), (5.2.43)

ω̇7 =
v2

3I2
x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α), (5.2.44)

ω̇9 = − v2

3I2
x3N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α), (5.2.45)

ω̇10 =
v2

3I2
x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

s(α). (5.2.46)

Аналогичные системы могут быть получены и для шестимерного тела.
Введем новые квазискорости в системе. Для этого преобразуем величины ω4, ω7, ω9, ω10 по-

средством композиции трех поворотов:









z1
z2
z3
z4









= T3,4(−β1) ◦ T2,3(−β2) ◦ T1,2(−β3)









ω4

ω7

ω9

ω10









, (5.2.47)

где

T3,4(β) =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos β − sin β
0 0 sin β cos β









, T2,3(β) =









1 0 0 0
0 cos β − sin β 0
0 sin β cos β 0
0 0 0 1









,

T1,2(β) =









cos β − sin β 0 0
sin β cos β 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









.

Таким образом, справедливы следующие соотношения:

z1 = ω4 cos β3 + ω7 sin β3,

z2 = (ω7 cos β3 − ω4 sin β3) cos β2 + ω9 sinβ2,

z3 = [(−ω7 cos β3 + ω4 sin β3) sin β2 + ω9 cos β2] cosβ1 + ω10 sin β1,

z4 = [(ω7 cos β3 − ω4 sinβ3) sin β2 − ω9 cos β2] sin β1 + ω10 cos β1.

(5.2.48)
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Для случая шестимерного тела новые квазискорости в системе вводятся следующим образом.
Преобразуем величины ω5, ω9, ω12, ω14, ω15 посредством композиции четырех поворотов:
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z3
z4
z5













= T4,5(−β1) ◦ T3,4(−β2) ◦ T2,3(−β3) ◦ T1,2(−β4)













ω4

ω9

ω12

ω14

ω15













. (5.2.49)

Как видно из (5.2.39)–(5.2.46), на многообразии

O1 =
{

(α, β1, β2, β3, ω4, ω7, ω9, ω10) ∈ R
8 : α =

π

2
k, β1 = πl1, β2 = πl2, k, l1, l2 ∈ Z

}

(5.2.50)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇, β̇1, β̇2, β̇3. Формально, таким образом,
на многообразии (5.2.50) происходит нарушение теоремы единственности. Более того, при чет-
ном k и любых l1, l2 неопределенность возникает по причине вырождения сферических координат
(v, α, β1, β2, β3), а при нечетном k происходит явное нарушение теоремы единственности, посколь-
ку при этом первое уравнение (5.2.39) вырождается.

Из этого следует, что система (5.2.39)–(5.2.46) вне и только вне многообразия (5.2.50) эквива-
лентна следующей системе:

α̇ = −z4 +
σv

3I2

s(α)

cosα
Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

, (5.2.51)

ż4 =
v2

3I2
s(α)Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

− (z21 + z22 + z23)
cosα

sinα
+

+
σv

3I2

s(α)

sinα

{

− z3∆v,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

+

+ z2∆v,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

− z1∆v,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)}

, (5.2.52)

ż3 = z3z4
cosα

sinα
+ (z21 + z22)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+
σv

3I2

s(α)

sinα

{

z4∆v,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

− z2∆v,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cos β1
sin β1

+

+ z1∆v,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cos β1
sin β1

}−

− v2

3I2
s(α)∆v,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

, (5.2.53)

ż2 = z2z4
cosα

sinα
− z2z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− z21
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

+

+
σv

3I2

s(α)

sinα
∆v,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

){

−z4 + z3
cos β1
sinβ1

}

+

+
σv

3I2

s(α)

sinα
∆v,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

){

−z1
1

sin β1

cos β2
sin β2

}

+

+
v2

3I2
s(α)∆v,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

, (5.2.54)



МАЛОМЕРНЫЕ И МНОГОМЕРНЫЕ МАЯТНИКИ В НЕКОНСЕРВАТИВНОМ ПОЛЕ. ЧАСТЬ 1 101

ż1 = z1z4
cosα

sinα
− z1z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ z1z2
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+
σv

3I2

s(α)

sinα
∆v,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

){

z4 − z3
cos β1
sin β1

+ z2
1

sin β1

cos β2
sin β2

}

−

− v2

3I2
s(α)∆v,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

, (5.2.55)

β̇1 = z3
cosα

sinα
+
σv

3I2

s(α)

sinα
∆v,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

, (5.2.56)

β̇2 = −z2
cosα

sinα sin β1
+
σv

3I2

s(α)

sinα sin β1
∆v,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

, (5.2.57)

β̇3 = z1
cosα

sinα sinβ1 sin β2
+
σv

3I2

s(α)

sinα sin β1 sin β2
∆v,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

, (5.2.58)

где

∆v,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= −x2N
(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

sin β1+

+ x3N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cos β1 cos β2 + x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cosβ1 sin β2 cos β3+

+ x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cos β1 sinβ2 sin β3,

∆v,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= −x3N
(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

sin β2+

+ x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cos β2 cos β3 + x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cos β2 sin β3,

∆v,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= −x4N
(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

sin β3+

+ x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

cos β3,

а функция Γv (α, β1, β2, β3,Ω/v) представляется в виде (5.2.29).
Здесь и далее зависимость от групп переменных (α, β1, β2, β3,Ω/v) понимается как сложная

зависимость от (α, β1, β2, β3, z1/v, z2/v, z3/v, z4/v) в силу (5.2.48).
Аналогичная система может быть получена и для шестимерного твердого тела.
Нарушение теоремы единственности для системы (5.2.39)–(5.2.46) на многообразии (5.2.50) при

нечетном k происходит в следующем смысле: почти через любую точку из многообразия (5.2.50)
при нечетном k проходит неособая фазовая траектория системы (5.2.39)–(5.2.46), пересекая мно-
гообразие (5.2.50) под прямым углом, а также существует фазовая траектория, полностью совпа-
дающая во все моменты времени с указанной точкой. Но физически это различные траектории,
так как им отвечают разные значения следящей силы. Покажем это.

Как показано выше, для поддержания связи вида (5.2.26) необходимо выбрать значение T при
cosα 6= 0 в виде (5.2.28).

Пусть

lim
α→π/2

s(α)

cosα
Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= L

(

β1, β2, β3,
Ω

v

)

. (5.2.59)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim
α→π/2

∣

∣

∣

∣

∂

∂α

(

Γv

(

α, β1, β2, β3
Ω

v

)

s(α)

)∣

∣

∣

∣

< +∞. (5.2.60)
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При α = π/2 нужная величина следящей силы найдется из равенства

T = Tv

(π

2
, β1, β2, β3,Ω

)

= mσ(ω2
4 + ω2

7 + ω2
9 + ω2

10)−
mσLv2

2I2
, (5.2.61)

где значения ω4, ω7, ω9, ω10 произвольны.
С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы вращение вокруг некоторой точки

W , необходимо выбрать следящую силу в виде

T = Tv

(π

2
, β1, β2, β3,Ω

)

=
mv2

R0
, (5.2.62)

где R0 — расстояние CW .
Равенства (5.2.61) и (5.2.62) определяют, вообще говоря, различные значения следящей силы

T для почти всех точек многообразия (5.2.50), что и доказывает сделанное замечание.

5.3. Случай отсутствия зависимости момента

неконсервативных сил от угловой скорости

5.3.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина (см. [121,
122]), динамические функции s, x2N , x3N , x4N и x5N возьмём в следующем виде:

s(α) = B cosα,

x2N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= x2N0(α, β1, β2, β3) = A sinα cos β1,

x3N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= x3N0(α, β1, β2, β3) = A sinα sin β1 cos β2,

x4N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= x4N0(α, β1, β2, β3) = A sinα sin β1 sinβ2 cos β3,

x5N

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= x5N0(α, β1, β2, β3) = A sinα sin β1 sin β2 sinβ3,

(5.3.1)

где A,B > 0 и v 6= 0, убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависи-
мость момента неконсервативных сил от угловой скорости (имеется лишь зависимость от углов
α, β1, β2, β3).

При этом функции Γv (α, β1, β2, β3,Ω/v), ∆v,s (α, β1, β2, β3,Ω/v), s = 1, 2, 3, входящие в систему
(5.2.51)–(5.2.58), примут следующий вид:

Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= A sinα, ∆v,s

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

≡ 0, s = 1, 2, 3. (5.3.2)

В шестимерном случае динамические функции x2N , x3N , x4N , x5N и x6N будут иметь вид

x2N

(

α, β1, β2, β3, β4,
Ω

v

)

= x2N0(α, β1, β2, β3, β4) = A sinα cos β1,

x3N

(

α, β1, β2, β3, β4,
Ω

v

)

= x3N0(α, β1, β2, β3, β4) = A sinα sinβ1 cos β2,

x4N

(

α, β1, β2, β3, β4,
Ω

v

)

= x4N0(α, β1, β2, β3, β4) = A sinα sin β1 sin β2 cos β3,

x5N

(

α, β1, β2, β3, β4,
Ω

v

)

= x5N0(α, β1, β2, β3, β4) = A sinα sin β1 sin β2 sinβ3, cos β4,

x6N

(

α, β1, β2, β3, β4,
Ω

v

)

= x6N0(α, β1, β2, β3, β4) = A sinα sin β1 sinβ2 sin β3 sin β4.

(5.3.3)
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Тогда, благодаря неинтегрируемой связи (5.2.26), вне и только вне многообразия (5.2.50) динами-
ческая часть уравнений движения (система (5.2.51)–(5.2.58)) примет вид аналитической системы

α′ = −z4 +
σABv

3I2
sinα, (5.3.4)

z′4 =
ABv2

3I2
sinα cosα− (z21 + z22 + z23)

cosα

sinα
, (5.3.5)

z′3 = z3z4
cosα

sinα
+ (z21 + z22)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

, (5.3.6)

z′2 = z2z4
cosα

sinα
− z2z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− z21
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

, (5.3.7)

z′1 = z1z4
cosα

sinα
− z1z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ z1z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

, (5.3.8)

β′1 = z3
cosα

sinα
, (5.3.9)

β′2 = −z2
cosα

sinα sin β1
, (5.3.10)

β′3 = z1
cosα

sinα sinβ1 sin β2
. (5.3.11)

Вводя далее безразмерные переменные, параметры и дифференцирование следующим образом:

zk 7→ n0vzk, k = 1, 2, 3, 4, n20 =
AB

3I2
, b = σn0, 〈·〉 = n0v

〈′〉 , (5.3.12)

приведем систему (5.3.4)–(5.3.11) к виду

α′ = −z4 + b sinα, (5.3.13)

z′4 = sinα cosα− (z21 + z22 + z23)
cosα

sinα
, (5.3.14)

z′3 = z3z4
cosα

sinα
+ (z21 + z22)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

, (5.3.15)

z′2 = z2z4
cosα

sinα
− z2z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− z21
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

, (5.3.16)

z′1 = z1z4
cosα

sinα
− z1z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ z1z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

, (5.3.17)

β′1 = z3
cosα

sinα
, (5.3.18)

β′2 = −z2
cosα

sinα sin β1
, (5.3.19)

β′3 = z1
cosα

sinα sinβ1 sin β2
. (5.3.20)

Видно, что в системе восьмого порядка (5.3.13)–(5.3.20), которую, как будет показано далее,
можно рассматривать на касательном расслоении TS4 к четырехмерной сфере S

4, образовалась
независимая система седьмого порядка (5.3.13)–(5.3.19) на своем семимерном многообразии.

ddd
В случае шестимерного тела соответствующая система динамических уравнений примет сле-

дующий вид:
α′ = −z5 + b sinα, (5.3.21)

z′5 = sinα cosα− (z21 + z22 + z23 + z24)
cosα

sinα
, (5.3.22)

z′4 = z4z5
cosα

sinα
+ (z21 + z22 + z23)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

, (5.3.23)

z′3 = z3z5
cosα

sinα
− z3z4

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− (z21 + z22)
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

, (5.3.24)
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z′2 = z2z5
cosα

sinα
− z2z4

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+z2z3
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+ z21
cosα

sinα

1

sinβ1

1

sin β2

cos β3
sin β3

, (5.3.25)

z′1 = z1z5
cosα

sinα
− z1z4

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ z1z3
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

−

−z1z2
cosα

sinα

1

sin β1

1

sinβ2

cos β3
sin β3

, (5.3.26)

β′1 = z4
cosα

sinα
, (5.3.27)

β′2 = −z3
cosα

sinα sin β1
, (5.3.28)

β′3 = z2
cosα

sinα sinβ1 sin β2
, (5.3.29)

β′4 = −z1
cosα

sinα sinβ1 sin β2 sin β3
. (5.3.30)

Для полного интегрирования системы (5.3.13)–(5.3.20) необходимо, вообще говоря, знать семь
независимых первых интегралов. Однако после следующей замены переменных









z4
z3
z2
z1









→









w4

w3

w2

w1









, w4 = z4, w3 =
√

z21 + z22 + z23 , w2 =
z2
z1
, w1 =

z3
√

z21 + z22
, (5.3.31)

система (5.3.13)–(5.3.20) распадается следующим образом:

α′ = −w4 + b sinα, (5.3.32)

w′
4 = sinα cosα− w2

3

cosα

sinα
, (5.3.33)

w′
3 = w3w4

cosα

sinα
, (5.3.34)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cos β2
sin β2

,

β′2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(5.3.35)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(5.3.36)

β′3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (5.3.37)

где

d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = Z3(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα
,

d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = −Z2(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
,

d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = Z1(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1 sin β2
,

(5.3.38)

при этом
zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (5.3.39)

— функции в силу замены (5.3.31).
Видно, что система восьмого порядка распалась на независимые подсистемы еще более низкого

порядка: система (5.3.32)–(5.3.34) — третьего, а системы (5.3.35), (5.3.36) (конечно, после замены
независимого переменного) — второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы
(5.3.32)–(5.3.37) достаточно указать два независимых первых интеграла системы (5.3.32)–(5.3.34),
по одному — систем (5.3.35), (5.3.36), и дополнительный первый интеграл, “привязывающий”
уравнение (5.3.37).
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При этом заметим, что систему (5.3.32)–(5.3.34) можно рассматривать на касательном рассло-
ении TS2 двумерной сферы S

2.
В случае шестимерного твердого тела соответствующая замена переменных имеет вид
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, w5 = z5, w4 =
√

z21 + z22 + z23 + z24 , w3 =
z2
z1
, (5.3.40)

w2 =
z3

√

z21 + z22
, w1 =

z4
√

z21 + z22 + z23
,

при этом система (5.3.21)–(5.3.30) распадается следующим образом:

α′ = −w5 + b sinα, (5.3.41)

w′
5 = sinα cosα− w2

4

cosα

sinα
, (5.3.42)

w′
4 = w4w5

cosα

sinα
, (5.3.43)

w′
3 = d3(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4)

1 + w2
3

w3

cos β3
sin β3

,

β′3 = d3(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4),

(5.3.44)

w′
2 = d2(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4)

1 + w2
2

w2

cos β2
sin β2

,

β′2 = d2(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4),

(5.3.45)

w′
1 = d1(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′1 = d1(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4),

(5.3.46)

β′4 = d4(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4), (5.3.47)

где

d1(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4) = Z4(w5, w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα
,

d2(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4) = −Z3(w5, w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
,

d3(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4) = Z2(w5, w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1 sin β2
,

d4(w5, w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3, β4) = −Z1(w5, w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1 sin β2 sinβ3
,

(5.3.48)

при этом
zk = Zk(w5, w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, 4, (5.3.49)

— функции в силу замены (5.3.40).

5.3.2. Полный список инвариантных соотношений. Данный раздел написан для пяти-
мерного твердого тела. Аналогичные выкладки справедливы и для шестимерного тела.

Система (5.3.32)–(5.3.34) имеет вид системы уравнений, возникающей в динамике трехмерного
(3D−) твердого тела в неконсервативном поле сил.

Для начала сопоставим системе третьего порядка (5.3.32)–(5.3.34) неавтономную систему вто-
рого порядка

dw4

dα
=

sinα cosα− w2
3 cosα/ sinα

−w4 + b sinα
,

dw3

dα
=
w3w4 cosα/ sinα

−w4 + b sinα
.

(5.3.50)
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Используя замену τ = sinα, перепишем систему (5.3.50) в алгебраическом виде

dw4

dτ
=
τ − w2

3/τ

−w4 + bτ
,

dw3

dτ
=

w3w4/τ

−w4 + bτ
.

(5.3.51)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w3 = u1τ, w4 = u2τ, (5.3.52)

приводим систему (5.3.51) к следующему виду:

τ
du2
dτ

+ u2 =
1− u21
−u2 + b

,

τ
du1
dτ

+ u1 =
u1u2

−u2 + b
,

(5.3.53)

что эквивалентно

τ
du2
dτ

=
1− u21 + u22 − bu2

−u2 + b
,

τ
du1
dτ

=
2u1u2 − bu1
−u2 + b

.

(5.3.54)

Сопоставим системе второго порядка (5.3.54) неавтономное уравнение первого порядка

du2
du1

=
1− u21 + u22 − bu2

2u1u2 − bu1
, (5.3.55)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

u22 + u21 − bu2 + 1

u1

)

= 0. (5.3.56)

Итак, уравнение (5.3.55) имеет следующий первый интеграл:

u22 + u21 − bu2 + 1

u1
= C1 = const, (5.3.57)

который в прежних переменных выглядит как

w2
4 + w2

3 − bw4 sinα+ sin2 α

w3 sinα
= C1 = const. (5.3.58)

Замечание 1. Рассмотрим систему (5.3.32)–(5.3.34) с переменной диссипацией с нулевым сред-
ним [59, 79, 101, 105, 129], становящейся консервативной при b = 0:

α′ = −w4,

w′
4 = sinα cosα−w2

3

cosα

sinα
,

w′
3 = w3w4

cosα

sinα
.

(5.3.59)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

w2
4 +w2

3 + sin2 α = C∗
1 = const, (5.3.60)

w3 sinα = C∗
2 = const. (5.3.61)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (5.3.60), (5.3.61) также является первым ин-
тегралом системы (5.3.59). Но при b 6= 0 каждая из функций

w2
4 +w2

3 − bw4 sinα+ sin2 α (5.3.62)

и (5.3.61) по отдельности не является первым интегралом системы (5.3.32)–(5.3.34). Однако от-
ношение функций (5.3.62), (5.3.61) является первым интегралом системы (5.3.32)–(5.3.34) при
любом b.
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Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка
(5.3.32)–(5.3.34). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (5.3.57) при u1 6= 0
следующим образом:

(

u2 −
b

2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− 1. (5.3.63)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4 > 0, (5.3.64)

и фазовое пространство системы (5.3.32)–(5.3.34) расслаивается на семейство поверхностей, за-
даваемых равенством (5.3.63).

Таким образом, в силу соотношения (5.3.57) первое уравнение системы (5.3.54) примет вид

τ
du2
dτ

=
2(1− bu2 + u22)− C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (5.3.65)

где

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√

C2
1 − 4(u22 − bu2 + 1)}, (5.3.66)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (5.3.64).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (5.3.32)–(5.3.34)

примет вид
∫

dτ

τ
=

∫

(b− u2)du2

2(1 − bu2 + u22)− C1{C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 − bu2 + 1)}/2

. (5.3.67)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sinα|. (5.3.68)

Если

u2 −
b

2
= r1, b

2
1 = b2 + C2

1 − 4, (5.3.69)

то правая часть равенства (5.3.67) примет вид

−1

4

∫

d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√

b21 − 4r21
− b

∫

dr1

(b21 − 4r21)±C1

√

b21 − 4r21
=

= −1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4r21
C1

± 1

∣

∣

∣

∣

∣

± b

2
I1, (5.3.70)

где

I1 =

∫

dr3
√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√

b21 − 4r21 . (5.3.71)

При вычислении интеграла (5.3.71) возможны три случая.
I. b > 2.

I1 = − 1

2
√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 +

√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4−

√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (5.3.72)

II. b < 2.

I1 =
1√

4− b2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (5.3.73)

III. b = 2.

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (5.3.74)

Возвращаясь к переменной

r1 =
w4

sinα
− b

2
, (5.3.75)
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имеем окончательный вид для величины I1:
I. b > 2.

I1 = − 1

2
√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4± 2r1

√

b21 − 4r21 ± C1

± C1√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4∓ 2r1

√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (5.3.76)

II. b < 2.

I1 =
1√

4− b2
arcsin

±C1

√

b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (5.3.77)

III. b = 2.

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (5.3.78)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка
(5.3.32)–(5.3.34) — предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными
функциями своих фазовых переменных.

Замечание 2. В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вместо C1

подставить левую часть первого интеграла (5.3.57).
Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид (ана-

логичный трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

ln | sinα|+G2

(

sinα,
w4

sinα
,
w3

sinα

)

= C2 = const. (5.3.79)

Таким образом, для интегрирования системы восьмого порядка (5.3.32)–(5.3.37) уже найдены
два независимых первых интеграла. Для полной же ее интегрируемости, как указано выше, до-
статочно найти один первый интеграл, для (потенциально отделившихся) систем (5.3.35), (5.3.36),
а также дополнительный первый интеграл, "привязывающий" уравнение (5.3.37).

Для поиска первого интеграла (потенциально отделившихся) систем (5.3.35), (5.3.36) сопоста-
вим им следующие неавтономные уравнения первого порядка:

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cos βs
sin βs

, s = 1, 2. (5.3.80)

Последние равенства после несложного интегрирования приводят к искомым инвариантным
соотношениям

√

1 + w2
s

sin βs
= Cs+2 = const, s = 1, 2. (5.3.81)

Далее, для поиска дополнительного первого интеграла, "привязывающего" уравнение (5.3.37),
сопоставим уравнениям (5.3.37) и (5.3.35) следующее неавтономное уравнение:

dw2

dβ3
= −(1 + w2

2) cos β2. (5.3.82)

Поскольку, в силу (5.3.81),

C4 cos β2 = ±
√

C2
4 − 1− w2

2, (5.3.83)

то
dw2

dβ3
= ∓ 1

C4
(1 + w2

2)
√

C2
4 − 1− w2

2. (5.3.84)

Тогда, интегрируя последнее равенство, приходим к следующей квадратуре:

∓(β3 + C5) =

∫

C4dw2

(1 +w2
2)
√

C2
4 − 1− w2

2

, C5 = const. (5.3.85)

Дальнейшее интегрирование приводит к равенству

∓tg(β3 + C5) =
C4w2

√

C2
4 − 1− w2

2

, C5 = const. (5.3.86)
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Окончательно имеем вид дополнительного первого интеграла, "привязывающего" уравнение
(5.3.37):

arctg
C4w2

√

C2
4 − 1− w2

2

± β3 = C5, C5 = const. (5.3.87)

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–
(5.2.18) при условии (5.3.1) имеет двенадцать инвариантных соотношений: имеются аналитиче-
ская неинтегрируемая связь вида (5.2.26), циклические первые интегралы вида (5.2.21), (5.2.22),
первый интеграл вида (5.3.58), также имеется первый интеграл, выражающийся соотношениями
(5.3.72)–(5.3.79), являющийся трансцендентной функцией фазовых переменных (также в смысле
комплексного анализа) и выражающийся через конечную комбинацию элементарных функций,
наконец, трансцендентные первые интегралы вида (5.3.81) и (5.3.87).

Теорема 1. Система (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18) при условиях (5.2.26), (5.3.1), (5.2.22) об-
ладает двенадцатью инвариантными соотношениями (полным набором), пять из которых яв-
ляются трансцендентными функциями с точки зрения комплексного анализа. При этом все
соотношения выражаются через конечную комбинацию элементарных функций.

Аналогичные утверждения и теоремы справедливы и для шестимерного тела.

5.3.3. Топологические аналогии. Рассмотрим следующую систему уравнений седьмого по-
рядка:

ξ̈ + b∗ξ̇ cos ξ + sin ξ cos ξ − [η̇1
2 + η̇2

2 sin2 η1 + η̇3
2 sin2 η1 sin

2 η2]
sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + b∗η̇1 cos ξ + ξ̇η̇1
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
− (η̇2

2 + η̇3
2 sin2 η2) sin η1 cos η1 = 0,

η̈2 + b∗η̇2 cos ξ + ξ̇η̇2
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇2

cos η1
sin η1

− η̇3
2 sin η2 cos η2 = 0,

η̈3 + b∗η̇3 cos ξ + ξ̇η̇3
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇3

cos η1
sin η1

+ 2η̇2η̇3
cos η2
sin η2

= 0, b∗ > 0,

(5.3.88)

описывающую закрепленный пятимерный маятник, помещенный в поток набегающей среды при
отсутствии зависимости момента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в некон-
сервативном поле сил. Вообще говоря, порядок такой системы должен быть равен 8, но фазовая
переменная η3 является циклической, что и приводит к расслоению фазового пространства и
понижению порядка.

Ее фазовым пространством является касательное расслоение

TS3{ξ̇, η̇1, η̇2, η̇3, ξ, η1, η2, η3} (5.3.89)

к четырехмерной сфере S
4{ξ, η1, η2, η3}, при этом уравнение, переводящее систему (5.3.88) в си-

стему на касательном расслоении к трехмерной сфере

η̇3 ≡ 0, (5.3.90)

и уравнения больших кругов

η̇1 ≡ 0, η̇2 ≡ 0, η̇3 ≡ 0 (5.3.91)

задают семейства интегральных многообразий.
Нетрудно убедиться, что система (5.3.88) эквивалентна динамической системе с переменной

диссипацией с нулевым средним на касательном расслоении (5.3.89) к четырехмерной сфере.
Более того, справедлива

Теорема 2. Система (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18) при условиях (5.2.26), (5.3.1), (5.2.22) эк-
вивалентна динамической системе (5.3.88).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, β2 = η2, β3 = η3, b = −b∗.
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Аналогичным образом может быть рассмотрена следующая система уравнений девятого по-
рядка:

ξ̈ + b∗ξ̇ cos ξ + sin ξ cos ξ−

− [η̇1
2 + η̇2

2 sin2 η1 + η̇3
2 sin2 η1 sin

2 η2 + η̇4
2 sin2 η1 sin

2 η2 sin
2 η3]

sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + b∗η̇1 cos ξ + ξ̇η̇1
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
−

− (η̇2
2 + η̇3

2 sin2 η2 + η̇4
2 sin2 η2 sin

2 η3) sin η1 cos η1 = 0,

η̈2 + b∗η̇2 cos ξ + ξ̇η̇2
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇2

cos η1
sin η1

−

− [η̇3
2 + η̇4

2 sin2 η3] sin η2 cos η2 = 0,

η̈3 + b∗η̇3 cos ξ + ξ̇η̇3
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇3

cos η1
sin η1

+ 2η̇2η̇3
cos η2
sin η2

− η̇4
2 sin η3 cos η3 = 0,

η̈4 + b∗η̇4 cos ξ + ξ̇η̇4
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇4

cos η1
sin η1

+ 2η̇2η̇4
cos η2
sin η2

+ 2η̇3η̇4
cos η3
sin η3

= 0, b∗ > 0,

(5.3.92)

описывающую закрепленный шестимерный маятник, помещенный в поток набегающей среды при
отсутствии зависимости момента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в неконсер-
вативном поле сил. Вообще говоря, порядок такой системы должен быть равен 10, но фазовая
переменная η4 является циклической, что и приводит к расслоению фазового пространства и
понижению порядка.

Утверждения и теоремы, справедливые для пятимерного тела, справедливы также и для ше-
стимерного тела, которому и соответствует система (5.3.92).

О более общих топологических аналогиях см. также [32, 39, 43, 45, 60, 69].

5.4. Случай зависимости момента неконсервативных сил от угловой скорости

5.4.1. Введение зависимости от угловой скорости. Данный раздел посвящен динамике
пятимерного (шестимерного) твердого тела в пятимерном (шестимерном) пространстве. Но, по-
скольку данный раздел посвящен исследованию случая движения при наличии зависимости мо-
мента действующих сил от тензора угловой скорости, введем такую зависимость с более общих
позиций. К тому же, данная точка зрения поможет нам вводить эту зависимость и для много-
мерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N , x4N , x5N ) — координаты точки N приложения неконсервативной си-
лы (воздействия среды) на четырехмерный диск, Q = (Q1, Q2, Q3, Q4, Q5) — компоненты, не зави-
сящие от тензора угловой скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N , x3N , x4N , x5N )
от тензора угловой скорости лишь линейным образом, поскольку само данное введение априори
не очевидно.

Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (5.4.1)

где R = (R1, R2, R3, R4, R5) — вектор-функция, содержащая компоненты тензора угловой скоро-
сти. При этом зависимость функции R от компонент тензора угловой скорости — гироскопиче-
ская:

R =













R1

R2

R3

R4

R5













= −1

v
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. (5.4.2)

Здесь (h1, h2, h3, h4, h5) — некоторые положительные параметры.
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Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N ≡ 0, то

x2N = Q2 − h1
ω10

v
, x3N = Q3 + h1

ω9

v
, x4N = Q4 − h1

ω7

v
, x5N = Q5 + h1

ω4

v
. (5.4.3)

Аналогичным образом с помощью формулы (5.4.1) вводится соответствующая зависимости
момента силы от тензора угловой скорости шестимерного твердого тела.

5.4.2. Приведенная система. Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [121, 122]

Q2 = A sinα cos β1, Q3 = A sinα sin β1 cosβ2,

Q4 = A sinα sin β1 sin β2 cos β3, (5.4.4)

Q5 = A sinα sinβ1 sin β2 sin β3, A > 0,

динамические функции s, x2N , x3N , x4N и x5N примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, B > 0,

x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα cos β1 − h
ω10

v
,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα sin β1 cos β2 + h
ω9

v
, (5.4.5)

x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα sin β1 sin β2 cosβ3 − h
ω7

v
,

x5N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα sinβ1 sin β2 sin β3 + h
ω4

v
, h = h1 > 0, v 6= 0,

убеждающем нас о том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от компонент тензора угловой
скорости). Причем h2 = h3 = h4 = h5 в силу динамической симметрии тела.

При этом функции Γv (α, β1, β2, β3,Ω/v) ,∆v,s (α, β1, β2, β3,Ω/v) , s = 1, 2, 3, входящие в систему
(5.2.51)–(5.2.58), примут следующий вид:

Γv

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= A sinα− h

v
z4,

∆v,1

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

=
h

v
z3, (5.4.6)

∆v,2

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

= −h
v
z2, ∆v,3

(

α, β1, β2, β3,
Ω

v

)

=
h

v
z1.

Аналогичные равенства могут быть получены и для шестимерного тела.
Тогда, благодаря неинтегрируемой связи (5.2.26), вне и только вне многообразия (5.2.50) ди-

намическая часть уравнений движения (система (5.2.51)–(5.2.58)) примет вид аналитической си-
стемы

α̇ = −
(

1 +
σBh

3I2

)

z4 +
σABv

3I2
sinα, (5.4.7)

ż4 =
ABv2

3I2
sinα cosα−

−
(

1 +
σBh

3I2

)

(z21 + z22 + z23)
cosα

sinα
− Bhv

3I2
z4 cosα, (5.4.8)

ż3 =

(

1 +
σBh

3I2

)

z3z4
cosα

sinα
+

+

(

1 +
σBh

3I2

)

(z21 + z22)
cosα

sinα

cos β1
sin β1

− Bhv

3I2
z3 cosα, (5.4.9)

ż2 =

(

1 +
σBh

3I2

)

z2z4
cosα

sinα
−

(

1 +
σBh

3I2

)

z2z3
cosα

sinα

cos β1
sin β1

−
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−
(

1 +
σBh

3I2

)

z21
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

− Bhv

3I2
z2 cosα, (5.4.10)

ż1 =

(

1 +
σBh

3I2

)

z1z4
cosα

sinα
−

(

1 +
σBh

3I2

)

z1z3
cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+

(

1 +
σBh

3I2

)

z1z2
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

− Bhv

3I2
z1 cosα, (5.4.11)

β̇1 =

(

1 +
σBh

3I2

)

z3
cosα

sinα
, (5.4.12)

β̇2 = −
(

1 +
σBh

3I2

)

z2
cosα

sinα sin β1
, (5.4.13)

β̇3 =

(

1 +
σBh

3I2

)

z1
cosα

sinα sin β1 sinβ2
. (5.4.14)

Вводя далее безразмерные переменные, параметры и дифференцирование следующим образом:

zk 7→ n0vzk, k = 1, 2, 3, 4, n20 =
AB

3I2
, b = σn0, H1 =

Bh

3I2n0
, < · >= n0v <

′>, (5.4.15)

приведем систему (5.4.7)–(5.4.14) к виду

α′ = − (1 + bH1) z4 + b sinα, (5.4.16)

z′4 = sinα cosα−
− (1 + bH1) (z

2
1 + z22 + z23)

cosα

sinα
−H1z4 cosα, (5.4.17)

z′3 = (1 + bH1) z3z4
cosα

sinα
+

+(1 + bH1) (z
2
1 + z22)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−H1z3 cosα, (5.4.18)

z′2 = (1 + bH1) z2z4
cosα

sinα
− (1 + bH1) z2z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−

− (1 + bH1) z
2
1

cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

−H1z2 cosα, (5.4.19)

z′1 = (1 + bH1) z1z4
cosα

sinα
− (1 + bH1) z1z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+(1 + bH1) z1z2
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

−H1z1 cosα, (5.4.20)

β′1 = (1 + bH1) z3
cosα

sinα
, (5.4.21)

β′2 = − (1 + bH1) z2
cosα

sinα sin β1
, (5.4.22)

β′3 = (1 + bH1) z1
cosα

sinα sin β1 sinβ2
. (5.4.23)

Видно, что в системе восьмого порядка (5.4.16)–(5.4.23) которую, как будет показано далее,
можно рассматривать на касательном расслоении TS4 к четырехмерной сфере S

4, образовалась
независимая система седьмого порядка (5.4.16)–(5.4.22) на своем семимерном многообразии.

Аналогичная система динамических уравнений может быть получена и для шестимерного тела:

α′ = − (1 + bH1) z5 + b sinα, (5.4.24)

z′5 = sinα cosα− (1 + bH1) (z
2
1 + z22 + z23 + z24)

cosα

sinα
−H1z5 cosα, (5.4.25)

z′4 = (1 + bH1) z4z5
cosα

sinα
+ (1 + bH1) (z

2
1 + z22 + z23)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−H1z4 cosα, (5.4.26)

z′3 = (1 + bH1) z3z5
cosα

sinα
− (1 + bH1) z3z4

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−
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− (1 + bH1) (z
2
1 + z22)

cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

−H1z3 cosα, (5.4.27)

z′2 = (1 + bH1) z2z5
cosα

sinα
− (1 + bH1) z2z4

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+(1 + bH1) z2z3
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+(1 + bH1) z
2
1

cosα

sinα

1

sin β1

1

sin β2

cos β3
sin β3

−H1z2 cosα, (5.4.28)

z′1 = (1 + bH1) z1z5
cosα

sinα
− (1 + bH1) z1z4

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+(1 + bH1) z1z3
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

−

− (1 + bH1) z1z2
cosα

sinα

1

sinβ1

1

sin β2

cos β3
sin β3

−H1z1 cosα, (5.4.29)

β′1 = (1 + bH1) z4
cosα

sinα
, (5.4.30)

β′2 = − (1 + bH1) z3
cosα

sinα sin β1
, (5.4.31)

β′3 = (1 + bH1) z2
cosα

sinα sin β1 sinβ2
, (5.4.32)

β′4 = − (1 + bH1) z1
cosα

sinα sin β1 sin β2 sin β3
. (5.4.33)

Для полного интегрирования системы (5.4.16)–(5.4.23) необходимо, вообще говоря, знать семь
независимых первых интегралов. Однако после следующей замены переменных









z4
z3
z2
z1









→









w4

w3

w2

w1









, w4 = z4, w3 =
√

z21 + z22 + z23 , w2 =
z2
z1
, w1 =

z3
√

z21 + z22
, (5.4.34)

система (5.4.16)–(5.4.23) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)w4 + b sinα, (5.4.35)

w′
4 = sinα cosα− (1 + bH1)w

2
3

cosα

sinα
−H1w4 cosα, (5.4.36)

w′
3 = (1 + bH1)w3w4

cosα

sinα
−H1w3 cosα, (5.4.37)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cos β2
sin β2

,

β′2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(5.4.38)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(5.4.39)

β′3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (5.4.40)

где

d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = (1 + bH1)Z3(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα
,

d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = −(1 + bH1)Z2(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
,

d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = (1 + bH1)Z1(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1 sin β2
,

(5.4.41)

при этом
zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (5.4.42)
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— функции в силу замены (5.4.34).
Видно, что система восьмого порядка распалась на независимые подсистемы еще более низкого

порядка: система (5.4.35)–(5.4.37) — третьего, а системы (5.4.38), (5.4.39) (конечно, после замены
независимого переменного) — второго. Таким образом, для полной интегрируемости системы
(5.4.35)–(5.4.40) достаточно указать два независимых первых интеграла системы (5.4.35)–(5.4.37),
по одному — систем (5.4.38), (5.4.39), и дополнительный первый интеграл, "привязывающий"
уравнение (5.4.40).

При этом заметим, что систему (5.4.35)–(5.4.37) можно рассматривать на касательном рассло-
ении TS2 двумерной сферы S

2.
Аналогичные утверждения справедливы и для шестимерного твердого тела.

5.4.3. Полный список инвариантных соотношений. Система (5.4.35)–(5.4.37) имеет вид
системы уравнений, возникающей в динамике трехмерного (3D−) твердого тела в неконсерва-
тивном поле сил.

Для начала сопоставим системе третьего порядка (5.4.35)–(5.4.37) неавтономную систему вто-
рого порядка

dw4

dα
=

sinα cosα− (1 + bH1)w
2
3 cosα/ sinα−H1w4 cosα

−(1 + bH1)w4 + b sinα
,

dw3

dα
=

(1 + bH1)w3w4 cosα/ sinα−H1w3 cosα

−(1 + bH1)w4 + b sinα
.

(5.4.43)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (5.4.43) в алгебраическом виде

dw4

dτ
=
τ − (1 + bH1)w

2
3/τ −H1w4

−(1 + bH1)w4 + bτ
,

dw3

dτ
=

(1 + bH1)w3w4/τ −H1w3

−(1 + bH1)w4 + bτ
.

(5.4.44)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w3 = u1τ, w4 = u2τ, (5.4.45)

приводим систему (5.4.44) к следующему виду:

τ
du2
dτ

+ u2 =
1− (1 + bH1)u

2
1 −H1u2

−(1 + bH1)u2 + b
,

τ
du1
dτ

+ u1 =
(1 + bH1)u1u2 −H1u1

−(1 + bH1)u2 + b
,

(5.4.46)

что эквивалентно

τ
du2
dτ

=
(1 + bH1)(u

2
2 − u21)− (b+H1)u2 + 1

−(1 + bH1)u2 + b
,

τ
du1
dτ

=
2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−(1 + bH1)u2 + b
.

(5.4.47)

Сопоставим системе второго порядка (5.4.47) неавтономное уравнение первого порядка

du2
du1

=
1− (1 + bH1)(u

2
1 − u22)− (b+H1)u2

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1
, (5.4.48)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

(1 + bH1)(u
2
2 + u21)− (b+H1)u2 + 1

u1

)

= 0. (5.4.49)

Итак, уравнение (5.4.48) имеет следующий первый интеграл:

(1 + bH1)(u
2
2 + u21)− (b+H1)u2 + 1

u1
= C1 = const, (5.4.50)
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который в прежних переменных выглядит как

(1 + bH1)(w
2
4 +w2

3)− (b+H1)w4 sinα+ sin2 α

w3 sinα
= C1 = const. (5.4.51)

Замечание 3. Рассмотрим систему (5.4.35)–(5.4.37) с переменной диссипацией с нулевым сред-
ним, становящейся консервативной при b = H1:

α′ = −(1 + b2)w4 + b sinα,

w′
4 = sinα cosα− (1 + b2)w2

3

cosα

sinα
− bw4 cosα,

w′
3 = (1 + b2)w3w4

cosα

sinα
− bw3 cosα.

(5.4.52)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

(1 + b2)(w2
4 + w2

3)− 2bw4 sinα+ sin2 α = C∗
1 = const, (5.4.53)

w3 sinα = C∗
2 = const. (5.4.54)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (5.4.53), (5.4.54) также является первым ин-
тегралом системы (5.4.52). Но при b 6= H1 каждая из функций

(1 + bH1)(w
2
4 + w2

3)− (b+H1)w4 sinα+ sin2 α (5.4.55)

и (5.4.54) по отдельности не является первым интегралом системы (5.4.35)–(5.4.37). Однако от-
ношение функций (5.4.55), (5.4.54) является первым интегралом системы (5.4.35)–(5.4.37) при
любых b,H1.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка
(5.4.35)–(5.4.37). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (5.4.50) при u1 6= 0
следующим образом:

(

u2 −
b+H1

2(1 + bH1)

)2

+

(

u1 −
C1

2(1 + bH1)

)2

=
(b−H1)

2 + C2
1 − 4

4(1 + bH1)2
. (5.4.56)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(b−H1)
2 + C2

1 − 4 > 0, (5.4.57)

и фазовое пространство системы (5.4.35)–(5.4.37) расслаивается на семейство поверхностей, за-
даваемых равенством (5.4.56).

Таким образом, в силу соотношения (5.4.50) первое уравнение системы (5.4.47) примет вид

τ
du2
dτ

=
2(1 + bH1)u

2
2 − 2(b+H1)u2 + 2− C1U1(C1, u2)

b− (1 + bH1)u2
, (5.4.58)

где

U1(C1, u2) =
1

2(1 + bH1)
{C1 ± U2(C1, u2)}, (5.4.59)

U2(C1, u2) =
√

C2
1 − 4(1 + bH1)(1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u22),

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (5.4.57).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (5.4.35)–(5.4.37)

примет вид
∫

dτ

τ
=

=

∫

(b− (1 + bH1)u2)du2
2(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u

2
2)−C1{C1 ± U2(C1, u2)}/(2(1 + bH1))

. (5.4.60)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sinα|. (5.4.61)
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Если

u2 −
b+H1

2(1 + bH1)
= r1, b

2
1 = (b−H1)

2 + C2
1 − 4, (5.4.62)

то правая часть равенства (5.4.60) примет вид

−1

4

∫

d(b21 − 4(1 + bH1)r
2
1)

(b21 − 4(1 + bH1)r21)± C1

√

b21 − 4(1 + bH1)r21
−

−(b−H1)(1 + bH1)

∫

dr1

(b21 − 4(1 + bH1)r21)± C1

√

b21 − 4(1 + bH1)r21
=

= −1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4(1 + bH1)r21
C1

± 1

∣

∣

∣

∣

∣

± b−H1

2
I1, (5.4.63)

где

I1 =

∫

dr3
√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√

b21 − 4(1 + bH1)r21. (5.4.64)

При вычислении интеграла (5.4.64) возможны три случая.
I. |b−H1| > 2.

I1 = − 1

2
√

(b−H1)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)2 − 4 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1
√

(b−H1)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

(b−H1)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)2 − 4−
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1
√

(b−H1)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (5.4.65)

II. |b−H1| < 2.

I1 =
1

√

4− (b−H1)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (5.4.66)

III. |b−H1| = 2.

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (5.4.67)

Возвращаясь к переменной

r1 =
w3

sinα
− b+H1

2(1 + bH1)
, (5.4.68)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. |b−H1| > 2.

I1 = − 1

2
√

(b−H1)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)2 − 4± 2(1 + bH1)r1
√

b21 − 4(1 + bH1)2r21 ±C1

± C1
√

(b−H1)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2
√

(b−H1)2 − 4
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)2 − 4∓ 2(1 + bH1)r1
√

b21 − 4(1 + bH1)2r21 ± C1

∓ C1
√

(b−H1)2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const. (5.4.69)

II. |b−H1| < 2.

I1 =
1

√

4− (b−H1)2
arcsin

±C1

√

b21 − 4(1 + bH1)2r
2
1 + b21

b1(
√

b21 − 4(1 + bH1)2r21 ± C1)
+ const. (5.4.70)

III. |b−H1| = 2.

I1 = ∓ 2(1 + bH1)r1

C1(
√

b21 − 4(1 + bH1)2r21 ± C1)
+ const. (5.4.71)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка
(5.4.35)–(5.4.37) — предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными
функциями своих фазовых переменных.
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Замечание 4. В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вместо C1

подставить левую часть первого интеграла (5.4.50).
Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид (ана-

логичный трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

ln | sinα|+G2

(

sinα,
w4

sinα
,
w3

sinα

)

= C2 = const. (5.4.72)

Таким образом, для интегрирования системы восьмого порядка (5.4.35)–(5.4.40) уже найдены
два независимых первых интеграла. Для полной же ее интегрируемости, как указано выше, до-
статочно найти по одному первому интегралу для (потенциально отделившехся) систем (5.4.38),
(5.4.39), а также дополнительный первый интеграл, "привязывающий" уравнение (5.4.40).

Для поиска первого интеграла (потенциально отделившихся) систем (5.4.38), (5.4.39) сопоста-
вим им следующие неавтономные уравнения первого порядка:

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cos βs
sin βs

, s = 1, 2. (5.4.73)

Последнее равенство после несложного интегрирования приводит к искомым инвариантным
соотношениям

√

1 + w2
s

sin βs
= Cs+2 = const, s = 1, 2. (5.4.74)

Далее, для поиска дополнительного первого интеграла, "привязывающего" уравнение (5.4.40),
сопоставим уравнениям (5.4.40) и (5.4.38) следующее неавтономное уравнение:

dw2

dβ3
= −(1 + w2

2) cos β2. (5.4.75)

Поскольку, в силу (5.4.74),

C4 cos β2 = ±
√

C2
4 − 1− w2

2, (5.4.76)

то
dw2

dβ3
= ∓ 1

C4
(1 + w2

2)
√

C2
4 − 1− w2

2. (5.4.77)

Тогда, интегрируя последнее равенство, приходим к следующей квадратуре:

∓(β3 + C5) =

∫

C4dw2

(1 +w2
2)
√

C2
4 − 1− w2

2

, C5 = const. (5.4.78)

Дальнейшее интегрирование приводит к равенству

∓tg(β3 + C5) =
C4w2

√

C2
4 − 1− w2

2

, C5 = const. (5.4.79)

Окончательно имеем вид дополнительного первого интеграла, "привязывающего" уравнение
(5.4.40):

arctg
C4w2

√

C2
4 − 1− w2

2

± β3 = C5, C5 = const. (5.4.80)

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–
(5.2.18) при условии (5.4.5) имеет двенадцать инвариантных соотношений: имеются аналитиче-
ская неинтегрируемая связь вида (5.2.26), циклические первые интегралы вида (5.2.21), (5.2.22),
первый интеграл вида (5.4.51), также имеется первый интеграл, выражающийся соотношениями
(5.4.65)–(5.4.72), являющийся трансцендентной функцией фазовых переменных (также в смысле
комплексного анализа) и выражающийся через конечную комбинацию элементарных функций,
наконец, трансцендентные первые интегралы вида (5.4.74) и (5.4.80).

Теорема 3. Система (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18) при условиях (5.2.26), (5.4.5), (5.2.22) об-
ладает двенадцатью инвариантными соотношениями (полным набором), пять из которых яв-
ляются трансцендентными функциями с точки зрения комплексного анализа. При этом все
соотношения выражаются через конечную комбинацию элементарных функций.

Аналогичные утверждения и теоремы справедливы в случае шестимерного твердого тела.
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5.4.4. Топологические аналогии. Рассмотрим следующую систему уравнений седьмого по-
рядка:

ξ̈ + (b∗ −H1∗)ξ̇ cos ξ + sin ξ cos ξ − [η̇1
2 + η̇2

2 sin2 η1 + η̇3
2 sin2 η1 sin

2 η2]
sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + (b∗ −H1∗)η̇1 cos ξ + ξ̇η̇1
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
− (η̇2

2 + η̇3
2 sin2 η2) sin η1 cos η1 = 0,

η̈2 + (b∗ −H1∗)η̇2 cos ξ + ξ̇η̇2
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇2

cos η1
sin η1

− η̇3
2 sin η2 cos η2 = 0,

η̈3 + (b∗ −H1∗)η̇3 cos ξ + ξ̇η̇3
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇3

cos η1
sin η1

+ 2η̇2η̇3
cos η2
sin η2

= 0,

b∗ > 0, H1∗ > 0,

(5.4.81)

описывающую закрепленный пятимерный маятник, помещенный в поток набегающей среды при
наличии зависимости момента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в неконсер-
вативном поле сил. Вообще говоря, порядок такой системы должен быть равен 8, но фазовая
переменная η3 является циклической, что и приводит к расслоению фазового пространства и
понижению порядка.

Ее фазовым пространством является касательное расслоение

TS3{ξ̇, η̇1, η̇2, η̇3, ξ, η1, η2, η3} (5.4.82)

к четырехмерной сфере S
4{ξ, η1, η2, η3}, при этом уравнение, переводящее систему (5.3.88) в си-

стему на касательном расслоении к трехмерной сфере

η̇3 ≡ 0, (5.4.83)

и уравнения больших кругов

η̇1 ≡ 0, η̇2 ≡ 0, η̇3 ≡ 0 (5.4.84)

задают семейства интегральных многообразий.
Нетрудно убедиться, что система (5.4.81) эквивалентна динамической системе с переменной

диссипацией с нулевым средним на касательном расслоении (5.4.82) к четырехмерной сфере.
Более того, справедлива

Теорема 4. Система (5.2.2)–(5.2.6), (5.2.9)–(5.2.18) при условиях (5.2.26), (5.4.5), (5.2.22) эк-
вивалентна динамической системе (5.4.81).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, β2 = η2, β3 = η3, b = −b∗, H1 = −H1∗.
Аналогичным образом может быть рассмотрена следующая система уравнений девятого по-

рядка:

ξ̈ + (b∗ −H1∗)ξ̇ cos ξ + sin ξ cos ξ−

− [η̇1
2 + η̇2

2 sin2 η1 + η̇3
2 sin2 η1 sin

2 η2 + η̇4
2 sin2 η1 sin

2 η2 sin
2 η3]

sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + (b∗ −H1∗)η̇1 cos ξ + ξ̇η̇1
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
− (η̇2

2 + η̇3
2 sin2 η2 + η̇4

2 sin2 η2 sin
2 η3) sin η1 cos η1 = 0,

η̈2 + (b∗ −H1∗)η̇2 cos ξ + ξ̇η̇2
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇2

cos η1
sin η1

− [η̇3
2 + η̇4

2 sin2 η3] sin η2 cos η2 = 0,

η̈3 + (b∗ −H1∗)η̇3 cos ξ + ξ̇η̇3
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇3

cos η1
sin η1

+ 2η̇2η̇3
cos η2
sin η2

− η̇4
2 sin η3 cos η3 = 0,

η̈4 + (b∗ −H1∗)η̇4 cos ξ + ξ̇η̇4
1 + cos2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇4

cos η1
sin η1

+

+ 2η̇2η̇4
cos η2
sin η2

+ 2η̇3η̇4
cos η3
sin η3

= 0, b∗ > 0,

(5.4.85)
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описывающая закрепленный шестимерный маятник, помещенный в поток набегающей среды при
наличии зависимости момента сил от тензора угловой скорости, т.е. механическую систему в
неконсервативном поле сил. Вообще говоря, порядок такой системы должен быть равен 10, но
фазовая переменная η4 является циклической, что и приводит к расслоению фазового простран-
ства и понижению порядка.

Утверждения и теоремы, справедливые для пятимерного тела, справедливы также и для ше-
стимерного тела, которому и соответствует приведенная выше система.

О более общих топологических аналогиях см. также [32, 39, 43, 45, 60, 69].
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