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БЫСТРОЕ УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ

С ПОМОЩЬЮ ЦВЕТНЫХ АЛГЕБР
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Аннотация. В работе предлагается метод вычисления произведения матриц, который исполь-

зует цветные алгебры.

Аналог быстрого умножения чисел по алгоритму Карацуба для матриц был создан Штрассе-
ном в 1969 г. (см. [9]). Аналога метода быстрого умножения чисел Кули—Тьюки, основанном на

быстром преобразовании Фурье, для матриц до сих пор не было. Методы групповой алгебры для
умножения матриц близки к методам быстрого преобразования матриц (см. [7]), но они не дали
хороших результатов. Причины этого можно понять из нижеизложенного.

Более сильные результаты получились при оценке ранга трилинейного тензора (см. [4]). Од-
нако и здесь после работы [6] существенного продвижения не было (см. [8]). Здесь предлагается
метод вычисления произведения матриц, являющегося аналогом использования быстрого преоб-

разования Фурье при умножении больших чисел.
Приведенный ниже метод умножения матриц использует цветные алгебры (см. [2]). Точнее,

мы используем квазикоммутативную алгебру, названную здесь бигрупповой алгеброй, по анало-

гии с групповой алгеброй и бихарактерами. В зарубежной литературе эта алгебра имеет другое
название. Однако по мнению авторов, название «бигрупповая алгебра» более естественно.

Пусть G— конечная абелева группа. Бигрупповая алгебра определяется как расширение груп-

повой алгебры, состоящей из формальных сумм:
∑

µ,g

aµgµg, aµg ∈ K, µ ∈ G∗, g ∈ G.

Здесь aµg ∈ K — коэффициенты из некоторого поля K, µ ∈ G∗ — характеры из группы характеров
нашей группы.

Групповая алгебра является коммутативной подалгеброй бигрупповой алгебры и состоит из

элементов, где коэффициенты перед неединичными характерами равны нулю. В групповой ал-
гебре, как в линейном пространстве, выберем базис eg = g, g ∈ G. Определим бигрупповую
алгебру как алгебру операторов в линейном пространстве (в групповой алгебре). Действие эле-

мента h ∈ G определяется согласно закону умножения в группе, а характеры действуют как
диагональные матрицы:

h(eg) = ehg, µ(eg) = µ(g)eg .

Определим действие операторов µg, gµ на векторы:

µg(eh) = µ(egh) = µ(gh)egh = µ(g)µ(h)g(eh) = µ(g)(gµ)(eh).

Таким образом,

µg = µ(g)gµ,

т.е. бигрупповая алгебра является цветной алгеброй с группой цветов, являющейся прямой сум-

мой двух изоморфных групп: группы характеров и самой группы.
Будем дальше использовать следующую известную лемму.
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Лемма 1. Пусть G— конечная коммутативная группа порядка n и в K∗ имеется прими-

тивный корень степени n. Тогда между характерами и элементами группы имеются следую-

щие соотношения:

∑

µ∈G∗

µ(g) =

{

|G|, g = e,

0, g 6= e;

∑

g∈G

µ(g) =

{

|G|, µ = e,

0, µ 6= e.

Используя лемму 1, докажем следующую (известную алгебраистам) теорему.

Теорема 1. Пусть G— коммутативная группа порядка n. Тогда бигрупповая алгебра изо-

морфна алгебре матриц порядка n× n.

Доказательство. Бигрупповая алгебра имеет размерность n2, как и алгебра матриц. Рассмотрим
матрицы вида e

g
l , состоящие сплошь из нулей, за исключением одного элемента (равного 1),

стоящего на пересечении строки с номером g и столбца с номером l. Достаточно показать, что

такой матрице e
g
l соответствует некоторый элемент бигрупповой алгебры. Для этого покажем,

что многочлену

a =
1

|G|
g
∑

µ

µl−1 =
1

|G|

∑

µ

µ(g−1)µgl−1

соответствует некоторая матрица e
g
l в базисе eg.

Вычислим действие элемента a на один из векторов eh:

a(eh) =
1

|G|

∑

µ

µ(l−1h)egl−1h.

В соответствии с леммой 1 данная сумма равна нулю при h 6= l, а при h = l получаем, что вектор
переходит в eg. Это означает, что элементу a бигрупповой алгебры соответствует матрица e

g
l .

Поставим в соответствие матрице

A =
∑

g,l

agle
g
l

многочлен по формуле
∑

µ,g

āµgµg, āµg =
1

|G|

∑

l

µ(g−1l−1)ag+l,l.

Умножим данное равенство слева и справа на множитель µ(s) и просуммируем по всем характе-

рам. Это даст формулу обратного перехода:

asl =
∑

µ

µ(s)āµl.

Теорема доказана.

Выберем образующие в циклическом разложении на подгруппы,

G = Zn1
⊕ Zn2

. . .⊕ Znk
,

и поставим им в соответствие переменные y1, . . . , yk. Аналогично разложению в группе характеров

поставим в соответствие переменные x1, . . . , xk. Все переменные между собой коммутируют, за
исключением взаимных (т.е. xi ↔ yi) и их степеней:

xiyi = θiyixi,

где θi — примитивный корень из 1 степени ni. Заметим, что переменные xni

i , yni

i коммутируют со

всеми многочленами от этих переменных, поэтому можно считать, что они принадлежат полю:

xni

i = ai, yni

i = bi.
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Так получаются квазикоммутативные многочлены, соответствующие бигрупповой алгебре. Мы

будем использовать нормированные константы ai = bi = 1, хотя спиноры нормируют из условия
ai = −1 = bi.

Когда k > 1, удобно пользоваться мультииндексами

i = (i1, i2, . . . , ik), θ = (θ1, . . . , θk), x = (x1, x2, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk).

При этом операции с мультииндексными величинами вычисляются покомпонентно:

i+ j = (i1 + j1, . . . , ik + jk), ij = (i1j1, . . . , ikjk), xi = xi11 x
i2
2 . . . x

ik
k .

Тогда многочлены можно рассматривать как многочлены от двух (мультииндексных) переменных
с коммутационным соотношением

xiyj = θijyjxi.

Эти обозначения удобны и представляют простые обозначения для тензорных произведений k

объектов.
С учетом мультииндексных обозначений элементы бигрупповой алгебры мы можем записать

в следующем виде:
∑

i,j

aijx
iyj ,

∑

i,j

bijx
iyj.

Их произведение имеет вид
∑

i,j

cijx
iyj.

Коэффициенты при этом вычисляются по формуле

cij =
∑

k,l

aklbi−k,j−lθ
l(k−i).

Определим теперь разбиение многочленов на части, коммутирующие одинаково. Пусть

fj(x) =
∑

i

aijx
i, ϕi =

∑

j

bijy
j .

Тогда произведение многочленов будет выражаться следующим образом:
∑

i,j

θ−ijxifj(x)ϕi(y)y
j.

При этом такие пары i, j, что θij дают одно и то же значение, можно объединить, и это даст
мультипликативную свертку наших величин.

Произведение многочленов через его значения вычисляется обратным преобразованием Фурье
от значений для группы G⊕G порядка n2:

g(x, y) =
∑

i,j

gijx
iyj , gij =

1

n2

∑

α,β

θ−iα−jβḡαβ , ḡαβ = g(θα, θβ).

Таким образом, значения многочленов полностью определяют сам многочлен. Вычислим значе-
ния многочлена произведения через значения

fαj = fj(θ
α), ϕiβ = ϕi(θ

β).

Для получения этих значений понадобится всего 2n преобразований Фурье длины n. Таким об-

разом,

ḡαβ =
∑

i

θαiϕiβ

∑

j

θ(β−i)jfαj.

Внутреннее суммирование есть преобразование Фурье и вычисляется легко. Запишем это в виде

f̄α,β−i. Остается вычислить

ḡαβ =
∑

i

θαiϕiβ f̄α,β−i.
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Введем обозначение

Fαk = θ−kαf̄αk.

Тогда

ḡαβ = θαβ
∑

i

ϕβ−i,βFαi.

Необходимые вычисления надо произвести одновременно для всех наборов с постоянным про-

изведением αβ = γ. Для этого предварительно вычислим значения, соответствующие α = 0 и
β = 0, и члены, соответствующие i = 0, т.е. ϕββFα0. На это уйдет всего O(n2) операций. Остается
вычислить значения одновременно для всех наборов αβ = γ 6= 0 с ненулевым произведением. Это

вынуждает нас сводить вычисления к мультипликативной свертке. Заметим, что абелеву груп-
пу можно разложить в прямую сумму силовских подгрупп. При этом умножение в бигрупповой
алгебре соответствует умножению в тензорном произведении матриц порядков, являющихся сте-

пенями простых чисел.
Так как степени простых чисел занимают нулевую плотность среди таких чисел, для простоты

ограничимся случаем, когда число n = p простое. При этом все ненулевые индексы мультипли-

кативно обратимы.
Рассмотрим многочлены

F (x, z) =
∑

06i,a<p−1

Fga,gix
iza, Φ(x, z) =

∑

06j,b<p−1

ϕgb−gb−j ,gbx
jzb.

Здесь g — образующая в мультипликативной группе Z
∗
p. Тогда произведение многочленов вычис-

ляется по формуле:

F (x, z)Φ(x, z) =
∑

c=a+b

zc
∑

b

xb
∑

i+j=b

Fga,giϕgb−gb−j ,gb .

Отдельно вычисляем значения, соответствующие α = 0, β = 0, i = 0:

ḡ0β =
∑

i

ϕβ−i,βF0i, ḡα0 =
∑

i

ϕ−i,0Fα0, ḡ′αβ = ϕβ,βFα0.

На это уйдет не более O(n2) операций. Тогда для обратимых индексов получаем выражение через
мультипликативную свертку:

ḡαβθ
−αβ = ḡ′αβ +

∑

i+j=b

Fga,giϕgb−gb−j ,gb , α = ga, β = gb.

Эта мультипликативная свертка, соответствующая коэффициенту перед za+bxb произведения вы-
шеуказанных многочленов, вычисляется за O(n2+ε) операций.

Сводя при необходимости преобразование Фурье с p элементами к преобразованию с p − 1

элементами (см. [5]), находим, что общее количество необходимых операций оценивается как
O(n2+ε) (см. также [1, 3]).
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