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Предъявляется класс неконсервативных систем дифференциальных уравнений на каса-
тельном расслоении к сфере любой конечной размерности. Данный класс обладает пол-
ным набором первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементар-
ных функций. Большая часть полученных первых интегралов состоит из трансцендентных
функций своих фазовых переменных. Трансцендентность в данном случае понимается в
смысле теории функций комплексного переменного, когда функции имеют существенно
особые точки.
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В работах [1–3] доказана полная интегрируемость уравнений плоскопараллельного движе-
ния тела в сопротивляющейся среде в условиях струйного обтекания, когда у редуцированной
системы динамических уравнений

α′ = −ω + b sin α cos2 α + bω2 sin α,

ω′ = sin α cos α − bω sin2 α cos α + bω3 cos α, b > 0,

на двумерном цилиндре (касательном расслоении одномерной сферы) {(α, ω)∈R
2 : α mod 2π}

существует первый интеграл Φ(α, ω) = C = const, являющийся трансцендентной (в смысле
теории функций комплексного переменного, имеющей существенно особые точки) функцией
квазискоростей, выражающейся через конечную комбинацию элементарных функций. Тогда
всё взаимодействие среды с телом моделировалось на той части поверхности тела, которая
имеет форму (одномерной) пластины.

Далее в работах [4–8] плоская задача была обобщена на пространственный (трёхмерный)
случай, при этом у соответствующей редуцированной системы динамических уравнений на ка-
сательном расслоении к двумерной сфере существует полный набор трансцендентных первых
интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций. Здесь уже
всё взаимодействие среды с телом моделировалось на той части поверхности тела, которая
имеет форму плоского (двумерного) диска.

В данной работе результаты относятся к случаю, когда всё взаимодействие среды с телом
моделируется на той части поверхности тела, которая имеет форму (n−1) -мерного диска, при
этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, перпендикулярном данному диску.

2. БОЛЕЕ ОБЩАЯ ЗАДАЧА О ДВИЖЕНИИ СО СЛЕДЯЩЕЙ СИЛОЙ

2.1. Динамическая часть уравнений движения. Рассмотрим движение однородно-
го динамически симметричного твёрдого тела с “передним торцом” ( (n − 1) -мерным диском,
“взаимодействующим со средой, заполняющей n -мерное пространство”) в поле силы S сопро-
тивления в условиях квазистационарности [9, с. 133–135; 10, с. ??]. Пусть (v, α, β1, . . . , βn−2) –
(обобщённые) сферические координаты вектора скорости некоторой характерной точки D
твёрдого тела ( D – центр (n − 1) -мерного диска, лежащий на оси динамической симметрии
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тела), Ω – тензор угловой скорости тела, Dx1 . . . xn – система координат, связанная с телом,
при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 ( C – центр масс), а оси Dx2,Dx3, . . . ,Dxn

лежат в гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, . . . , In = I2, m – инерционно-массовые харак-
теристики.

Введём следующие разложения в проекциях на оси системы координат Dx1 . . . xn :

DC = {−σ, 0, . . . , 0}, vD = viv(α, β1, . . . , βn−2), (1)

iv(α, β1, . . . , βn−2) =















cos α
sin α cos β1

sinα sin β1 cos β2

. . .
sin α sin β1 . . . sin βn−3 cos βn−2

sin α sinβ1 . . . sinβn−2















(2)

– единичный вектор по оси вектора v. При этом примем также разложение для функции
воздействия среды на n -мерное тело

S = {−S, 0, . . . , 0}, (3)

т.е. в данном случае внешняя сила F = S. Тогда может быть получена часть динамиче-
ских уравнений движения тела, которая описывает движение центра масс и соответствует
пространству R

n, при этом касательные силы воздействия среды на (n − 1) -мерный диск
отсутствуют:

mwC = F, (4)

где wC – ускорение центра масс, F – сумма всех сил, действующих на тело.
Вспомогательная матрица для вычисления момента силы сопротивления (приложенной в

точке N ) примет вид
(

0 x2N . . . xnN

−S 0 . . . 0

)

, (5)

тогда может быть получена часть динамических уравнений движения тела, которая описывает
движение тела вокруг центра масс и соответствует алгебре Ли so(n) [11–14]:

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω,ΩΛ + ΛΩ] = MF , (6)

Λ = diag{λ1, . . . , λn}, (7)

λ1 =
−I1 + I2 + . . . + In

2
, λ2 =

I1 − I2 + I3 + . . . + In

2
, . . . ,

λn−1 =
I1 + . . . + In−2 − In−1 + In

2
, λn =

I1 + . . . + In−1 − In

2
,

M = MF – момент внешних сил F, действующих на тело в R
n, спроектированный на есте-

ственные координаты в алгебре Ли so(n), [., .] – коммутатор в so(n).
Если обобщённые силы не зависят от положения тела в пространстве, то фазовое простран-

ство совместной замкнутой системы (4), (6) в этом случае является пространством

R
1 × S

n−1 × so(n). (8)

2.2. Следствия динамической симметрии. Рассматриваемая система (4), (6) в силу
имеющейся динамической симметрии

I2 = . . . = In (9)
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обладает циклическими первыми интегралами

ωk1
≡ ω0

k1
= const, . . . , ωks

≡ ω0
ks

= const, s =
(n − 1)(n − 2)

2
. (10)

При этом k1 = 1, ks – некоторые s неповторяющихся чисел из множества

W1 = {1, 2, . . . , n(n − 1)/2}.

Рассмотрим набор (10) первых интегралов на своих нулевых уровнях

ω0
k1

= . . . = ω0
ks

= 0. (11)

Ненулевых же компонент ωr1
, . . . , ωrp

тензора Ω осталось

p =
n(n − 1)

2
−

(n − 1)(n − 2)

2
= n − 1

штук (здесь r1, . . . , rp – оставшиеся p чисел из множества W1, не равные k1, . . . , ks ).
2.3. Выбор следящей силы и новые квазискорости в системе. Если же рассматри-

вается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следящей силы T, лежа-
щей на прямой CD = Dx1 и обеспечивающей во всё время движения выполнение равенства
( VC – скорость центра масс, см. также [15])

VC ≡ const, (12)

то в рассматриваемую систему (4), (6) вместо обобщённых сил F должна входить величина,
тождественно равная нулю, поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил
(см. также [16–19])

T − s(α)v2 ≡ 0. (13)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (14)

Этот выбор величины T следящей силы является частным случаем возможности отде-
ления независимой подсистемы меньшего порядка в рассматриваемой системе (4), (6) после
некоторого преобразования.

Укажем достаточное условие такого отделения. Пусть выполнено следующее условие на
величину T :

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) =

=
n−1
∑

i,j=0
i≤j

τi,j

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

ωri
ωrj

= T1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

v2, ω0 = v. (15)

Введём новые квазискорости. Для этого преобразуем величины ωr1
, . . . , ωrn−1

посредством
композиции следующих n − 2 поворотов:







z1

z2

. . .
zn−1






= Tn−2,n−1(−β1) ◦ Tn−3,n−2(−β2) ◦ . . . ◦ T1,2(−βn−2)







ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1






, (16)

где матрица Tk,k+1(β), k = 1, n − 2, получена из единичной наличием минора второго поряд-
ка Mk,k+1 :

Tk,k+1 = diag(1, . . . ,Mk,k+1, . . . , 1), (17)

Mk,k+1 =

(

mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)

, mk,k = mk+1,k+1 = cos β, mk+1,k = −mk,k+1 = sin β.
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2.4. Редукции в системе и системы нормального вида. Динамическую часть урав-
нений движения в случаях (9)–(11), (15) можно записать в виде (см. также [20–23])

v̇ + σ

( n−1
∑

s=1

z2
s

)

cos α − σ
v2

(n − 2)I2
s(α) sin α · Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=

=
T1(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v)v2 − s(α)v2

m
cos α, (18)

α̇v + zn−1v − σ

( n−1
∑

s=1

z2
s

)

sinα − σ
v2

(n − 2)I2
s(α) cos α · Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=

=
s(α)v2 − T1(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v)v2

m
sinα, (19)

β̇1 sin α − zn−2 cos α −
σv

(n − 2)I2
s(α)∆v,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= 0, (20)

β̇2 sinα sin β1 + zn−3 cos α −
σv

(n − 2)I2
s(α)∆v,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= 0, . . . , (21)

β̇n−2 sin α sinβ1 . . . sinβn−3 +(−1)nz1 cos α−
σv

(n − 2)I2
s(α)∆v,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= 0, (22)

ω̇r1
= (−1)n

v2

(n − 2)I2
xnN

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α), (23)

ω̇r2
= (−1)n+1 v2

(n − 2)I2
x(n−1)N

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α), . . . , (24)

ω̇rn−1
=

v2

(n − 2)I2
x2N

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

s(α). (25)

Здесь введены следующие функции:

∆v,1

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=

(

rN , iN

(

β1 +
π

2
, β2, . . . , βn−2

))

,

∆v,2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=

(

rN , iN

(

π

2
, β2 +

π

2
, β3, . . . , βn−2

))

, . . . ,

(26)

∆v,n−3

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=

(

rN , iN

(

π

2
, . . . ,

π

2
, βn−3 +

π

2
, βn−2

))

,

∆v,n−2

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

=

(

rN , iN

(

π

2
, . . . ,

π

2
, βn−2 +

π

2

))

,

а функция Γv(α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) представляется в виде

Γv

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

= |rN | = (rN , iN (β1, . . . , βn−2)) =

= 0 cos
π

2
+

n
∑

s=2

xsN

(

α, β1, . . . , βn−2,
Ω

v

)

isN (β1, . . . , βn−2). (27)
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Здесь isN (β1, . . . , βn−2), s = 1, n ( i1N (β1, . . . , βn−2) ≡ 0 ), – компоненты единичного вектора
по оси вектора rN = {0, x2N , . . . , xnN} на (n − 2) -мерной сфере S

n−2{β1, . . . , βn−2}, задан-
ной равенством α = π/2 – экваториальном сечении соответствующей (n − 1) -мерной сферы
S

n−1{α, β1, . . . , βn−2}.
Таким образом, по-прежнему

iN (β1, . . . , βn−2) = iv

(

π

2
, β1, . . . , βn−2

)

, (28)

а вектор iv(α, β1, . . . , βn−2) определяется равенством (2).
Зависимость от групп переменных (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) по-прежнему понимается как

сложная зависимость от (α, β1, . . . , βn−2, z1/v, . . . , zn−1/v) в силу равенств (16).
Далее с помощью новых безразмерных фазовых переменных и дифференцирования

zk = n1vZk, k = 1, n − 1, 〈·〉 = n1v〈
′〉, n1 > 0, n1 = const, (29)

систему (18)–(25) приведём к следующему виду:

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (30)

α′ = −Zn−1 + σn1

(n−1
∑

s=1

Z2
s

)

sinα +
σ

(n − 2)I2n1
s(α) cos α · Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

−
T1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) − s(α)

mn1
sin α, (31)

Z ′
n−1 =

s(α)

(n − 2)I2n2
1

Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) −

( n−2
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sin α
+

+
σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sinα

{ n−2
∑

s=1

(−1)sZn−1−s∆v,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

}

−

−Zn−1Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (32)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cos α

sin α
+

( n−3
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sinα

cos β1

sin β1
+

+
σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sin α

{

Zn−1∆v,1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)+

+
n−2
∑

s=2

(−1)s+1Zn−1−s∆v,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
cos β1

sin β1

}

−

−
s(α)

(n − 2)I2n2
1

∆v,1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) − Zn−2Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (33)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cos α

sin α
− Zn−3Zn−2

cos α

sin α

cos β1

sinβ1
−

( n−4
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sin α

1

sin β1

cos β2

sinβ2
+

+
σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sinα

{

∆v,2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

[

−Zn−1 + Zn−2
cos β1

sin β1

]

+

+

n−2
∑

s=3

(−1)sZn−1−s∆v,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
1

sin β1

cos β2

sin β2

}

+
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+
s(α)

(n − 2)I2n
2
1

∆v,2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) − Zn−3Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z), . . . , (34)

Z ′
1 = Z1

cos α

sin α

{ n−2
∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+

+
σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sin α
(−1)n+1∆v,n−2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

{ n−1
∑

s=2

(−1)sZn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+

+ (−1)n
s(α)

(n − 2)I2n2
1

∆v,n−2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) − Z1Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (35)

β′
1 = Zn−2

cos α

sin α
+

σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sin α
∆v,1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), (36)

β′
2 = −Zn−3

cos α

sin α sin β1
+

σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sin α sinβ1
∆v,2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), . . . , (37)

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cos α

sinα sin β1 . . . sin βn−3
+

+
σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sin α sin β1 . . . sin βn−3
∆v,n−2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), (38)

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −σn1

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α +

+
σ

(n − 2)I2n1
s(α) sin α · Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) +

T1(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) − s(α)

mn1
cos α. (39)

Очевидно, что в системе (30)–(38) порядка 2(n− 1)+1 может быть выделена независимая
подсистема (31)–(38) порядка 2(n − 1), которая может быть самостоятельно рассмотрена на
своём 2(n − 1) -мерном фазовом пространстве – касательном расслоении

T∗S
n−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2}

(n − 1) -мерной сферы S
n−1{α, β1, . . . , βn−2}.

В частности, при выполнении условия (14) указанный приём выделения независимой под-
системы порядка 2(n − 1) также возможен.

Зависимость от групп переменных (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) понимается как сложная зави-
симость от (α, β1, . . . , βn−2, z1/v, . . . , zn−1/v) (и далее от (α, β1, . . . , βn−2, n1Z1, . . . , n1Zn−1) )
в силу соотношений (16) и (29).

2.5. Замечания о распределении индексов. В правой части системы (31)–(38) после
общего множителя

σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sin α

величины ∆v,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), s = 1, n − 2, входят линейным образом (и всегда их ровно
n− 2 ). Так, например, в уравнении (32) (с левой частью Z ′

n−1 ) функции (26) входят со всеми
индексами s от 1 до n − 2 (по одному разу каждый индекс), т.е.

1, 2, 3, 4, . . . , n − 2. (40)

В уравнениях (33)–(35) появление набора функций (26) происходит по-другому. Так, например,
в уравнение для Z ′

n−2 по-прежнему входит набор функций (26) с индексами (40). В уравнение
для Z ′

n−3 входит уже набор с индексами

2, 2, 3, 4, . . . , n − 2, (41)

т.е. функция ∆v,2(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) уже повторяется дважды.
Общее распределение индексов даётся следующей таблицей.
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Общее распределение индексов набора функций (26)

Левая часть (31)–(38) Распределение индексов s набора функций (26)

Z ′

n−2 1 2 3 4 . . . n − 2

Z ′

n−3 2 2 3 4 . . . n − 2

Z ′

n−4 3 3 3 4 . . . n − 2

Z ′

n−5
4 4 4 4 . . . n − 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′

1
n − 2 n − 2 n − 2 n − 2 . . . n − 2

Так минор (1) первого порядка в левом верхнем углу таблицы соответствует случаю n = 3
и указывает на присутствие в динамических уравнениях лишь функции (26) (при s = 1 ).

Там же минор второго порядка

(

1 2
2 2

)

соответствует случаю n = 4 и указывает на при-

сутствие в динамических уравнениях функций (26) (при s = 1, 2 ). Там же минор третьего

порядка





1 2 3
2 2 3
3 3 3



 соответствует случаю n = 5 и указывает на присутствие в динамиче-

ских уравнениях (31)–(38) функций (26) (при s = 1, 2, 3 ) и т.д.

3. СЛУЧАЙ ОТСУТСТВИЯ ЗАВИСИМОСТИ МОМЕНТА НЕКОНСЕРВАТИВНЫХ
СИЛ ОТ УГЛОВОЙ СКОРОСТИ

3.1. Приведённая система. Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [9;
10, с. ??], используя соотношения (2), (28), динамические функции s, x2N , . . . , xnN возьмём
в виде

s(α) = B cos α, rN = R(α)iN , R(α) = A sin α, A,B > 0, (42)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе (4), (6) отсутствует зависимость
момента неконсервативных сил от угловой скорости (имеется лишь зависимость от углов
α, β1, . . . , βn−2 ).

При этом функции Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), ∆v,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z), s = 1, n − 2, входя-
щие в систему (30)–(38), примут вид

Γv(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) = R(α) = A sin α, ∆v,s(α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ≡ 0, s = 1, n − 2. (43)

Тогда в силу условий (12), (42) преобразованная динамическая часть уравнений движения
(система (30)–(38)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (44)

α′ = −Zn−1 + b

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

sin α + b sin α cos2 α, (45)

Z ′
n−1 = sin α cos α −

( n−2
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sin α
+ bZn−1

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α − bZn−1 sin2 α cos α, (46)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cos α

sin α
+

( n−3
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sin α

cos β1

sin β1
+bZn−2

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α−bZn−2 sin2 α cos α, (47)
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Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cos α

sin α
− Zn−3Zn−2

cos α

sin α

cos β1

sinβ1
−

( n−4
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sin α

1

sin β1

cos β2

sinβ2
+

+ bZn−3

(n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α − bZn−3 sin2 α cos α, . . . , (48)

Z ′
1 = Z1

cos α

sin α

{ n−2
∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+ bZ1

(n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α − bZ1 sin2 α cos α, (49)

β′
1 = Zn−2

cos α

sin α
, (50)

β′
2 = −Zn−3

cos α

sin α sin β1
, . . . , (51)

β′
n−3 = (−1)nZ2

cos α

sin α sin β1 . . . sin βn−4
, (52)

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cos α

sin α sin β1 . . . sin βn−3
, (53)

где

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α + b sin2 α cos α,

при этом выбирая, как и выше, безразмерный параметр b и постоянную n1 следующим об-
разом:

b = σn0, n2
0 =

AB

(n − 2)I2
, n1 = n0. (54)

Итак, система (44)–(53) может быть рассмотрена на своём фазовом (2(n − 1) + 1) -мерном
многообразии

W1 = R
1
+{v} × T∗S

n−1{Zn−1, . . . , Z1;

0 ≤ α ≤ π, 0 ≤ β1 ≤ π, . . . , 0 ≤ βn−3 ≤ π, 0 ≤ βn−2 < 2π}, (55)

т.е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение к (n−1) -мерной сфере.
Очевидно, что в системе (44)–(53) порядка 2(n− 1) + 1 образовалась независимая система

(45)–(53) порядка 2(n − 1) на касательном расслоении T∗S
n−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2}

(n − 1) -мерной сферы S
n−1{α, β1, . . . , βn−2}. При этом в независимой системе (45)–(53) по-

рядка 2(n−1) образовалась ещё одна независимая система (45)–(52) порядка 2n−3 на своём
(2n − 3) -мерном многообразии. Итак, доказана

Теорема 1. Общая система динамических уравнений (4), (6) при условиях (12), (10), (11)
редуцируется к динамической системе (31)–(38) на касательном расслоении

T∗S
n−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2}

(n− 1) -мерной сферы S
n−1{α, β1, . . . , βn−2}. В частности, при условии (42) выделяется сис-

тема (45)–(53).
3.2. Об аналитическом первом интеграле. В силу условия (12) значение скорости

центра масс является первым интегралом системы (18)–(25) (при условии (14)), а именно
функция фазовых переменных

Ψ0(v, α, β1, . . . , βn−2, z1, . . . , zn−1) = v2 + σ2(z2
1 + . . . + z2

n−1) − 2σzn−1v sin α = V 2
C (56)

постоянна на её фазовых траекториях (величины z1, . . . , zn−1 выбираются в силу соотноше-
ний (16)).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 52 № 6 2016



ИНТЕГРИРУЕМЫЕ НЕКОНСЕРВАТИВНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 751

В силу невырожденной замены независимого переменного (при v 6= 0 ) у системы (44)–(53)
также существует аналитический интеграл, а именно функция фазовых переменных

Ψ1(v, α, β1, . . . , βn−2, Z1, . . . , Zn−1) = v2(1 + b2(Z2
1 + . . . + Z2

n−1) − 2bZn−1 sin α) = V 2
C (57)

постоянна на её фазовых траекториях.
Равенство (57) позволяет, не решая системы (44)–(53), найти зависимость скорости харак-

терной точки твёрдого тела (центра D диска) от других фазовых переменных, а именно при
VC 6= 0 выполнено равенство

v2 =
V 2

C

1 + b2(Z2
1 + . . . + Z2

n−1) − 2bZn−1 sin α
. (58)

Поскольку в фазовом пространстве системы (44)–(53) существуют асимптотические пре-
дельные множества, то равенство (57) задаёт единственный аналитический (даже непрерыв-
ный) первый интеграл системы (44)–(53) во всём фазовом пространстве (ср. с [24–29]).

Таким образом, в силу отделения уравнения на величину v, а также наличия аналитиче-
ского первого интеграла (57) система (45)–(53) может быть рассмотрена самостоятельно на
своём фазовом пространстве.

3.3. Общие замечания об интегрируемости системы при любом конечном n.
Для полного интегрирования системы (45)–(53) порядка 2(n − 1) необходимо знать, вообще
говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Но рассматриваемые системы имеют такие
симметрии, которые позволяют уменьшить достаточное количество первых интегралов до n
для интегрирования систем [30–32].

Система при наличии консервативного силового поля. Теперь рассмотрим систе-
му (45)–(53) на касательном расслоении T∗S

n−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2} (n− 1) -мерной
сферы S

n−1{α, β1, . . . , βn−2} при условии b = 0, за исключением слагаемых, содержащих
∑n−1

s=1 Z2
s . При этом получим консервативную систему. А именно наличие силового поля ха-

рактеризует коэффициент sin α cos α в уравнении (46). Рассматриваемая система примет вид

α′ = −Zn−1 + b

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

sin α, (59)

Z ′
n−1 = sin α cos α −

( n−2
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sin α
+ bZn−1

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α, (60)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cos α

sin α
+

( n−3
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sin α

cos β1

sin β1
+ bZn−2

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α, (61)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cos α

sin α
− Zn−3Zn−2

cos α

sin α

cos β1

sinβ1
−

−

( n−4
∑

s=1

Z2
s

)

cos α

sin α

1

sin β1

cos β2

sin β2
+ bZn−3

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α, . . . , (62)

Z ′
1 = Z1

cos α

sin α

{ n−2
∑

s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}

+ bZ1

( n−1
∑

s=1

Z2
s

)

cos α, (63)

β′
1 = Zn−2

cos α

sin α
, (64)

β′
2 = −Zn−3

cos α

sin α sin β1
, . . . , (65)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 52 № 6 2016



752 ШАМОЛИН

β′
n−3 = (−1)nZ2

cos α

sin α sin β1 . . . sin βn−4
, (66)

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cos α

sin α sin β1 . . . sin βn−3
, (67)

при этом во вспомогательном уравнении (44) для величины v следует выбрать функцию

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b(Z2
1 + . . . + Z2

n−1) cos α.

Итак, система (59)–(67) описывает движение твёрдого тела в консервативном внешнем поле
сил (см. также [33, 34]).

Теорема 2. Система (59)–(67) обладает n независимыми аналитическими первыми ин-
тегралами следующего вида:

Φ1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2(Z2
1 + . . . + Z2

n−1 + sin2 α) = C1 = const, (68)

Φ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−2 sinα = C2 = const, (69)

Φ3(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =

= v2
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−3 sin α sinβ1 = C3 = const, . . . , (70)

Φn−2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =

= v2
√

Z2
1 + Z2

2 sin α sinβ1 . . . sinβn−4 = Cn−2 = const, (71)

Φn−1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2Z1 sin α sinβ1 . . . sinβn−3 = Cn−1 = const, (72)

Φn(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = Cn = const . (73)

Замечание 1. Поскольку в первые интегралы (68)–(73), вообще говоря, входит величина v,
то либо её в этих соотношениях следует выразить в соответствии с равенством (58), либо вместе
с системой (59)–(67) использовать вспомогательное уравнение (44).

Первый интеграл (68) является интегралом полной энергии. Последний первый интеграл
(73) имеет кинематический смысл, “привязывает” уравнение на βn−2 и может быть найден из
следующего дифференциального уравнения:

dβn−2

dβn−3
= −

Z1

Z2

1

sin βn−3
, (74)

при этом если воспользоваться уровнями первых интегралов (71), (72), получив равенство

Z1

Z2
= ±

(

C2
n−2

C2
n−1

sin2 βn−3 − 1

)1/2

, (75)

то решение уравнения (74) примет вид

βn−2 = ±

∫

du

(1 − u2)

((

C2
n−2

C2
n−1

− 1

)

−
C2

n−2

C2
n−1

u2

)1/2
, u = cos βn−3. (76)

После интегрирования получаем равенство

βn−2 + Cn = ±arctg
cos βn−3

(

C2
n−2

C2
n−1

sin2 βn−3 − 1

)1/2
, Cn = const, (77)
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позволяющее получить первый интеграл (73). Преобразуя равенство (77), получаем следующее
инвариантное соотношение:

tg2(βn−2 + Cn) =
C2

n−1

(C2
n−2 − C2

n−1) tg2 βn−3 − C2
n−1

. (78)

Теперь переформулируем теорему 2.
Теорема 3. Система (59)–(67) обладает n независимыми первыми интегралами следу-

ющего вида:

Ψ1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ1

Φ2
=

Z2
1 + . . . + Z2

n−1 + sin2 α
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−2 sin α
= C ′

1 = const, (79)

Ψ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
2 = const, (80)

Ψ3(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φn−2

Φn−1
=

√

Z2
1 + Z2

2

Z1 sin βn−3
= C ′

3 = const, . . . , (81)

Ψn−2(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ3

Φ4
=

√

Z2
1 + . . . + Z2

n−3
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−4 sin β2

= C ′
n−2 = const, (82)

Ψn−1(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) =
Φ2

Φ3
=

√

Z2
1 + . . . + Z2

n−2
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−3 sin β1

= C ′
n−1 = const, (83)

Ψn(v;Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′
n = const . (84)

Замечание 2. Поскольку в первые интегралы (79)–(84), вообще говоря, входит величина
v, то либо её в этих соотношениях следует выразить в соответствии с равенством (58), либо
вместе с системой (59)–(67) использовать вспомогательное уравнение (44).

Функции Ψ2, Ψn можно выбрать соответственно равными Φ2, Φn.
В формулировке теоремы 3 (в отличие от теоремы 2) отсутствует характеристика глад-

кости первых интегралов. А именно там, где знаменатели (или числители и знаменатели од-
новременно) первых интегралов (79)–(84) обращаются в нуль, сами интегралы как функции
имеют особенности. Более того, они часто не могут быть, вообще говоря, даже непрерывными
функциями.

В силу теоремы 3 преобразованный набор первых интегралов (79)–(84) системы (59)–(67)
(системы при наличии консервативного силового поля) по-прежнему остаётся набором первых
интегралов данной системы.

Для полного интегрирования системы (59)–(67) порядка 2(n−1) необходимо знать, вообще
говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Однако после замены переменных











Zn−1

Zn−2

. . .
Z2

Z1











→











wn−1

wn−2

. . .
w2

w1











,

wn−1 = Zn−1, wn−2 =
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−2, wn−3 =
Z2

Z1
, wn−4 =

Z3
√

Z2
1 + Z2

2

, . . . , (85)

w2 =
Zn−3

√

Z2
1 + . . . + Z2

n−4

, w1 =
Zn−2

√

Z2
1 + . . . + Z2

n−3

,
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система (59)–(67) распадается следующим образом:

α′ = −wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sin α, (86)

w′
n−1 = sin α cos α − w2

n−2

cos α

sin α
+ bwn−1(w

2
n−2 + w2

n−1) cos α, (87)

w′
n−2 = wn−2wn−1

cos α

sin α
+ bwn−2(w

2
n−2 + w2

n−1) cos α, (88)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cos βs

sin βs
,

(89)
β′

s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, n − 3,

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (90)

d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = Zn−2(wn−1, . . . , w1)
cos α

sin α
,

d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = −Zn−3(wn−1, . . . , w1)
cos α

sin α sinβ1
, . . . , (91)

dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = (−1)n+1Z1(wn−1, . . . , w1)
cos α

sin α sin β1 . . . sin βn−3
,

при этом
zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, n − 2, (92)

– функции в силу замены (85).
Очевидно, что система (86)–(90) порядка 2(n−1) распадается на независимые подсистемы

ещё более низкого порядка: система (86)–(88) третьего, а системы (89) (конечно, после замены
независимого переменного) второго порядка. Таким образом, для полной интегрируемости
системы (86)–(90) достаточно указать два независимых первых интеграла системы (86)–(88),
по одному для систем (89) (всего n−3 ), и дополнительный первый интеграл, “привязывающий”
уравнение (90) (т.е. всего n ).

Замечание 3. Запишем первые интегралы (79)–(84) в переменных w1, . . . , wn−1 с учётом
равенств (85)

Θ1(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
w2

n−2 + w2
n−1 + sin2 α

wn−2 sin α
= C ′′

1 = const, (93)

Θ2(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = wn−2 sin α = C ′′
2 = const, (94)

Θs+2(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

√

1 + w2
s

sin βs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, n − 3, (95)

Θn(v;wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const . (96)

Замечание 4. Поскольку в первые интегралы (93)–(96), вообще говоря, входит величина
v, то либо её в этих соотношениях следует выразить в соответствии с равенством (58), либо
вместе с системой (86)–(90) использовать вспомогательное уравнение (44).

Таким образом, два независимых первых интеграла (93), (94) достаточны для интегриро-
вания системы (86)–(88), первые интегралы (95) (их n − 3 ) достаточны для интегрирования
независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cos βs

sin βs
, s = 1, n − 3, (97)

эквивалентных после замены независимого переменного соответственно системам (89), и на-
конец, первый интеграл (96) достаточен для “привязывания” уравнения (90). Доказана
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Теорема 4. Система (59)–(67) порядка 2(n − 1) обладает достаточным количеством
( n ) независимых первых интегралов.

3.4. Полный список первых интегралов при любом конечном n. Перейдём теперь
к интегрированию системы (45)–(53) порядка 2(n − 1) (без всяких упрощений при наличии
всех коэффициентов).

Аналогичным образом для полного интегрирования системы (45)–(53) порядка 2(n − 1)
необходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 независимых первых интегралов. Однако после за-
мены переменных (85) система (45)–(53) распадается следующим образом:

α′ = −wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sin α + b sin α cos2 α, (98)

w′
n−1 = sin α cos α − w2

n−2

cos α

sin α
+ bwn−1(w

2
n−2 + w2

n−1) cos α − bwn−1 sin2 α cos α, (99)

w′
n−2 = wn−2wn−1

cos α

sinα
+ bwn−2(w

2
n−2 + w2

n−1) cos α − bwn−2 sin2 α cos α, (100)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1 + w2
s

ws

cos βs

sin βs
,

(101)
β′

s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, n − 3,

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (102)

где выполнены условия (91).
Очевидно, что система (98)–(102) порядка 2(n− 1) распадается на независимые подсисте-

мы ещё более низкого порядка: система (98)–(100) третьего, а системы (101) (конечно, после
замены независимого переменного) второго порядка. Таким образом, для полной интегриру-
емости системы (98)–(102) достаточно указать два независимых первых интеграла системы
(98)–(100), по одному для систем (101) (всего n − 3 ), и дополнительный первый интеграл,
“привязывающий” уравнение (102) (т.е. всего n ).

Сначала независимой подсистеме третьего порядка (98)–(100) поставим в соответствие
неавтономную систему второго порядка

dwn−1

dα
=

sinα cos α + bwn−1(w
2
n−2 + w2

n−1) cos α − bwn−1 sin2 α cos α − w2
n−2 cos α/ sin α

−wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sin α + b sin α cos2 α
,

(103)
dwn−2

dα
=

bwn−2(w
2
n−2 + w2

n−1) cos α − bwn−2 sin2 α cos α + wn−1wn−1 cos α/ sin α

−wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sin α + b sin α cos2 α
.

Используя замену τ = sinα, систему (103) запишем в алгебраическом виде

dwn−1

dτ
=

τ + bwn−1(w
2
n−2 + w2

n−1) − bwn−1τ
2 − w2

n−1/τ

−wn−1 + bτ(1 − τ2) + bτ(w2
n−1 + w2

n−1)
,

(104)
dwn−1

dτ
=

bwn−1(w
2
n−2 + w2

n−1) − bwn−2τ
2 + wn−2wn−1/τ

−wn−1 + bτ(1 − τ2) + bτ(w2
n−2 + w2

n−1)
.

Далее, вводя однородные переменные равенствами

wn−2 = u1τ, wn−1 = u2τ, (105)

приводим систему (104) к виду

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
,

(106)

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
.
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Системе второго порядка (106) поставим в соответствие неавтономное уравнение первого
порядка

du2

du1
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − bu1
, (107)

которое несложно приводится к полному дифференциалу

d

(

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1

)

= 0. (108)

Итак, уравнение (107) имеет следующий первый интеграл:

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1
= C1 = const, (109)

который в прежних переменных имеет вид

Θ1(wn−1, wn−2;α) =
w2

n−1 + w2
n−2 − bwn−1 sin α + sin2 α

wn−2 sin α
= C1 = const . (110)

Замечание 5. При b = 0 первый интеграл (110) системы (98)–(100) совпадает с пер-
вым интегралом (93) системы (86)–(88), но при b 6= 0 ни числитель выражения (110), ни его
знаменатель не являются первыми интегралами системы (98)–(100) по отдельности (хотя при
b = 0 и числитель, и знаменатель выражения (110) являются первыми интегралами системы
(86)–(88)).

Далее, будем искать дополнительный первый интеграл системы третьего порядка
(98)–(100). Для этого преобразуем инвариантное соотношение (109) при u1 6= 0 следующим
образом:

(

u2 −
b

2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− 1. (111)

Очевидно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять
условию

b2 + C2
1 − 4 ≥ 0 (112)

и фазовое пространство системы (98)–(100) расслаивается на семейство поверхностей, задава-
емых равенством (111).

Таким образом, в силу соотношения (109) первое уравнение системы (106) примет вид

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)

−u2 + b(1 − τ2) + bτ2(U2
1 (C1, u2) + u2

2)
, (113)

где

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√

C2
1 − 4(u2

2 − bu2 + 1)}, (114)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (112), или вид уравнения
Бернулли

dτ

du2
=

(b − u2)τ − bτ3(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2)

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
. (115)

Уравнение (115) (с помощью равенства (114)) легко приводится к линейному неоднородно-
му уравнению

dp

du2
=

2(u2 − b)p + 2b(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2)

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
, p =

1

τ2
. (116)

Последнее означает, что может быть найден ещё один трансцендентный первый интеграл в
явном виде (т.е. через конечную комбинацию квадратур). При этом общее решение уравнения

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 52 № 6 2016



ИНТЕГРИРУЕМЫЕ НЕКОНСЕРВАТИВНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 757

(116) зависит от произвольной постоянной C2. Полные преобразования здесь приводить не
будем, отметив лишь для примера, что общее решение линейного однородного уравнения,
полученного из (116), даже в частном случае b = C1 = 2 имеет решение

p = p0(u2) = C[
√

1 − (u2 − 1)2 ± 1] exp

[

√

1 ∓
√

1 − (u2 − 1)2

1 ±
√

1 − (u2 − 1)2

]

, C = const . (117)

Замечание 6. В найденное выражение первого интеграла формально необходимо вме-
сто C1 подставить левую часть первого интеграла (110).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет структурный вид

Θ2(wn−1, wn−2;α) = G

(

sin α,
wn−1

sin α
,
wn−2

sin α

)

= C2 = const . (118)

Итак, найдены два первых интеграла (110), (118) независимой системы третьего порядка
(98)–(100). Осталось указать по одному первому интегралу для систем (101) (их всего n− 3 ),
и дополнительный первый интеграл, “привязывающий” уравнение (102).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (95), (96),
а именно:

Θs+2(ws;βs) =

√

1 + w2
s

sin βs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, n − 3, (119)

Θn(wn−3, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = C ′′
n = const, (120)

при этом в левую часть равенства (120) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подставить интегралы
(119) при s = n − 4, n − 3.

Теорема 5. Система (98)–(102) порядка 2(n − 1) обладает достаточным количеством
( n ) независимых первых интегралов (110), (118)–(120).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (4), (6) при условии (42)
имеет

1 +
(n − 1)(n − 2)

2
+ n =

n2 − n + 4

2
, n > 2,

инвариантных соотношений: сосуществуют аналитическая неинтегрируемая связь вида (12),
соответствующая аналитическому первому интегралу (56), циклические первые интегралы ви-
да (10), (11), первый интеграл вида (110), первый интеграл (118), который может быть найден
из уравнения (116), являющийся трансцендентной функцией фазовых переменных (в смысле
комплексного анализа) и, наконец, трансцендентные первые интегралы вида (119), (120).

Теорема 6. Система (4), (6) при условиях (12), (42), (10), (11) обладает (n2 − n + 4)/2,
n > 2, инвариантными соотношениями (полным набором), n из которых являются транс-
цендентными функциями в смысле комплексного анализа.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 12-01-00020-a).
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