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�� ��!%&�<*�&��� !�(� � ����� �&�"!����* .�(�� 5���& 
��'��$!����� ������� ���� Θ !�����
m � ������� ���$!����� �����+�� ∂Θ �������� � �����" ��#����*)�� 
��'��$!����* ������& ���������
#������������ 5�� 3��! ������ ����+�� ���� � ��������� ��������� �����!� ��������� Dx1x2x3x4 �!���
��� JCKL{I1, I2, I2, I2} -��� ���'���!'� ���
�� -�?200� @��������� �� ��
�� N #��������� ������������� 
��� ���' = �� ��
�� D �������� ,���+��� #� ������� !��� ���������� ���� α !���� �������! >D �
��&* ��!!����� ���� Dx1A DN = R1(α, . . .) -��� � .�?2/0� %��� = �!��� ����
���

S = s(α)MLN cosα · v2, |>D| = v,

��� s 7 ��������� ,���+��" $����������*)�� � �����!� ��� ���������" ��� � #����
�� 3������ .�" �/�
5�� 3��! ,���+�* s �#������! �����*)�! ������!A s = s(α) = B cosαO B > 0�

�� ���"*�$� ��� '&"�����1� 5���& Ω 7 ������ ������� �������� ���� Θ" Ω ∈ MP(4)� Q�� ����!
#����������& � ���� ⎛

⎜⎜⎝
0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

⎞
⎟⎟⎠ , (1)
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��� ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6 7 ��!#�����' ������� ������� �������� � #����+��$ �� ����������'� ���� 
�����' � ������� E� MP(4) ������!!����
����$ !����+� 8���� 
���& ��������� ��������" ����
�*)��
������� MP(4)" �!��� ��� .�/

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω, ΩΛ+ ΛΩ] =M, (2)

���
Λ = JCKL{λ1, λ2, λ3, λ4}, λ1 = (−I1 + I2 + I3 + I4)/2, . . . , λ4 = (I1 + I2 + I3 − I4)/2,

M 7 !�!��� ������$ ���" �������*)�$ �� ���� � R4" �����'� �#����������� �� ����������'� ������ 
���' � ������� MP(4)O [. . . , . . .] 7 ��!!������ � MP(4)�

1
������" �'#�����' �����*)�� ���������A λi − λj = Ij − Ii ��� �*�'$ i, j = 1, . . . , 4.
5�� �'
������� !�!���� M ������� ���'" �������*)�� �� ����" ����$���!� #�������& �����������

R4 ×R4 −→ MP(4),

#�������)�� �#�����
����* #��� �������� (?@,A) ∈ R4×R4 � �������'� 3��!��� �� ������' E� MP(4)"
��� ?@ = {x1N , x2N , x3N , x4N}, A = {F1, F2, F3, F4} 7 ������� ����" �������*)�� �� ����� 5�� 3��!
�������� �����������*)�� ��#�!������&��� !����+�(

x1N x2N x3N x4N
F1 F2 F3 F4

)
.

8���� #����� 
���& �����!' -�0 ����� ��������������&

M = {x3NF4 − x4NF3, x4NF2 − x2NF4, x1NF4 − x4NF1, x2NF3 − x3NF2, x3NF1 − x1NF3, x1NF2 − x2NF1},
� 9 ��!#����� !�!���� M �������� � ������� E� MP(4) #� #������ -�0�

��������� �������� +����� !��� C ���� Θ #����������� � ����

mBC = A, (3)

��� BC 7 ��������� ��
�� C" � #� !����!����� ,��!��� @����&��

BC = BD +Ω2?C+ E?C, BD = >̇D +Ω>D, E = Ω̇,

����& A 7 ������� ���� -� ����! ���
�� A = =0" E 7 ������ �������� ��������� .�" �/�
+� ��(�� 2�&���, �("  #"�"$� 6�! ����$���!� ������&�� ��������& ����
�" � �!���� #� #��!��

Dx1 = DC ��������� �����)�� ���� �" �������� ������� ��#��&������ ��� ����!������� ��������*)�$
��� ������� ��������� 8���! ������!" #������ ����!�
����� �����!' !���� �'�& #������ -�!� �����
.�/0� ( ������)�� ������ ���
�� ����� ����� ��������" ����� +���� !��� ���� �������� #��!�������� �
�����!���� -���� �� ���� ��������� #��� ��� (D,=)" D = −=0�

Q��� (0, x2N , x3N , x4N ) 7 ���������' ��
�� N � �����!� Dx1x2x3x4" {−S, 0, 0, 0} 7 ���������' ��� 
���� =" �� !�!��� ���' #�� #������������� � ������� MP(4) �!��� ���

{0, 0, x4NS, 0,−x3NS, x2NS} ∈ R6 ∼=M ∈ MP(4).

5�� 3��! ���� (v, α, β1, β2) 7 ����)���'� �,���
����� ���������' � R4" �� #��!�! ����������

x2N = R(α) cos β1 − hω6/v,
x3N = R(α) sin β1 cos β2 + hω5/v,

x4N = R(α) sin β1 sin β2 − hω3/v, R(α) = A sinα, A, h > 0.

% �
���! �'������������� ��������� -�0 !���� ���#����& � ����

(λ4 + λ3)ω̇1 + (λ3 − λ4)(ω3ω5 + ω2ω4) = 0,
(λ2 + λ4)ω̇2 + (λ2 − λ4)(ω3ω6 − ω1ω4) = 0,
(λ4 + λ1)ω̇3 + (λ4 − λ1)(ω2ω6 + ω1ω5) = x4NS,
(λ3 + λ2)ω̇4 + (λ2 − λ3)(ω5ω6 + ω1ω2) = 0,
(λ1 + λ3)ω̇5 + (λ3 − λ1)(ω4ω6 − ω1ω3) = −x3NS,
(λ1 + λ2)ω̇6 + (λ1 − λ2)(ω4ω5 + ω2ω3) = x2NS.

(4)
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/� E��(�$� ��� ��!�4&"(%� 1
������" 
�� ��)�����*� ��� +����
����$ #���'$ ��������� �
��������� -	0A

ω1 = ω0
1 , ω2 = ω0

2, ω4 = ω0
4,

#�� 3��! �
����!" 
�� ω0
1 = ω0

2 = ω0
4 = 0. ( �����&���� 3���� ���������� ��������� � ������� E� MP(4)

#��!�� �����*)�� ��� -����& n20 = AB/2I2)A

ω̇3 = n20v
2 sinα cosα sin β1 sin β2 − hBω3v cosα/2I2,

ω̇5 = −n20v2 sinα cosα sin β1 cosβ2 − hBω5v cosα/2I2,

ω̇6 = n20v
2 sinα cosα cos β1 − hBω6v cosα/2I2.

3� ���"*�$� �"1  � !�*" �" �" "!�()��* &"  (����� � !&�<*�&��,  F�&�� 
�!��� �����'$
���������

z1 = ω3 cos β2 + ω5 sin β2,

z2 = −ω3 sin β2 cos β1 + ω5 cos β2 cosβ1 + ω6 sinβ1,

z3 = ω3 sin β2 sin β1 − ω5 cos β2 sin β1 + ω6 cos β1

#���� �
��� �������" #�����*)�$ #������ ���!������ �����!' ����!�
����$ ��������� -�0" -20" #�� 
������ ����!�������& ����+�������'� ��������� �������� �� �������&��! ���������� TS3 ���$!�����
�,��' -σ = DC, b = σn0, H1 = hB/2I2n0, [b] = [H1] = 1, n20 = AB/2I20

v̇ = σ cosα[n20v
2 sin2 α− (z21 + z22 + z33)]− bH1vz3 sinα cosα,

α̇ = −z3 + σn20v sinα cos2 α+ σ sinα(z21 + z22 + z33)/v − bH1z3 cos
2 α,

ż3 = n20v
2 sinα cosα− (1 + bH1)(z

2
1 + z22)GRLα−H1vz3 cosα,

ż2 = (1 + bH1)z2z3 ctg α+ (1 + bH1)z
2
1 ctgα ctg β1 −H1vz2 cosα,

ż1 = (1 + bH1)z1z3 ctgα− (1 + bH1)z1z2 ctgα ctg β1 −H1vz1 cosα,

β̇1 = (1 + bH1)z2 ctg α,

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(5)

β̇2 = −(1 + bH1)z1 ctgα csc β1.

G� ����H���� .�&1��"� ( �����!� ���&!��� #������ #�������& ��������!�� #�������!� �������
#������" � ������� ���������� ��������!�� #�������!� #����� #������ -�0� ��� #������ ��������������
����$���!� ����&" ����)� ������" ����& ��������!'$ #���'$ ����������� 1����� #���� ��!�� #���!���'$
� �������� ������ ��,,����+�������� z =

√
z21 + z22 , z∗ = z2/z1, z = n0vZ, zk = n0vZk, k = 1, 2, 3, z∗ =

Z∗, < · > �→ n0v <
′>, �����!� ���&!��� #������ #��������� � ����

v′ = vΨ(α,Z,Z3), Ψ(α,Z,Z3) = b cosα[sin2 α− (Z2 + Z2
3 )]− bH1Z3 sinα cosα,

α′ = −Z3 + b sinα cos2 α+ b sinα(Z2 + Z2
3 )− bH1Z3 cos

2 α,
Z ′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)Z

2GRLα− Z3Ψ(α,Z,Z3)−H1Z3 cosα,
Z ′ = (1 + bH1)ZZ3GRLα− ZΨ(α,Z,Z3)−H1Z cosα,

⎫⎬
⎭ (6)

Z ′∗ = ±(1 + bH1)Z
√

1 + Z2∗GRLαGRLβ1,

β′1 = ±(1 + bH1)
ZZ∗√
1+Z2∗

GRLα,

}
(7)

β′2 = ∓(1 + bH1)
Z1√
1 + Z2∗

GRLα cscβ1.

(����" 
�� �����!� #����� #������ -�0 ���#����& �� ��������!'� #�������!' �)� ����� �������
#������A �����!� -90 7 ����&���" � �����!� -;0 -#���� ��!��' ��������!��� #���!������0 7 ��������
5�3��!� ��� #����� ����������!���� �������
�� ������& ��� ��������!'$ ��������� �����!' -90" ����
�����!' -;0 � ��� ��#�������&�'$ ���������" S#�����'��*)��T ���������� ��������� -���� ����� #��&0�
5�� 3��! ��!���!" 
�� �����!� -90 !���� ����!�������& �� �������&��! ���������� TS2 ���!�����
�,��'�

� ���� ��	
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������ � �



�� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

I� �.� �� .�&�%< ��!�4&"(��� 5����� �����!� ���&!��� #������ �������� �������
����! #���'!
���������! ����

v2(1− 2bZ3 sinα+ (Z2 + Z2
3 )) = V 2

C ,

#�����&�� +���� !��� �������� #��!�������� � �����!�����
%����!� -90 #���������� � ������ �����!" �������*)�$ � ����!��� ���$!������ �������� ����" �

�������� ���!� ��������!'!� #���'!� ���������!�" �����'� ����*��� �����+�������'!� ,���+�� 
!� ,����'$ #���!���'$ -� �!'��� ��!#�������� �������0 � �'����*��� 
���� ����
��* ��!����+�*
3��!������'$ ,���+�� -��� � .�?2/0

(1 + bH1)Z
2
3 + (1 + bH1)Z

2 − (b+H1)Z3 sinα+ sin2 α

Z sinα
= C1 = GPNMR,

G

(
Z

sinα
,
Z3

sinα
, sinα

)
= C2 = GPNMR

-,���+�� G �!��� �������
�� ���!������ ���" �� ����� �'�������� 
���� ����
��* ��!����+�* 3�� 
!������'$ ,���+��0�

%����!� -;0 �!��� #���'� �������� √
1 + Z2∗
sin β1

= C3 = GPNMR.

( ���* �
����& ��#�������&�'� #���'� ��������" #������*)�� �#�������& ����
��� β2" �!��� ���

KUGRL
C3Z∗√

C2
3 − 1− Z2∗

± β2 = C4, C4 = GPNMR.

J� �"�(K$����� @���� � �������! ����!���������& ���& ����� �������� 
��'��$!������ ����"
����� M ≡ 0 -��� �!����� ��������� !�!��� �������������� ���'" �!� �����' 1� 4� :�������������
.	" �/" H� 5� (������� .9" ;/" %� (� V������� .</ � !����$ �����$ �������0� 6�����)�� ������ ������� 
�� ��#�������� � ������������ ��������� �������� �������� ���� �� MP(4) × R4 #�� ����
�� !�!����
���������������� ������� ���'�

V������� �������������� ����!�������!'$ ����!�
����$ �����! 
���� !���� �'�& ���#����������
� �� #����������� MP(n)×Rn #�������&���� ����!�
���� ��!!����
���� n !������ �������� �����

@����� �'#������ #�� ,��������� #�������� @FF4 -����� W ��?B�?BBB�B �0�

*+,*-. /,01230�24

@�*
9	�+: ;�<� Z����� ���
��� ��������	��! 	�	��� 	 ���������� ��		���B��� � �������� �������� ��
�� Z�S
h������� DTTV�

D�*
9	�+: ;�<� i�����������	�� �� j���� � ������ � �������� ������!������� �������� ��
� � 	�������
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 	���� GG k��
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M�*
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! GG m	��!� ������ ����� @NNU� ��� ���� M�
DTNWD@T�
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���� ��������� h�
��� GG k��
� C[ """?� @NU]� ���� l X�
@@TXW@@TU�

X� =	>	-���:�?+@ A�B� k������� �������� ��
� 	 n n

��	����
����� ��
�	�
��� ����
������� ��������� ����
��	��� GG k��
� C[ """?� @NUM� ���� l ]� @M]OW@M]V�

]� <����	� .�C� m�������� o�����Wo�d��B� � ������������� 	�	���� �
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