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Светлой памяти профессора

Владимира Александровича Кондратьева

«Единственное, чему научила меня моя долгая жизнь: что

вся наша наука перед лицом реальности выглядит примитивно

и по-детски наивно — и все же это самое ценное, что у нас

есть.»

Альберт Эйнштейн

Введение

Работа представляет собой обзор полученных ранее, а также

новых случаев интегрируемости в динамике двумерного, трех-

мерного и четырехмерного твердого тела, находящегося в не-

консервативном поле сил. Исследуемые задачи описываются ди-

намическими системами с так называемой переменной диссипа-

цией с нулевым средним.

При этом изучаются неконсервативные системы, для кото-

рых методика исследования, например, гамильтоновых систем,

вообще говоря, неприменима. Для таких систем необходимо в

некотором смысле “напрямую” интегрировать основное уравне-

ние динамики. При этом предлагается более универсальное из-

ложение известных, а также полученных новых случаев полной

интегрируемости в трансцендентных функциях в динамике 2D-,

3D- и 4D-твердого тела, находящегося в неконсервативном поле

сил.

Конечно, в общем случае построить какую-либо теорию ин-

тегрирования неконсервативных систем (хотя бы и невысокой

размерности) довольно затруднительно. Но в ряде случаев, ког-

да исследуемые системы обладают дополнительными симметри-

ями, удается найти первые интегралы через конечные комбина-

ции элементарных функций [72–74].
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Получен целый спектр случаев полной интегрируемости не-

консервативных динамических систем, обладающих нетриви-

альными симметриями. При этом почти во всех случаях ин-

тегрируемости каждый из первых интегралов выражается через

конечную комбинацию элементарных функций, являясь одновре-

менно трансцендентной функцией своих переменных. Трансцен-

дентность в данном случае понимается в смысле комплексного

анализа, когда после продолжения данных функций в комплекс-

ную область они имеют существенно особые точки. Последний

факт обуславливается наличием в системе притягивающих и

отталкивающих предельных множеств (как, например, притя-

гивающих и отталкивающих фокусов).

Обнаружены новые интегрируемые случаи движения твердо-

го тела, в том числе, в классической задаче о движении сфери-

ческого маятника, помещенного в поток набегающей среды.

Первая глава посвящена общим вопросам интегрируемости

так называемых динамических систем с переменной диссипаци-

ей. Для начала дается наглядная характеристика таких систем.

При этом говорится о системах с переменной диссипацией, где

термин «переменный» относится не столько к величине коэффи-

циента диссипации, сколько к возможной смене его знака (поэто-

му разумнее было бы употреблять термин «знакопеременный»).

В дальнейшем дается одно из возможных определений систе-

мы с переменной диссипацией с нулевым (ненулевым) средним

через такую характеристику векторного поля системы, как ди-

вергенция, которая, как известно, характеризует изменение фа-

зового объема в фазовом пространстве рассматриваемой систе-

мы (см. также [20, 21, 24, 25, 28, 93, 97, 106]).

Вводится класс автономных динамических систем, имеющих

одну периодическую координату и при этом обладающих опре-

деленными симметриями, характерными для систем маятнико-

вого типа. Показывается, что данный класс систем погружается

естественным образом в класс динамических систем с перемен-

ной диссипацией с нулевым средним, т.е. в среднем за период

по имеющейся периодической координате подкачка и рассеяние

энергии в системе в некотором смысле уравновешивают друг

друга. Приводятся примеры систем маятникового типа на ма-

ломерных многообразиях из динамики твердого тела в некон-

сервативном поле сил.

В дальнейшем изучаются некоторые общие условия интегри-
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руемости в элементарных функциях для систем на двумерной

плоскости и касательных расслоениях одномерной сферы (дву-

мерный цилиндр) и двумерной сферы (четырехмерное многооб-

разие). При этом приводится интересный пример трехмерного

фазового портрета системы маятникового типа, которая описы-

вает движение сферического маятника, помещенного в поток на-

бегающей среды (см. также [365–367]).

Приводятся достаточные условия существования первых ин-

тегралов, выражающихся через конечную комбинацию элемен-

тарных функций, для многопараметрических систем третьего

порядка.

Поскольку приводятся случаи полной интегрируемости в ди-

намике пространственного движения тела в неконсервативном

поле, мы имеем дело с тремя, на первый взгляд, независимыми

свойствами:

(i) выделенный класс систем с симметриями;

(ii) обладание этим классом систем переменной диссипацией с

нулевым средним (по имеющейся периодической перемен-

ной), что позволяет их рассматривать как «почти» консер-

вативные системы;

(iii) в некоторых (пусть и достаточно маломерных) случаях об-

ладание ими полным набором, вообще говоря, трансцен-

дентных (с точки зрения комплексного анализа) первых ин-

тегралов.

Во второй и третьей главах систематизируются полученные

результаты по исследованию динамических уравнений движе-

ния симметричного двумерного (2D-) твердого тела, находяще-

гося в некотором неконсервативном поле сил. Его вид заимство-

ван из динамики реальных твердых тел, взаимодействующих с

сопротивляющейся средой по законам струйного обтекания, при

котором на тело действует неконсервативная следящая сила, за-

ставляющая в течение всего времени движения или величину

скорости некоторой характерной точки твердого тела оставать-

ся постоянной во времени, что означает наличие в системе не-

интегрируемой сервосвязи (глава вторая), или центр масс тела

двигаться прямолинейно и равномерно, что означает наличие в

системе неконсервативной пары сил (глава третья) (см. также

[1, 49, 51, 88, 111–113, 139, 146–149, 184–186, 188, 195, 198, 202,

216, 235, 241, 246, 262, 295, 350, 373–376, 396, 412, 436]).

Более того, во второй главе к имеющейся аналитической не-
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интегрируемой связи найден дополнительный трансцендентный

первый интеграл, выражающийся через конечную комбинацию

элементарных функций, а в третьей главе сделано то же са-

мое, только к имеющемуся аналитическому первому интегралу

(квадрату скорости центра масс).

Полученные результаты подаются в инвариантном виде. При

этом вводится дополнительная зависимость момента неконсер-

вативной силы от угловой скорости. Данная зависимость в даль-

нейшем может быть распространена и на случаи движения в

пространствах высшей размерности.

В четвертой и пятой главах систематизируются полученные

результаты по исследованию динамических уравнений движе-

ния осесимметричного трехмерного (3D-)твердого тела, находя-

щегося в некотором неконсервативном поле сил. Его вид также

заимствован из динамики реальных твердых тел, взаимодейст-

вующих с сопротивляющейся средой по законам струйного обте-

кания, при котором на тело действует неконсервативная следя-

щая сила, заставляющая в течение всего времени движения или

величину скорости некоторой характерной точки твердого тела

оставаться постоянной во времени, что означает наличие в сис-

теме неинтегрируемой сервосвязи (глава четвертая), или центр

масс тела двигаться прямолинейно и равномерно, что означа-

ет наличие в системе неконсервативной пары сил (глава пятая)

(см. также [1, 27, 49, 51, 69–71, 88, 111–114, 130, 131, 139–141,

146–149, 152, 162–164, 181, 184–186, 188, 195, 198, 202, 216, 235,

241, 246, 256, 262, 263, 281, 347, 350, 353, 373–376, 396, 412, 416,

420–423, 431–433, 436–438, 440–442]).

Более того, в четвертой главе к имеющимся аналитическим

инвариантным соотношениям (неинтегрируемой связи и интег-

ралу о равенстве нулю одной из компонент угловой скорости)

найдены три дополнительных трансцендентных первых интег-

рала, выражающиеся через конечную комбинацию элементар-

ных функций, а в пятой главе сделано то же самое, только к

имеющимся аналитическим первым интегралам (квадрату ско-

рости центра масс и интегралу о равенстве нулю одной из ком-

понент угловой скорости).

Полученные результаты также подаются в инвариантном ви-

де. При этом вводится дополнительная зависимость момента не-

консервативной силы от компонент угловой скорости. Данная

зависимость в дальнейшем также может быть распространена
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и на случаи движения в пространствах высшей размерности.

Шестая глава начинается изложением общих аспектов дина-

мики свободного многомерного твердого тела: понятие тензо-

ра угловой скорости тела, совместные динамические уравнения

движения на прямом произведении Rn× so(n), формулы Эйлера

и Ривальса в многомерном случае.

Рассмотрен вопрос о тензоре инерции четырехмерного (4D-)

твердого тела. В данной работе предлагается изучать два ло-

гически возможных случая о главных моментах инерции (когда

имеются два соотношения на главные моменты инерции):

(i) когда имеется тройка равных главных моментов инерции

(I2 = I3 = I4);
(ii) когда имеются две пары равных моментов инерции (I1 =

I2, I3 = I4).

Далее, в шестой и седьмой главах систематизируются полу-

ченные результаты по исследованию уравнений движения четы-

рехмерного (4D-) твердого тела, находящегося в некотором не-

консервативном поле сил для случая (i). Его вид также заимст-

вован из динамики реальных твердых тел меньшей размернос-

ти, взаимодействующих с сопротивляющейся средой по законам

струйного обтекания, при котором на тело действует неконсер-

вативная следящая сила, заставляющая в течение всего времени

движения или величину скорости некоторой характерной точки

твердого тела оставаться постоянной во времени, что означает

наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи (глава шестая),

или центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно, что

означает наличие в системе неконсервативной пары сил (глава

седьмая) (см. также [1, 27, 33–36, 40, 44, 49, 51, 88, 111–113, 139,

146–149, 184–188, 195, 198, 202, 216, 225–227, 233, 235, 237, 241,

246, 251, 252, 255, 261, 262, 282, 284, 295, 350, 373–376, 396, 412,

424, 425, 436]).

Более того, в шестой главе к четырем имеющимся анали-

тическим инвариантным соотношениям (неинтегрируемой связи

и трем интегралам о равенстве нулю компонент тензора угло-

вой скорости) найдены четыре дополнительных трансцендент-

ных первых интеграла, выражающиеся через конечную комби-

нацию элементарных функций, а в седьмой главе сделано то

же самое, только к четырем имеющимся аналитическим первым

интегралам (квадрату скорости центра масс и трем интегралам

о равенстве нулю компонент тензора угловой скорости).
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Результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие

среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела, ко-

торая имеет форму трехмерного диска, при этом силовое воздей-

ствие сосредоточено в направлении, которое перпендикулярно

данному диску. Данные результаты систематизируются и пода-

ются в инвариантном виде. При этом вводится дополнительная

зависимость момента неконсервативной силы от угловой скорос-

ти. Данная зависимость в дальнейшем может быть распростра-

нена и на случаи движения в пространствах высшей размернос-

ти.

В восьмой главе систематизируются полученные результа-

ты по исследованию уравнений движения четырехмерного (4D-)

твердого тела, находящегося в некотором неконсервативном по-

ле сил для случая (ii). Его вид также заимствован из динамики

реальных твердых тел меньшей размерности, взаимодействую-

щих с сопротивляющейся средой по законам струйного обтека-

ния, при котором на тело действует неконсервативная следящая

сила, заставляющая в течение всего времени движения оста-

ваться постоянными во времени как величину скорости неко-

торой характерной точки твердого тела, так и некоторую дру-

гую фазовую переменную. Последний факт означает наличие в

системе неинтегрируемых сервосвязей (см. также [1, 49, 51, 88,

111–113, 128, 139, 146–149, 186, 188, 195, 202, 241, 246, 298, 314,

322, 325, 330, 332, 333, 339, 345, 350, 373–374, 412]).

Более того, в восьмой главе к четырем имеющимся аналити-

ческим инвариантным соотношениям (двум неинтегрируемым

связям и двум интегралам о равенстве нулю компонент тензо-

ра угловой скорости) найдены два аналитических и три допол-

нительных трансцендентных первых интеграла, выражающиеся

через конечную комбинацию элементарных функций.

Результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие

среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела,

которая имеет форму двумерного диска, при этом силовое воз-

действие сосредоточено на двумерной плоскости, которая пер-

пендикулярна данному диску. Данные результаты системати-

зируются и подаются в инвариантном виде. При этом вводит-

ся дополнительная зависимость момента неконсервативной силы

от угловой скорости. Данная зависимость в дальнейшем может

быть распространена и на случаи движения в пространствах

высшей размерности.
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Табл. 1. Классификация случаев интегрируемости от

динамики симметричного двумерного твердого тела в

E2 до динамики динамически симметричного четы-

рехмерного твердого тела в E4

Размерность Условия связей

твердого тела v ≡ const (β2 ≡ const) VC ≡ const

E2 h = 0 ⊕ h = 0 ⊕

h 6= 0 ⊕ h 6= 0 ⊕

E3 h = 0 ⊕ h = 0 ⊕

(I2 = I3) h 6= 0 ⊕ h 6= 0 ⊕

E4 h = 0 ⊕ h = 0 ⊕

(I2 = I3 = I4) h 6= 0 ⊕ h 6= 0 ⊕

E4 h = 0 ⊕ h = 0 ⊖

(I1 = I2, I3 = I4) h 6= 0 ⊕ h 6= 0 ⊖

Таким образом, в главах 2–8 описаны случаи интегрируемос-

ти в маломерной и многомерной динамике твердого тела, нахо-

дящегося в неконсервативном поле сил. Чтобы их систематизи-

ровать, внесем их все в следующую таблицу.

Обозначения h = 0 или h 6= 0 означают тот факт, что в сис-

теме присутствует или отсутствует зависимость силового поля

от компонент тензора угловой скорости тела.

Знак ⊕ означает, что случай помещен в данный обзор.

Два знака ⊖ в правом нижнем углу таблицы означают, что

эти два случая не помещены в данный обзор (действительно,

случаю I1 = I2, I3 = I4 посвящена лишь восьмая глава).

Тем не менее для случая I2 = · · · = In симметричного n-

мерного твердого тела уже получены соответствующие резуль-

таты, которые также не включены в данный обзор.

Многие результаты данной работы регулярно докладыва-

лись на различных семинарах, в том числе и на семинаре «Ак-

туальные проблемы геометрии и механики» имени профессора

В. В. Трофимова [57] под руководством Д. В. Георгиевского и

М. В. Шамолина (см. также [1, 2, 49–52, 54, 58–63, 65, 178, 179,

234, 235, 265–268, 270, 273, 274, 276, 278, 279, 299, 300, 307, 308,

310, 315, 344, 348, 356, 357]).
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Глава 1

ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ
НЕКОНСЕРВАТИВНЫХ СИСТЕМ
В ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЯХ

Изучаются неконсервативные системы, для которых методи-

ка исследования, например, гамильтоновых систем, вообще гово-

ря, неприменима. Таким образом, для таких систем необходимо

в некотором смысле «напрямую» интегрировать основное урав-

нение динамики. При этом предлагается более универсальное

изложение известных сдучаев, а также получены новые случаи

полной интегрируемости в трансцендентных функциях в дина-

мике 2D-, 3D- и 4D-твердого тела, находящегося в неконсерва-

тивном поле сил.

Результаты предлагаемой работы являются развитием пре-

дыдущих исследований, в том числе и некоторой прикладной

задачи из динамики твердого тела [1, 49, 51, 88, 111–113, 139,

146–149, 186, 188, 195, 202, 241, 246, 350, 373–374, 412], где бы-

ли получены полные списки трансцендентных первых интегра-

лов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных

функций. Позднее данное обстоятельство позволило провести

полный анализ всех фазовых траекторий и указать на те их

свойства, которые обладали грубостью и сохранялись для сис-

тем более общего вида. Полная интегрируемость таких систем

была связана с симметриями скрытого типа.

Как известно, понятие интегрируемости, вообще говоря, до-

статочно расплывчатое. При его построении необходимо учиты-

вать, в каком смысле оно понимается (имеется в виду некий кри-

терий, по которому делается вывод о том, что траектории рас-

сматриваемой динамической системы устроены особенно «при-

влекательно и просто»), в классе каких функций ищутся первые

интегралы и т.д. (см. также [22, 23, 32, 67, 96, 98, 102, 103, 115,

121]).

В данной работе принимается такой подход, который учиты-

вает в качестве класса функций как первых интегралов транс-

цендентные функции, причем элементарные. Здесь трансцен-

дентность понимается не в смысле теории элементарных функ-

ций (например, тригонометрических), а в смысле наличия у них

существенно особых точек (в силу классификации, принятой в

теории функций комплексного переменного, когда функция име-
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ет существенно особые точки). При этом их необходимо фор-

мально продолжить в комплексную область (см. также [122, 132,

136, 269]).

§ 1. Предварительные суждения и результаты

Конечно, в общем случае построить какую-либо теорию ин-

тегрирования неконсервативных систем (хотя бы и невысокой

размерности) довольно затруднительно. Но в ряде случаев, ког-

да исследуемые системы обладают дополнительными симмет-

риями, удается найти первые интегралы через конечные комби-

нации элементарных функций [269, 275, 280, 283, 285, 291–294,

301–306, 318, 336, 338, 340–343].

Предлагаемая работа возникла из плоской задачи движения

в сопротивляющейся среде твердого тела, поверхностью контак-

та со средой которого является плоский участок его внешней

поверхности. Силовое поле в этом случае строится из соображе-

ний воздействия среды на тело при струйном (или отрывном)

обтекании в условиях квазистационарности. Оказывается, что

изучение движения такого класса тел сводится к системам либо

с рассеянием энергии ((чисто) диссипативные системы или сис-

темы в диссипативном силовом поле), либо с ее подкачкой (так

называемые системы с антидиссипацией или системы с разгоня-

ющими силами). Отметим, что подобные задачи уже появлялись

в прикладной аэродинамике (см. также [12, 13, 37, 45, 46, 78–92,

99–101, 107–113, 124–126, 144–151, 169, 170, 182, 183, 309, 351,

354, 355, 358–364, 368, 444]).

Рассматриваемые ранее задачи простимулировали и стиму-

лируют развитие качественного аппарата исследования, кото-

рый существенным образом дополняет качественную теорию не-

консервативных систем с диссипацией обоих знаков (см. также

[269]).

Были также качественно исследованы нелинейные эффекты

от движения в плоской и пространственной динамике твердого

тела. Проведено обоснование на качественном уровне необходи-

мости введения определений относительной грубости и относи-

тельной негрубости различных степеней (см. также [188, 192,

194, 195, 201, 212, 231, 269, 286]).

Следующий спектр результатов позволил во вполне опреде-

ленном стиле подготовить данную работу.

(i) Были разработаны методы качественного исследования
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диссипативных систем и систем с антидиссипацией, позволив-

шие получить условия бифуркации рождения устойчивых и не-

устойчивых автоколебаний, а также условия отсутствия любых

особых траекторий. Метод исследования плоских топографичес-

ких систем Пуанкаре и систем сравнения удалось распростра-

нить на высшие размерности. Получены достаточные условия

устойчивости по Пуассону (всюду плотности возле себя) неко-

торых классов незамкнутых траекторий динамических систем

[185, 198, 202, 203, 210, 232, 331, 373, 383, 384, 392, 393, 397,

411, 419].

(ii) В 2D- и 3D-динамике твердого тела были найдены пол-

ные списки первых интегралов диссипативных систем и систем

с антидиссипацией, являющихся трансцендентными (в смысле

классификации их особенностей) функциями, выражающимися

в ряде случаев через элементарные функции. Введены новые

определения свойств относительной грубости и относительной

негрубости различных степеней, которыми обладают проинтег-

рированные системы [188, 192, 194, 195, 201, 212, 231, 269, 286].

(iii) Получены многопараметрические семейства топологи-

чески неэквивалентных фазовых портретов, возникающие в чис-

то диссипативных системах (т.е. системах с переменной дисси-

пацией с ненулевым (положительным) средним). Почти каждый

портрет таких семейств (абсолютно) груб [269].

(iv) Обнаружены новые качественные аналогии между свой-

ствами движения свободных тел в сопротивляющейся среде, по-

коящейся на бесконечности, и тел закрепленных, находящихся

в потоке набегающей среды [269].

Многие результаты данной работы регулярно докладывались

на множестве семинаров, в том числе и на семинаре «Актуаль-

ные проблемы геометрии и механики» им. профессора В. В. Тро-

фимова [57] под руководством Д. В. Георгиевского и М. В. Ша-

молина.

§ 2. Динамические системы с переменной диссипацией
как класс систем, допускающих полное

интегрирование

2.1. Наглядная характеристика динамических сис-
тем с переменной диссипацией. Поскольку при первона-

чальном моделировании воздействия среды на твердое те-

ло использовалась экспериментальная информация о свойствах
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струйного обтекания, естественным образом возникла необходи-

мость исследования класса динамических систем, которые об-

ладают свойством (относительной) структурной устойчивости

(относительной грубости). Поэтому вполне естественно ввести

данные определения для таких систем. При этом многие из

рассматриваемых систем получаются (абсолютно) грубыми по

Андронову—Понтрягину [14–18].

После некоторых упрощений (например в 2D-динамике) ди-

намическая часть общей системы уравнений плоскопараллель-

ного движения может быть сведена к маятниковой системе вто-

рого порядка, в которой присутствует линейная неконсерватив-

ная (знакопеременная диссипативная) сила с коэффициентом, ко-

торый при разных значениях имеющейся в системе периодичес-

кой фазовой координаты имеет разный знак.

Таким образом, в данном случае будем говорить о системах

с так называемой переменной диссипацией, где термин «пере-

менный» относится не столько к величине коэффициента дисси-

пации, сколько к возможной смене его знака (поэтому разумнее

было бы употреблять термин «знакопеременный»).

В среднем за период по имеющейся периодической координа-

те диссипация может быть как положительной («чисто» дисси-

пативные системы), так и отрицательной (системы с разгоняю-

щими силами), а также равной нулю (при этом не равной нулю

тождественно). В последнем случае будем говорить о системах

с переменной диссипацией с нулевым средним (такие системы

можно ассоциировать с «почти» консервативными системами).

Как уже отмечалось ранее, были отмечены важные меха-

нические аналогии, возникающие при сравнении качественных

свойств стационарного движения свободного тела и равновесия

маятника в потоке среды. Такие аналогии носят глубокий опор-

ный смысл, поскольку позволяют перенести свойства нелиней-

ных динамических систем для маятника на динамические сис-

темы для свободного тела. И те, и другие системы принадлежат

к классу так называемых маятниковых динамических систем с

переменной диссипацией с нулевым средним.

При дополнительных условиях вышеописанная эквивалент-

ность распространяется и на случай пространственного движе-

ния, что позволяет говорить об общем характере симметрий,

имеющихся в системе с переменной диссипацией с нулевым сред-

ним как при плоскопараллельном, так и при пространственном
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движении (о плоском и пространственном вариантах маятника

в потоке среды см. также [269]).

Ниже будут отмечены классы нелинейных систем второго,

третьего и высших порядков, интегрируемых в трансцендент-

ных (в смысле теории функций комплексного переменного) эле-

ментарных функциях. Для примера, такими являются пяти-

параметрические динамические системы, включающие в себя

большинство систем, исследуемых ранее в динамике маломер-

ного (2D- и 3D- случаи) твердого тела, взаимодействующего со

средой:

α̇ = a sinα+ bω + γ1 sin
5 α+ γ2ω sin

4 α+ γ3ω
2
sin

3 α+

+γ4ω
3
sin

2 α+ γ5ω
4
sinα,

ω̇ = c sinα cosα+ dω cosα+ γ1ω sin
4 α cosα+ γ2ω

2
sin

3 α cosα+

+γ3ω
3
sin

2 α cosα+ γ4ω
4
sinα cosα+ γ5ω

5
cosα.

В этой связи ранее были введены определения относительной

структурной устойчивости (относительной грубости) и относи-

тельной структурной неустойчивости (относительной негрубос-

ти) различных степеней. Последние свойства были доказаны для

систем, появляющихся, например, в [269].

Чисто диссипативные динамические системы (впрочем, как

и (чисто) антидиссипативные), которые в нашем случае мо-

гут принадлежать к системам с переменной диссипацией с не-

нулевым средним, являются, как правило, структурно устой-

чивыми ((абсолютно) грубыми), а системы с переменной дис-

сипацией с нулевым средним (которые, как правило, облада-

ют дополнительными симметриями) являются либо структурно

неустойчивыми (негрубыми), либо только относительно струк-

турно устойчивыми (относительно грубыми), хотя последнее

утверждение доказать в общем случае затруднительно.

Например, динамическая система вида

α̇ = Ω + β sinα,

˙
Ω = −β sinα cosα

(1.1)

является относительно структурно устойчивой (относительно

грубой) и топологически эквивалентной системе, описывающей

закрепленный маятник, помещенный в поток набегающей среды

[269].
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Ниже будет указан ее первый интеграл, являющийся транс-

цендентной (в смысле теории функций комплексного переменно-

го, имеющей существенно особые точки после ее продолжения

в комплексную область) функцией фазовых переменных и вы-

ражающийся через конечную комбинацию элементарных функ-

ций. Фазовый цилиндр R2{α,Ω} квазискоростей рассматривае-

мой системы имеет интересную топологическую структуру раз-

биения на траектории (подробнее см. в [269]).

Хотя рассматриваемая динамическая система и неконсерва-

тивна, во вращательной области (и только в ней) ее фазовой

плоскости R2{α,Ω} она допускает сохранение инвариантной ме-

ры с переменной плотностью. Данное свойство характеризует

рассматриваемую систему как систему с переменной диссипа-

цией с нулевым средним (см. также [175, 176, 178, 179, 247, 264,

266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413, 426–430,

434, 435, 443]).

2.2. Одно из определений системы с переменной дис-
сипацией с нулевым средним. Будем изучать системы обык-

новенных дифференциальных уравнений, имеющих периодичес-

кую фазовую координату. Исследуемые системы обладают та-

кими симметриями, при которых в среднем за период по пе-

риодической координате сохраняется их фазовый объем. Так,

например, следующая маятниковая система с гладкой и перио-

дической по α периода T правой частью V(α, ω) вида

α̇ = −ω + f(α),

ω̇ = g(α),

f(α+ T ) = f(α), g(α+ T ) = g(α),

(1.2)

сохраняет свою фазовую площадь на фазовом цилиндре за пе-

риод T :

T
∫

0

div V(α, ω)dα =

=

T
∫

0

(

∂

∂α
(−ω + f(α)) +

∂

∂ω
g(α)

)

dα =

T
∫

0

f ′(α)dα = 0. (1.3)

Рассматриваемая система эквивалентна уравнению маятника

α̈− f ′(α)α̇+ g(α) = 0, (1.4)
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в котором интеграл от коэффициента f ′(α) при диссипативном

члене α̇ в среднем за период равен нулю.

Видно, что рассматриваемая система имеет такие симмет-

рии, при которых она становится так называемой системой с

переменной диссипацией с нулевым средним в смысле следую-

щего определения (см. также [269]).

Определение 1.1. Рассмотрим гладкую автономную систе-

му (n + 1)-го порядка нормального вида, заданную на цилинд-

ре Rn{x} × S1{α mod 2π}, где α — периодическая координата

периода T > 0. Дивергенцию правой части V(x, α) (которая,

вообще говоря, является функцией всех фазовых переменных и

не равна тождественно нулю) данной системы обозначим через

div V(x, α). Назовем такую систему системой с переменной дис-

сипацией с нулевым (ненулевым) средним, если функция

T
∫

0

div V(x, α)dα (1.5)

равна (не равна) тождественно нулю. При этом в некоторых

случаях (например, когда в отдельных точках окружности S1{α
mod 2π} возникают особенности) данный интеграл понимается
в смысле главного значения.

Необходимо заметить, что дать общее определение системы с

переменной диссипацией с нулевым (ненулевым) средним доста-

точно непросто. Приведенное только что определение использу-

ет понятие дивергенции (как известно, дивергенция правой час-

ти системы нормального вида характеризует изменение фазово-

го объема в фазовом пространстве данной системы).

§ 3. Системы с симметриями и переменной
диссипацией с нулевым средним

Рассмотрим системы следующего вида (точкой обозначена

производная по времени):

α̇ = fα(ω, sinα, cosα),

ω̇k = fk(ω, sinα, cosα), k = 1, . . . , n,
(1.6)

заданные на множестве

S1{α mod 2π}\K × Rn{ω}, (1.7)

18



где ω = (ω1, . . . , ωn), достаточно гладкие функции fλ(u1, u2, u3),

λ = α, 1, . . . , n, трех переменных u1, u2, u3 таковы:

fλ(−u1,−u2, u3) = −fλ(u1, u2, u3),

fα(u1, u2,−u3) = fα(u1, u2, u3),

fk(u1, u2,−u3) = −fk(u1, u2, u3),

(1.8)

при этом функции fk(u1, u2, u3) определены при u3 = 0 для лю-

бого k = 1, . . . , n.

Множество K или пусто, или состоит из конечного числа

точек окружности S1{α mod 2π}.
Последние две переменные u2, u3 в функциях fλ(u1, u2, u3) за-

висят от одного параметра α, но они выделены в разные группы

по следующим причинам. Во-первых, не во всей области опреде-

ления они однозначно выражаются друг относительно друга, а,

во-вторых, первая из них нечетная, а вторая — четная функции

α, что по-разному влияет на симметрии системы (1.6).

Поставим в соответствие системе (1.6) следующую уже не-

автономную систему

dωk
dα

=

fk(ω, sinα, cosα)

fα(ω, sinα, cosα)

, k = 1, . . . , n, (1.9)

подстановкой τ = sinα приводимую к виду

dωk
dτ

=

fk(ω, τ, ϕk(τ))

fα(ω, τ, ϕα(τ))
, k = 1, . . . , n, (1.10)

ϕλ(−τ) = ϕλ(τ), λ = α, 1, . . . , n.

Последняя система может иметь, в частности, алгебраичес-

кую правую часть (т.е. быть отношением двух полиномов), что

иногда помогает искать ее первые интегралы в явном виде.

Следующее утверждение погружает рассматриваемый класс

систем (1.6) в класс динамических систем с переменной дисси-

пацией с нулевым средним. Обратное вложение, вообще говоря,

не выполняется.

Теорема 1.1. Системы вида (1.6) являются динамически-
ми системами с переменной диссипацией с нулевым средним.

Данная теорема доказывается с использованием лишь неко-

торых из вышеперечисленных симметрий (1.8) системы (1.6), а

также использует периодичность правой части системы по α.
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Действительно, вычислим указанную дивергенцию векторно-

го поля системы (1.6). Она равна

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂u2
cosα−

−
∂fα(ω, sinα, cosα)

∂u3
sinα+

n
∑

k=1

∂fk(ω, sinα, cosα)

∂u1
. (1.11)

Следующий интеграл от первых двух слагаемых (1.11) равен

нулю:

2π
∫

0

{

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂u2
d sinα+

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂u3
d cosα

}

=

=

2π
∫

0

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂α
dα = hα(ω) ≡ 0, (1.12)

поскольку функция fα(ω, sinα, cosα) — периодическая по α.

Далее, в силу третьего уравнения (1.8), для любого k =

1, . . . , n выполнено свойство

∂fk(ω, sinα, cosα)

∂u1
= cosα ·

∂gk(ω, sinα)

∂u1
, (1.13)

при этом функция gk(u1, u2) — достаточно гладкая для любого

номера k = 1, . . . , n.

Тогда интеграл по периоду 2π от правой части равенства

(1.13) дает

2π
∫

0

∂gk(ω, sinα)

∂u1
d sinα = hk(ω) ≡ 0 (1.14)

для любого k = 1, . . . , n. Из равенств (1.12), (1.14) следует

утверждение теоремы 1.1.

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, поскольку

можно предъявить множество динамических систем на двумер-

ном цилиндре, являющихся системами с переменной диссипаци-

ей с нулевым средним, но они не будут обладать вышеперечис-

ленными симметриями.

В данной работе в основном будет затронут случай, когда

функции fλ(ω, τ, ϕk(τ)) (λ = α, 1, . . . , n) — полиномы по ω, τ .

20



Пример 1.1. В следующих главах будут рассмотрены, в

частности, маятниковые системы на двумерном цилиндре S1{α
mod 2π}×R1{ω} с параметром b > 0 из динамики твердого тела

[269]:

α̇ = −ω + b sinα,

ω̇ = sinα cosα
(1.15)

и

α̇ = −ω + b sinα cos
2 α+ bω2

sinα,

ω̇ = sinα cosα− bω sin
2 α cosα+ bω3

cosα,
(1.16)

которым в переменных (ω, τ) можно сопоставлять уравнения с
алгебраическими правыми частями

dω

dτ
=

τ

−ω + bτ
(1.17)

и

dω

dτ
=

τ + bω[ω2 − τ2
]

−ω + bτ + bτ [ω2 − τ2
]

(1.18)

вида (1.10) соответственно. При этом данные системы являются

динамическими системами с переменной диссипацией с нулевым

средним, что нетрудно проверить напрямую.

Действительно, дивергенции их правых частей равны соот-

ветственно

b cosα

и

b cosα[4ω2
+ cos

2 α− 3 sin
2 α],

при этом они попадают в класс систем (1.6).

Более того, каждая из них обладает первым интегралом, яв-

ляющимся трансцендентной (в смысле теории функций комп-

лексного переменного) функцией и выраженным через конечную

комбинацию элементарных функций (см. далее главы 2, 3).

Приведем еще один важный пример системы более высокого

порядка, обладающей только что перечисленными свойствами.
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Пример 1.2. Следующей системе

α̇ = −z2 + b sinα,

ż2 = sinα cosα− z2
1

cosα

sinα
,

ż1 = z1z2
cosα

sinα

(1.19)

с параметром b, рассматриваемой уже в трехмерной области

S1{α mod 2π}\{α = 0, α = π} × R2{z1, z2} (1.20)

(такая система также приводится к эквивалентной системе на

касательном расслоении T∗S
2 двумерной сферы S2

) и описыва-

ющей пространственное движение твердого тела в сопротив-

ляющейся среде (см. далее главы 4, 5), поставим в соответ-

ствие неавтономную систему с алгебраической правой частью

(τ = sinα):

dz2
dτ

=

τ − z2
1/τ

−z2 + bτ
,

dz1
dτ

=

z1z2/τ

−z2 + bτ
.

(1.21)

И в данном случае видно, что система (1.19) является систе-

мой с переменной диссипацией с нулевым средним; чтобы было

полное соответствие с определением, достаточно ввести новую

фазовую переменную

z∗1 = ln |z1|. (1.22)

Если подсчитать дивергенцию правой части системы (1.19)

в декартовых координатах α, z∗1 , z2, то получим, что она равна

b cosα. При этом, учитывая (1.20), в смысле главного значения

имеем:

lim

ε→0

π−ε
∫

ε

b cosα+ lim

ε→0

2π−ε
∫

π+ε

b cosα = 0. (1.23)

Более того, она обладает двумя первыми интегралами (т.е.

полным списком), являющимися трансцендентными функциями

и выражающимися через конечную комбинацию элементарных

функций (см. далее главы 4, 5), что стало возможным после

сопоставления ей (вообще говоря, неавтономной) системы урав-

нений с алгебраической (полиномиальной) правой частью (1.21).
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Приведенные выше системы (1.15), (1.16), (1.19) кроме того,

что попадают в класс систем (1.6) и обладают переменной дис-

сипацией с нулевым средним, еще имеют полный список транс-

цендентных первых интегралов, выраженных через конечную

комбинацию элементарных функций.

Следовательно, для поиска первых интегралов рассматрива-

емых систем лучше привести системы вида 1.6 к системам с

полиномиальными правыми частями (1.10), от вида которых

зависит возможность интегрирования в элементарных функци-

ях исходной системы. Поэтому пойдем следующим путем: будем

искать достаточные условия интегрируемости в элементарных

функциях систем уравнений с полиномиальными правыми час-

тями, исследуя при этом системы наиболее общего вида.

§ 4. Системы на плоскости и двумерном цилиндре

В ряде предыдущих работ автора были доказаны утвержде-

ния, касающиеся многопараметрических систем обыкновенных

дифференциальных уравнений с алгебраической правой частью

(см. также [269]). Приведем некоторые из них.

Предложение 1.1. Семипараметрическое семейство сис-
тем уравнений на плоскости R2{x, y}

ẋ = a1x+ b1y + β1x
3
+ β2x

2y + β3xy
2,

ẏ = c1x+ d1y + β1x
2y + β2xy

2
+ β3y

3
(1.24)

обладает (вообще говоря, трансцендентным) первым интегра-
лом, выраженным через элементарные функции.

Следствие. Системы вида

α̇ = a1 sinα+ b1ω + β1 sin
3 α+ β2ω sin

2 α+ β3ω
2
sinα,

ω̇ = c1 sinα cosα+ d1ω cosα+

+ β1ω sin
2 α cosα+ β2ω

2
sinα cosα+ β3ω

3
cosα

(1.25)

на двумерном цилиндре

{(α, ω) ∈ R2
: α mod 2π}

при любых параметрах a1, b1, c1, d1, β1, β2, β3 имеют, вообще
говоря, трансцендентный первый интеграл, выраженный через
элементарные функции.
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В частности, системы (1.15) и (1.16) получаются из по-
следней системы при a1 = b, b1 = −1, c1 = 1, d1 = β1 = β2 =

β3 = 0 и при a1 = b, b1 = −1, c1 = 1, d1 = −b, β1 = −b, β2 = 0,
β3 = b соответственно.

Предыдущие рассуждения несложно обобщаются. Рассмот-

рим возможности полного интегрирования (в элементарных

функциях) систем более общего вида: нелинейность характе-

ризуется произвольной однородной формой нечетной степени

2n− 1.

Тогда справедливо более общее утверждение, чем предложе-

ние 1.1.

Предложение 1.2. (2n + 3)-параметрическое семейство
систем уравнений на плоскости R2{x, y}

ẋ = a1x+ b1y + δ1x
2n−1

+ δ2x
2n−2y + · · · +

+ δ2n−2x
2y2n−3

+ δ2n−1xy
2n−2,

ẏ = c1x+ d1y + δ1x
2n−2y + δ2x

2n−3y2
+ · · · +

+ δ2n−2xy
2n−2

+ δ2n−1y
2n−1,

(1.26)

обладает (вообще говоря, трансцендентным) первым интегра-
лом, выраженным через элементарные функции.

Семейство уравнений (1.26) действительно зависит от 2n −

1 + 4 независимых параметров, поскольку общая нелинейность

нечетной степени в данном случае характеризуется 4n парамет-
рами, на которые накладываются 2n + 1 условий (еще 4 пара-

метра присутствуют в линейной части).

Следствие. Системы вида

α̇ = a sinα+ bω + δ1 sin
2n−1 α+ δ2ω sin

2n−2 α+ · · · +

+ δ2n−1ω
2n−2

sinα,

ω̇ = c sinα cosα+ dω cosα+ δ1ω sin
2n−2 α cosα+

+ δ2ω
2
sin

2n−3 α cosα+ · · · + δ2n−1ω
2n−1

cosα

(1.27)

на двумерном цилиндре

{(α, ω) ∈ R2
: α mod 2π}
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при любых параметрах a1, b1, c1, d1, δ1, . . . , δ2n−1 имеют, во-
обще говоря, трансцендентный первый интеграл, выраженный
через элементарные функции.

Вышеприведенные системы (1.15), (1.16), (1.19) являются от-

носительно грубыми [269], но если мы нарушим в данных сис-

темах симметрии (1.8) (например, добавим в их правые части

дополнительные члены), введенные для систем более общего ви-

да (1.6), то количество получившихся топологически различных

фазовых портретов может сильно измениться (см. также [269]).

Ранее [269] было получено многопараметрическое семейство

фазовых портретов некоторой системы с переменной диссипа-

цией с ненулевым средним (типичные портреты которой (абсо-

лютно) грубы), являющейся некоторым возмущением динами-

ческой системы с переменной диссипацией с нулевым средним

вида (1.16). Данное семейство (как и полученные ранее семей-

ства [269]) содержит бесчисленное множество топологически не-

эквивалентных фазовых портретов на двумерном фазовом ци-

линдре.

§ 5. Системы на касательном расслоении к двумерной
сфере

Рассмотрим следующую динамическую систему:

¨θ + b ˙θ cos θ + sin θ cos θ − ˙ψ2 sin θ

cos θ
= 0,

¨ψ + b ˙ψ cos θ +
˙θ ˙ψ

[

1 + cos
2 θ

sin θ cos θ

]

= 0

(1.28)

на касательном расслоении T∗S
2 двумерной сферы S2{θ, ψ}.

Данная система описывает сферический маятник, помещенный в

поток набегающей среды (см. также [269]). При этом в системе

присутствует консервативный момент

sin θ cos θ, (1.29)

а также момент силы, линейным образом зависящий от скорости

с переменным коэффициентом

b

(

˙θ
˙ψ

)

cos θ. (1.30)
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Оставшиеся коэффициенты в уравнениях являются коэффи-

циентами связности, а именно:

Γ
θ
ψψ = −

sin θ

cos θ
, Γ

ψ
θψ =

1 + cos
2 θ

sin θ cos θ
. (1.31)

Система (1.28) фактически имеет порядок 3, поскольку пе-

ременная ψ является циклической, при этом в систему входит

лишь производная ˙ψ.

Предложение 1.3. Уравнение

˙ψ = 0 (1.32)

задает семейство интегральных плоскостей для системы

(1.28).

Более того, уравнение (1.32) редуцирует систему (1.28) к

уравнению, описывающему цилиндрический маятник, находя-

щийся в потоке набегающей среды (см. также [269]).

Предложение 1.4. Система (1.28) эквивалентна следую-
щей системе:

˙θ = −z2 + b sin θ,

ż2 = sin θ cos θ − z2
1

cos θ

sin θ
,

ż1 = z1z2
cos θ

sin θ
,

˙ψ = z1
cos θ

sin θ

(1.33)

на касательном расслоении T∗S
2{z1, z2, θ, ψ} двумерной сферы

S2{θ, ψ}.

Более того, первые три уравнения системы (1.33) образуют

замкнутую систему третьего порядка и совпадают с системой

(1.19) (если положить α = θ). Отделение четвертого уравнения
системы (1.33) также произошло по причине цикличности пере-

менной ψ.

О построении фазового портрета системы (1.28), изображен-

ного на рис. 1, см. [269].

Пример 1.3. Исследуем систему вида (1.19), которая сво-

дится к (1.21), а также следующую систему, возникающую в
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Рис. 1. Относительно грубый фазовый портрет в

трехмерной области

пространственной (3D-) динамике твердого тела, взаимодейст-

вующего со средой (см. также главы 4, 5):

α̇ = −z2 + b(z2
1 + z2

2) sinα+ b sinα cos
2 α,

ż2 = sinα cosα+ bz2(z
2
1 + z2

2) cosα−

− bz2 sin
2 α cosα− z2

1

cosα

sinα
,

ż1 = bz1(z
2
1 + z2

2) cosα−

− bz1 sin
2 α cosα+ z1z2

cosα

sinα
,

(1.34)

которая соответствует следующей системе с алгебраической

правой частью:

dz2
dτ

=

τ + bz2(z
2
1 + z2

2) − bz2τ
2 − z2

1/τ

−z2 + bτ(z2
1 + z2

2) + bτ(1 − τ2
)

,

dz1
dτ

=

bz1(z
2
1 + z2

2) − bz1τ
2
+ z1z2/τ

−z2 + bτ(z2
1 + z2

2) + bτ(1 − τ2
)

.

(1.35)

Следовательно, мы, по-прежнему, рассматриваем пару сис-

тем: первоначальную систему (1.34) и соответствующую ей ал-

гебраическую систему (1.35).

Аналогичным образом производится переход к однородным
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координатам uk, k = 1, 2, по формулам

zk = ukτ. (1.36)

Система (1.21) (см. выше) приводится с помощью последней

замены к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

τ − u2
1τ

−u2τ + bτ
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

u1u2τ

−u2τ + bτ
,

(1.37)

который, в свою очередь, соответствует уравнению

du2

du1
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − bu1
. (1.38)

Данное уравнение интегрируется в элементарных функциях, по-

скольку интегрируется тождество

d

(

1 − βu2 + u2
2

u1

)

+ du1 = 0, (1.39)

и имеет в координатах (τ, z1, z2) первый интеграл вида (ср. с

[269])

z2
1 + z2

2 − βz2τ + τ2

z1τ
= const .

Система же (1.34) после ее приведения к соответствующей

системе

τ
du2

dτ
+ u2 =

τ + bu2τ
3
(u2

1 + u2
2) − bu2τ

3 − u2
1τ

−u2τ + bτ3
(u2

1 + u2
2) + bτ(1 − τ2

)

,

τ
du1

dτ
+ u1 =

bu1τ
3
(u2

1 + u2
2) − bu1τ

3
+ u1u2τ

−u2τ + bτ3
(u2

1 + u2
2) + bτ(1 − τ2

)

(1.40)

также приводится к (1.38).

§ 6. Некоторые обобщения

Зададим вопрос: каковы возможности интегрирования в эле-

ментарных функциях следующей системы более общего вида,
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включающей в себя рассмотренные выше системы (1.21), (1.35),

в трехмерных фазовых областях:

dz

dx
=

ax+ by + cz + c1z
2/x+ c2zy/x+ c3y

2/x

d1x+ ey + fz
,

dy

dx
=

gx+ hy + iz + i1z
2/x+ i2zy/x+ i3y

2/x

d1x+ ey + fz
,

(1.41)

имеющей особенность типа 1/x?
Ранее уже был получен ряд результатов по данному вопросу

(см. также [269]). Приведем краткое резюме по данным резуль-

татам, а также дополним материал оригинальными рассужде-

ниями.

Вводя, как и ранее, подстановки

y = ux, z = vx, (1.42)

получим, что система (1.41) приводится к следующей системе:

x
dv

dx
+ v =

ax+ bux+ cvx+ c1v
2x+ c2vux+ c3u

2x

d1x+ eux+ fvx
, (1.43)

x
du

dx
+ u =

gx+ hux+ ivx+ i1v
2x+ i2vux+ i3u

2x

d1x+ eux+ fvx
, (1.44)

эквивалентной

x
dv

dx
=

ax+ bux+ (c− d1)vx+ (c1 − f)v2x+ (c2 − e)vux+ c3u
2x

d1x+ eux+ fvx
,

(1.45)

x
du

dx
=

gx+ (h− d1)ux+ ivx+ i1v
2x+ (i2 − f)vux+ (i3 − e)u2x

d1x+ eux+ fvx
,

(1.46)

которой сопоставим следующее неавтономное уравнение с алгеб-

раической правой частью:

dv

du
=

a+ bu+ cv + c1v
2
+ c2vu+ c3u

2 − v[d1 + eu+ fv]

g + hu+ iv + i1v2
+ i2vu+ i3u2 − u[d1 + eu+ fv]

. (1.47)

Интегрирование последнего уравнения сводится к интегриро-

ванию уравнения в полных дифференциалах:

[g + hu+ iv + i1v
2
+ i2vu+ i3u

2 − d1u− eu2 − fuv]dv =

= [a+ bu+ cv + c1v
2
+ c2vu+ c3u

2 − d1v − euv − fv2
]du.

(1.48)
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Имеем, вообще говоря, 15–параметрическое семейство урав-

нений вида (1.48). Для интегрирования в элементарных функци-

ях последнего тождества как однородного уравнения, достаточно

наложить 6 соотношений:

g = 0, i = 0, i1 = 0, e = c2, h = c, i2 = 2c1 − f. (1.49)

Введем 9 параметров β1, . . . , β9 и рассмотрим их в качестве

независимых:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2,

β6 = c3, β7 = d1, β8 = f, β9 = i3.
(1.50)

Таким образом, уравнение (1.48) при выполнении групп усло-

вий (1.49), (1.50) сводится к виду

dv

du
=

β1 + β2u+ (β3 − β7)v + (β4 − β8)v
2
+ β6u

2

(β3 − β7)u+ 2(β4 − β8)vu+ (β9 − β5)u2
, (1.51)

а система (1.45), (1.46) соответственно к виду

x
dv

dx
=

β1 + β2u+ (β3 − β7)v + (β4 − β8)v
2
+ β6u

2

β7 + β5u+ β8v
, (1.52)

x
du

dx
=

(β3 − β7)u+ 2(β4 − β8)vu+ (β9 − β5)u
2

β7 + β5u+ β8v
, (1.53)

после чего уравнение (1.51) интегрируется через конечную ком-

бинацию элементарных функций.

Действительно, интегрируя тождество (1.48), получаем сле-

дующее соотношение:

d

[

(β3 − β7)v

u

]

+ d

[

(β4 − β8)v
2

u

]

+ d[(β9 − β5)v] + d

[

β1

u

]

−

−d[β2 ln |u|] − d[β6u] = 0, (1.54)

которое для начала позволяет получить следующее инвариант-

ное соотношение:

(β3 − β7)v

u
+

(β4 − β8)v
2

u
+ (β9 − β5)v +

β1

u
−

−β2 ln |u| − β6u = C1 = const, (1.55)

а затем в координатах (x, y, z) — первый интеграл в следующем

виде:

(β4 − β8)z
2 − β6y

2
+ (β3 − β7)zx+ (β9 − β5)zy + β1x

2

yx
−
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−β2 ln

∣

∣

∣

∣

y

x

∣

∣

∣

∣

= const . (1.56)

Таким образом, можно сделать вывод об интегрируемости в

элементарных функциях следующей, вообще говоря, неконсерва-

тивной системы третьего порядка, зависящей от 9 параметров:

dz

dx
=

β1x+ β2y + β3z + β4z
2/x+ β5zy/x+ β6y

2/x

β7x+ β5y + β8z
,

dy

dx
=

β3y + (2β4 − β8)zy/x+ β9y
2/x

β7x+ β5y + β8z
.

(1.57)

Следствие. Следующая система третьего порядка

α̇ = β7 sinα+ β5z1 + β8z2,

ż2 = β1 sinα cosα+ β2z1 cosα+ β3z2 cosα+

+ β4z
2
2

cosα

sinα
+ β5z1z2

cosα

sinα
+ β6z

2
1

cosα

sinα
,

ż1 = β3z1 cosα+ (2β4 − β8)z1z2
cosα

sinα
+ β9z

2
1

cosα

sinα

(1.58)

на множестве

S1{α mod 2π}\{α = 0, α = π} × R2{z1, z2}, (1.59)

зависящая от 9 параметров, обладает, вообще говоря, транс-
цендентным первым интегралом, выраженным через элемен-
тарные функции:

(β4−β8)z
2
2−β6z

2
1+(β3−β7)z2 sinα+(β9 − β5)z2z1+β1 sin

2 α2

z1 sinα
−

−β2 ln

∣

∣

∣

∣

z1
sinα

∣

∣

∣

∣

= const . (1.60)

В частности, система (1.58) при β1 = 1, β2 = β3 = β4 =

β5 = β9 = 0, β6 = β8 = −1, β7 = b имеет вид системы (1.19).

Для нахождения дополнительного первого интеграла неавто-

номной системы (1.41) используется найденный первый интег-

рал (1.56), выраженный через конечную комбинацию элементар-

ных функций.

Преобразуем для начала соотношение (1.55) следующим об-

разом:

(β4 − β8)v
2
+ [(β9 − β5)u+ (β3 − β7)] v + f1(u) = 0, (1.61)
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где

f1(u) = β1 − β6u
2 − β2u ln |u| − C1u.

При этом формально величину v можно найти из равенства

v1,2(u) =

1

2(β4 − β8)

{

(β5 − β9)u+ (β7 − β3) ±
√

f2(u)

}

, (1.62)

где

f2(u) = A1 +A2u+A3u
2
+A4u ln |u|,

A1 = (β3−β7)
2−4β1(β4−β8), A2 = 2(β9−β5)(β3−β7)+4C1(β4−β8),

A3 = (β9 − β5)
2
+ 4β6(β4 − β8), A4 = 4β2(β4 − β8).

Тогда искомая квадратура для поиска дополнительного, во-

обще говоря, трансцендентного первого интеграла (например,

системы (1.52), (1.53) или (1.45), (1.46), при этом используется

уравнение (1.53)) примет следующий вид:
∫

dx

x
=

∫

[β7 + β5u+ β8v1,2(u)]du

(β3 − β7)u+ (β9 − β5)u2
+ 2(β4 − β8)uv1,2(u)

=

=

∫

[B1 +B2u+B3

√

f2(u)]du

B4u
√

f2(u)
, (1.63)

Bk = const, k = 1, . . . , 4.

Искомая же квадратура для поиска дополнительного, вообще

говоря, трансцендентного первого интеграла (например, систе-

мы (1.52), (1.53) или (1.45), (1.46), когда при этом используется

уравнение (1.52)) примет следующий вид:
∫

dx

x
=

∫

[β7 + β5u(v) + β8v]dv

β1 + β2u(v) + (β3 − β7)v + (β4 − β8)v2
+ β6u2

(v)
,

(1.64)

при этом функция u(v) должна быть получена в результате раз-
решения неявного уравнения (1.55) относительно u (что, в об-

щем случае, не всегда очевидно).

Достаточные условия выражения интегралов в (1.64) через

конечную комбинацию элементарных функций дает следующая

лемма.

Лемма 1.1. При A4 = 0, т.е. при

β2 = 0 (1.65)

или при

β4 = β8 (1.66)
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неопределенный интеграл в (1.64) выражается через конечную

комбинацию элементарных функций.

Теорема 1.2. Система (1.58) при выполнении достаточ-
ных условий леммы 1.1 (в данном случае выполнено свойство

(1.65)) обладает полным набором первых интегралов, выражен-
ных через конечную комбинацию элементарных функций.

Рассматриваемые в данной работе динамические системы от-

носятся к системам с переменной диссипацией с нулевым сред-

ним по имеющейся периодической координате. Более того, такие

системы часто обладают полным списком первых интегралов,

выраженных через элементарные функции.

Таким образом, было приведено несколько случаев полной

интегрируемости в динамике пространственного (3D-) движе-

ния тела в неконсервативном поле. При этом мы имели дело с

тремя, на первый взгляд, независимыми свойствами:

1) выделенный выше класс систем (1.6) с отмеченными сим-

метриями;

2) обладание этим классом систем переменной диссипацией

с нулевым средним (по переменной α), что позволяет рассмат-

ривать их как «почти» консервативные системы;

3) в некоторых (пусть и достаточно маломерных) случаях об-

ладание ими полным набором, вообще говоря, трансцендентных

(с точки зрения комплексного анализа) первых интегралов.

Метод приведения исходных систем уравнений с правыми

частями, содержащими полиномы от тригонометрических функ-

ций, к системам с полиномиальными правыми частями позво-

ляет искать (или доказывать их отсутствие) первые интегралы

для систем более общего вида, а не только тех, которые обла-

дают указанными симметриями (см. также [269]).

Глава 2

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ ТВЕРДОГО
ТЕЛА НА ДВУМЕРНОЙ ПЛОСКОСТИ. I

В данной главе систематизируются как уже опубликован-

ные ранее, так и полученные новые результаты по исследова-

нию уравнений движения динамически симметричного двумер-

ного (2D-) твердого тела, находящегося в некотором неконсер-
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вативном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных

твердых тел, взаимодействующих с сопротивляющейся средой

по законам струйного обтекания, при котором на тело дейст-

вует неконсервативная следящая сила, заставляющая величину

скорости некоторой характерной точки твердого тела оставать-

ся постоянной в течение всего времени движения, что означает

наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи (см. также [1,

49, 51, 88, 111–113, 139, 146–149, 186, 188, 195, 202, 241, 246,

350, 373, 374, 412]).

Ранее в [146–149] автором уже была показана полная интег-

рируемость уравнений плоскопараллельного движения тела в

сопротивляющейся среде в условиях струйного обтекания, когда

у системы динамических уравнений существует первый интег-

рал, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций

комплексного переменного, имеющей существенно особые точ-

ки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все

взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части по-

верхности тела, которая имеет форму (одномерной) пластины.

В данной главе полученные ранее и добавленные позднее ре-

зультаты систематизируются и подаются в инвариантном виде.

При этом вводится дополнительная зависимость момента некон-

сервативной силы от угловой скорости. Данная зависимость в

дальнейшем может быть распространена и на случаи движения

в пространствах высшей размерности.

§ 1. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим плоскопараллельное движение симметричного

твердого тела с передним плоским торцом (одномерной плас-

тиной) в поле силы сопротивления в условиях квазистационар-

ности [26, 75, 86–90, 105, 111–113, 142–151, 153, 169, 170, 182,

183]. Если (v, α) — полярные координаты вектора скорости не-

которой характерной точки D твердого тела (D — центр плас-

тины), Ω — значение его угловой скорости, I, m — инерционно-

массовые характеристики, то динамическая часть уравнений

движения тела (в том числе и в случае аналитических функ-

ций Чаплыгина [182, 183], см. далее), при котором касательные

силы воздействия среды на пластину отсутствуют, примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− Ωv sinα+ σΩ
2

=

Fx
m
,

v̇ sinα+ α̇v cosα+ Ωv cosα− σ ˙
Ω = 0,

(2.1)
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I ˙
Ω = yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)v2,

где

Fx = −S, S = s(α)v2, σ > 0, v > 0. (2.2)

Первые два уравнения (2.1) описывают движение центра

масс на двумерной евклидовой плоскости E2 в проекциях на

систему координат Dx1x2, связанную с телом. При этом Dx1 —

срединный перпендикуляр к пластине, проходящий через центр

масс C симметричного тела, а Dx2 — ось, выбранная вдоль

пластины. Третье уравнение (2.1) получено из теоремы об из-

менении кинетического момента тела.

Таким образом, фазовым пространством системы (2.1) треть-

его порядка является прямое произведение

R1 × S1 × so(2) (2.3)

двумерного цилиндра на алгебру Ли so(2).

Если же рассматривается более общая задача о движении те-

ла при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через

центр масс и обеспечивающей в течение всего времени движе-

ния выполнение равенства (см. также [146–149])

v ≡ const, (2.4)

то в системе (2.1) вместо Fx будет стоять величина

T − s(α)v2, σ = DC. (2.5)

В результате соответствующего выбора величины T следя-

щей силы можно формально добиться в течение всего времени

движения выполнения равенства (2.4). Действительно, формаль-

но выражая величину T , в силу системы (2.1), получим при

cosα 6= 0:

T = Tv(α,Ω) = mσΩ
2
+ s(α)v2

[

1 −
mσ

I
yN

(

α,
Ω

v

)

sinα

cosα

]

. (2.6)

При получении равенства (2.6) используется условие (2.4).

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-

первых, произошло преобразование системы при наличии в сис-

теме следящей силы (управления), обеспечивающей рассмотре-

ние интересующего нас класса движений (2.4). Во-вторых, на
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это все можно посмотреть как на процедуру, позволяющую по-

низить порядок системы. Действительно, система (2.1) в резуль-

тате действий порождает независимую систему второго порядка

следующего вида:

α̇v cosα+ Ωv cosα− σ ˙
Ω = 0,

I ˙
Ω = yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)v2,
(2.7)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добав-

ляется параметр v.
Как видно из (2.7), на многообразии

O =

{

(α,Ω) ∈ R2
: α =

π

2

+ πk, k ∈ Z

}

(2.8)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇. Таким

образом, формально на многообразии (2.8) происходит наруше-

ние теоремы единственности.

Из этого следует, что система (2.7) вне и только вне много-

образия (2.8) эквивалентна системе

α̇ = −Ω +

σv

I

yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)

cosα
,

˙
Ω =

1

I
yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)v2.

(2.9)

Нарушение теоремы единственности для системы (2.7) на

многообразии (2.8) происходит в следующем смысле: почти че-

рез любую точку из многообразия (2.8) проходит неособая фазо-

вая траектория системы (2.7), пересекая многообразие (2.8) под

прямым углом, а также существует фазовая траектория, полнос-

тью совпадающая во все моменты времени с указанной точкой.

Но физически это различные траектории, так как им отвечают

разные значения следящей силы. Покажем это.

Как показано выше, для поддержания связи вида (2.4) необ-

ходимо выбрать значение T при cosα 6= 0 в виде (2.6).

Пусть

lim

α→π/2

yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)

cosα
= L

(

Ω

v

)

. (2.10)
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Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim

α→π/2

∣

∣

∣

∣

∂

∂α

(

yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)

)∣

∣

∣

∣

< +∞. (2.11)

При α = π/2 нужная величина следящей силы найдется из

равенства

T = Tv

(

π

2

,Ω

)

= mσΩ
2 −

mσLv2

I
, (2.12)

где значение Ω произвольно.

С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы

вращение вокруг некоторой точки W , необходимо выбрать сле-

дящую силу в виде

T = Tv

(

π

2

,Ω

)

=

mv2

R0
, (2.13)

где R0 — расстояние CW .

Равенства (2.6) и (2.13) определяют, вообще говоря, различ-

ные значения следящей силы T для почти всех точек многооб-

разия (2.8), что и доказывает сделанное замечание.

§ 2. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

2.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183], возьмем динамические функ-

ции s и yN вида

s(α) = B cosα, yN

(

α,
Ω

v

)

= y0(α) = A sinα,

A,B > 0, v 6= 0,
(2.14)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе отсут-

ствует зависимость момента неконсервативных сил от угловой

скорости (имеется лишь зависимость от угла α).

Тогда, в силу неинтегрируемой связи (2.4), вне и только

вне многообразия (2.8) динамическая часть уравнений движе-

ния (система (2.9)) примет вид аналитической системы:

α̇ = −Ω + σn2
0v sinα,

˙
Ω = n2

0v
2
sinα cosα, n2

0 =

AB

I
.

(2.15)
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Вводя далее безразмерные переменную, параметр и диффе-

ренцирование следующим образом:

Ω = n0vω, b = σn0, 〈·〉 = n0v〈
′〉, (2.16)

приведем систему (2.15) к виду

α′
= −ω + b sinα,

ω′
= sinα cosα.

(2.17)

2.2. Полный список инвариантных соотношений. Со-
поставим системе (2.17) неавтономное уравнение первого поряд-

ка

dω

dα
=

sinα cosα

−ω + b sinα
. (2.18)

Используя замену τ = sinα, перепишем уравнение (2.18) в

алгебраическом виде

dω

dτ
=

τ

−ω + bτ
. (2.19)

Далее, вводя однородную переменную по формуле ω = uτ ,
приводим уравнение (2.19) к следующей квадратуре:

(b− u)du

1 − bu+ u2
=

dτ

τ
. (2.20)

Интегрирование квадратуры (2.20) приводит к рассмотре-

нию трех случаев. Несложный подсчет приводит к следующим

первым интегралам.

I. b2 − 4 < 0.

ln(1 − bu+ u2
) −

2b
√

4 − b2
arctg

2u− b
√

4 − b2
+ ln τ2

= const . (2.21)

II. b2 − 4 > 0.

ln |1 − bu+ u2| +
b

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

2u− b+

√
b2 − 4

2u− b−
√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

+ ln τ2
= const .

(2.22)

III. b2 − 4 = 0.

ln |u− 1| +
1

u− 1

+ ln |τ | = const . (2.23)

Другими словами, в переменных (α, ω) найденные первые ин-

тегралы имеют вид:
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I. b2 − 4 < 0.

[sin
2 α− bω sinα+ ω2

] ×

× exp

{

−
2b

√
4 − b2

arctg

2ω − b sinα
√

4 − b2 sinα

}

= const . (2.24)

II. b2 − 4 > 0.

[sin
2 α− bω sinα+ ω2

] ×

×

∣

∣

∣

∣

2ω − b sinα+

√
b2 − 4 sinα

2ω − b sinα−
√
b2 − 4 sinα

∣

∣

∣

∣

b/
√
b2−4

= const . (2.25)

III. b2 − 4 = 0.

(ω − sinα) exp

{

sinα

ω − sinα

}

= const . (2.26)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (2.1) имеет два инвариантных соотношения:

аналитическая неинтегрируемая связь вида (2.4), а также пер-

вый интеграл, выраженный соотношениями (2.24)–(2.26) (или

(2.21)–(2.23)), который является трансцендентной функцией фа-

зовых переменных (в смысле комплексного анализа) и выража-

ется через конечную комбинацию элементарных функций.

Теорема 2.1. Система (2.1) при условиях (2.4), (2.14) об-
ладает двумя инвариантными соотношениями (полным набо-
ром), одно из которых является трансцендентной функцией
с точки зрения комплексного анализа. При этом оба соотно-
шения выражаются через конечную комбинацию элементарных

функций.

2.3. Топологические аналогии. Рассмотрим следующее

уравнение второго порядка:

¨θ + b∗ ˙θ cos θ + sin θ cos θ = 0, b∗ > 0, (2.27)

описывающее закрепленный маятник, помещенный в поток на-

бегающей среды при отсутствии зависимости момента сил от

угловой скорости, т.е. механическую систему в неконсерватив-

ном поле сил [112, 144].

Ее фазовым пространством является двумерный цилиндр

S1 × R1. (2.28)
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Нетрудно убедиться, что данное уравнение эквивалентно ди-

намической системе с переменной диссипацией с нулевым сред-

ним на касательном расслоении TS1
(или (2.28)) к одномерной

сфере (окружности). Более того, справедлива следующая теоре-

ма.

Теорема 2.2. Система (2.1) при условиях (2.4), (2.14) эк-
вивалентна уравнению (2.27).

Действительно, достаточно положить α = θ, b = −b∗.
О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

§ 3. Случай зависимости момента неконсервативных
сил от угловой скорости

3.1. Введение зависимости от угловой скорости. Гла-
ва 2 посвящена динамике двумерного твердого тела на плос-

кости. Но, поскольку данный параграф посвящен исследованию

случая движения при наличии зависимости момента действую-

щих сил от угловой скорости, введем такую зависимость с более

общих позиций. К тому же, данная точка зрения поможет нам

вводить эту зависимость и для трехмерных, и для многомерных

тел.

Пусть x = (x1N , x2N ) — координаты точки N воздейст-

вия неконсервативной силы (воздействия среды) на одномерную

пластину, Q = (Q1, Q2) — компоненты, не зависящие от угло-

вой скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N ) =

(xN , yN ) от угловой скорости лишь линейным образом, посколь-

ку само данное введение априори не очевидно [30, 31, 45, 46, 48,

81–90, 112, 113, 151, 186, 207, 209, 253, 254, 265, 278–280].

Таким образом, возьмем зависимость

x = Q+R, (2.29)

где R = (R1, R2) — вектор-функция, содержащая угловую ско-

рость. При этом зависимость функции R от угловой скорости

— гироскопическая:

R =

(

R1

R2

)

= −
1

v

(

0 −Ω

Ω 0

)(

h1

h2

)

. (2.30)

Здесь (h1, h2) — некоторые положительные параметры (ср. с

[326, 334, 335, 349, 415]).
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Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N =

xN ≡ 0, то

x2N = yN = Q2 − h1
Ω

v
. (2.31)

3.2. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183]

Q2 = A sinα, A > 0, (2.32)

возьмем динамические функции s и yN следующего вида:

s(α) = B cosα, yN

(

α,
Ω

v

)

= A sinα− h
Ω

v
,

A,B, h = h1 > 0, v 6= 0, (2.33)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе присут-

ствует также еще и дополнительный демпфирующий (а в неко-

торых областях фазового пространства и разгоняющий) момент

неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента

от угловой скорости).

Тогда, в силу неинтегрируемой связи (2.4), вне и только

вне многообразия (2.8) динамическая часть уравнений движе-

ния (система (2.9)) примет вид аналитической системы

α̇ = −

(

1 +

σBh

I

)

Ω +

σABv

I
sinα,

˙
Ω =

ABv2

I
sinα cosα−

Bhv

I
Ω cosα.

(2.34)

Вводя далее безразмерные переменную, параметры и диффе-

ренцирование следующим образом:

Ω = n0vω, n2
0 =

AB

I
, b = σn0,

H1 =

Bh

In0
, 〈·〉 = n0v〈

′〉, (2.35)

приведем систему (2.34) к виду

α′
= −(1 + bH1)ω + b sinα,

ω′
= sinα cosα−H1ω cosα.

(2.36)
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3.3. Полный список инвариантных соотношений. Со-
поставим системе (2.36) неавтономное уравнение первого поряд-

ка

dω

dα
=

sinα cosα−H1ω cosα

−(1 + bH1)ω + b sinα
. (2.37)

Используя замену τ = sinα, перепишем уравнение (2.37) в

алгебраическом виде

dω

dτ
=

τ −H1ω

−(1 + bH1)ω + bτ
. (2.38)

Далее, вводя однородную переменную по формуле ω = uτ ,
приводим уравнение (2.38) к следующей квадратуре:

(b− (1 + bH1)u)du

1 − (b+H1)u+ (1 + bH1)u2
=

dτ

τ
. (2.39)

Интегрирование квадратуры (2.39) приводит к рассмотре-

нию трех случаев. Несложный подсчет приводит к следующим

первым интегралам:

I. |b−H1| < 2.

ln(1 − (b+H1)u+ (1 + bH1)u
2
) −

−
2b

√

4 − (b−H1)
2
arctg

2(1 + bH1)u− (b+H1)
√

4 − (b−H1)
2

+

+ ln τ2
= const . (2.40)

II. |b−H1| > 2.

1

1 + bH1
ln |1 − (b+H1)u+ (1 + bH1)u

2| +

+ ln τ2
+

b
√

1 + bH1
√

(b−H1)
2 − 4

×

×ln

∣

∣

∣

∣

2(1 + bH1)
3/2u− (b+H1)

√
1 + bH1 +

√

(b−H1)
2 − 4

2(1 + bH1)
3/2u− (b+H1)

√
1 + bH1 −

√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

=const .

(2.41)
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III. |b−H1| = 2.

ln

∣

∣

∣

∣

u−
b+H1

2(1 + bH1)

∣

∣

∣

∣

+

+

b−H1

2(1 + bH1)u− (b+H1)
+ ln |τ | = const . (2.42)

В переменных (α, ω) найденные первые интегралы имеют до-

статочно громоздкий вид. Тем не менее в случае III мы приве-

дем его в явном виде:

(

ω −
b+H1

2(1 + bH1)
sinα

)

×

× exp

{

(b−H1) sinα

2(1 + bH1)ω − (b+H1) sinα

}

= const . (2.43)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (2.1) имеет два инвариантных соотношения:

аналитическая неинтегрируемая связь вида (2.4), а также пер-

вый интеграл, выраженный соотношениями (2.40)–(2.42) (или,

в частности, в случае III (2.43)), который является трансцен-

дентной функцией фазовых переменных (в смысле комплексного

анализа) и выражается через конечную комбинацию элементар-

ных функций.

Теорема 2.3. Система (2.1) при условиях (2.4), (2.33) об-
ладает двумя инвариантными соотношениями (полным набо-
ром), одно из которых является трансцендентной функцией
с точки зрения комплексного анализа. При этом оба соотно-
шения выражаются через конечную комбинацию элементарных

функций.

3.4. Топологические аналогии. Рассмотрим следующее

уравнение второго порядка:

¨θ + (b∗ −H1∗) ˙θ cos θ + sin θ cos θ = 0, b∗, H1∗ > 0, (2.44)

описывающее закрепленный маятник, помещенный в поток набе-

гающей среды при учете зависимости момента сил от угловой

скорости, т.е. механическую систему в неконсервативном поле

сил [269].
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Ее фазовым пространством является двумерный цилиндр

S1 × R1. (2.45)

Нетрудно убедиться, что данное уравнение эквивалентно ди-

намической системе с переменной диссипацией с нулевым сред-

ним на касательном расслоении TS1
(или (2.45)) к одномерной

сфере (окружности). Более того, справедлива следующая теоре-

ма.

Теорема 2.4. Система (2.1) при условиях (2.4), (2.14) эк-
вивалентна уравнению (2.44).

Действительно, достаточно положить α = θ, b = −b∗, H1 =

−H1∗.
О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

Глава 3

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ ТВЕРДОГО
ТЕЛА НА ДВУМЕРНОЙ ПЛОСКОСТИ. II

В данной главе систематизируются как уже опубликован-

ные ранее, так и полученные новые результаты по исследова-

нию уравнений движения динамически симметричного двумер-

ного (2D-) твердого тела, находящегося в некотором неконсер-

вативном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных

твердых тел, взаимодействующих с сопротивляющейся средой

по законам струйного обтекания, при котором на тело действу-

ет неконсервативная следящая сила, заставляющая центр масс

тела двигаться прямолинейно и равномерно в течение всего вре-

мени движения, что означает наличие в системе неконсерватив-

ной пары сил (см. также [1, 49, 51, 88, 111–113, 139, 146–149,

184, 185, 188, 195, 198, 216, 235, 262, 295, 375, 376, 396, 412,

436]).

Ранее в [146–149] автором уже была показана полная интег-

рируемость уравнений плоскопараллельного движения тела в

сопротивляющейся среде в условиях струйного обтекания, когда

у системы динамических уравнений существует первый интег-

рал, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций
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комплексного переменного, имеющей существенно особые точ-

ки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все

взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части по-

верхности тела, которая имеет форму (одномерной) пластины.

В данной главе полученные новые результаты системати-

зируются и подаются в инвариантном виде. При этом вводит-

ся дополнительная зависимость момента неконсервативной силы

от угловой скорости. Данная зависимость в дальнейшем может

быть распространена и на случаи движения в пространствах

высшей размерности.

§ 1. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим плоскопараллельное движение симметричного

твердого тела с передним плоским торцом (одномерной плас-

тиной) в поле силы сопротивления в условиях квазистационар-

ности [26, 75, 86–90, 105, 111–113, 142–151, 153, 169, 170, 182,

183]. Если (v, α) — полярные координаты вектора скорости не-

которой характерной точки D твердого тела (D — центр плас-

тины), Ω — значение его угловой скорости, I, m — инерционно-

массовые характеристики, то динамическая часть уравнений

движения тела (в том числе и в случае аналитических функ-

ций Чаплыгина [182, 183], см. далее), при котором касательные

силы воздействия среды на пластину отсутствуют, примет вид

v̇ cosα− α̇v sinα− Ωv sinα+ σΩ
2

=

Fx
m
,

v̇ sinα+ α̇v cosα+ Ωv cosα− σ ˙
Ω = 0,

I ˙
Ω = yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)v2,

(3.1)

где

Fx = −S, S = s(α)v2, σ > 0, v > 0. (3.2)

Первые два уравнения (3.1) описывают движение центра

масс на двумерной евклидовой плоскости E2 в проекциях на

систему координат Dx1x2, связанную с телом. При этом Dx1 —

срединный перпендикуляр к пластине, проходящий через центр

масс C симметричного тела, а Dx2 — ось, выбранная вдоль

пластины. Третье уравнение (3.1) получено из теоремы об из-

менении кинетического момента тела.
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Таким образом, фазовым пространством системы (3.1) треть-

его порядка является прямое произведение

R1 × S1 × so(2) (3.3)

двумерного цилиндра на алгебру Ли so(2).

Если рассматривается более общая задача о движении те-

ла при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через

центр масс и обеспечивающей в течение всего времени движе-

ния выполнение равенства (VC — скорость центра масс, см.

также [146–149])

VC ≡ const, (3.4)

то в системе (3.1) вместо Fx должна стоять величина, тождест-
венно равная нулю, поскольку на тело будет действовать некон-

сервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0, σ = DC. (3.5)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей

силы T в виде

T = Tv(α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (3.6)

Случай (3.6) выбора величины T следящей силы является

частным случаем возможности отделения независимой подсисте-

мы второго порядка после некоторого преобразования системы

третьего порядка (3.1).

Действительно, пусть выполнено следующее условие на ве-

личину T :

T = Tv(α,Ω) = τ1

(

α,
Ω

v

)

v2
+ τ2

(

α,
Ω

v

)

Ωv + τ3

(

α,
Ω

v

)

Ω
2

=

= T1

(

α,
Ω

v

)

v2. (3.7)
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Систему (3.1) можно переписать в виде

v̇ + σΩ
2
cosα− σ sinα

[

v2

I
yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)

]

=

=

T1

(

α,
Ω

v

)

v2 − s(α)v2

m
cosα,

α̇v + Ωv − σ cosα

[

v2

I
yN

(

α,
Ω

v

)

s(α)

]

− σΩ
2
sinα =

=

s(α)v2 − T1

(

α,
Ω

v

)

v2

m
sinα,

˙
Ω =

v2

I
yN

(

α,
Ω

v

)

s(α).

(3.8)

Если ввести далее новые безразмерные фазовую переменную

и дифференцирование по формулам

Ω = n1vω, 〈·〉 = n1v〈
′〉, n1 > 0, n1 = const, (3.9)

то система (3.8) приведется к следующему виду:

v′ = vΨ(α, ω), (3.10)

α′
= −ω + σn1ω

2
sinα+

[

σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]

cosα−

−
T1 (α, n1ω) − s(α)

mn1
sinα, (3.11)

ω′
=

1

In2
1

yN (α, n1ω) s(α) − ω

[

σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]

sinα+

+σn1ω
3
cosα− ω

T1 (α, n1ω) − s(α)

mn1
cosα,

Ψ(α, ω) = −σn1ω
2
cosα+

[

σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]

sinα+

+

T1 (α, n1ω) − s(α)

mn1
cosα.
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Видно, что в системе третьего порядка (3.10), (3.11) может

быть выделена независимая подсистема второго порядка (3.11),

которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем дву-

мерном фазовом цилиндре.

В частности, при выполнении условия (3.6) только что рас-

смотренный прием выделения независимой подсистемы второго

порядка также возможен.

§ 2. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

2.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183], возьмем динамические функ-

ции s и yN следующего вида:

s(α) = B cosα,

yN

(

α,
Ω

v

)

= y0(α) = A sinα, A,B > 0, v 6= 0,
(3.12)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе отсут-

ствует зависимость момента неконсервативных сил от угловой

скорости (имеется лишь зависимость от угла α).

Тогда, в силу условий (3.4), (3.12), преобразованная динами-

ческая часть уравнений движения (система (3.10), (3.11)) при-

мет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, ω), (3.13)

α′
= −ω + b sinα cos

2 α+ bω2
sinα,

ω′
= sinα cosα− bω sin

2 α cosα+ bω3
cosα,

(3.14)

Ψ(α, ω) = −bω2
cosα+ b sin

2 α cosα;

при этом, как и выше, безразмерный параметр b и постоянную
n1 выбираем следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

I
, n1 = n0. (3.15)

Следовательно, система (3.13), (3.14) может быть рассмотре-

на на своем фазовом трехмерном цилиндре

W1 = R1
+{v} × S1{α mod 2π} × R1{ω}. (3.16)
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2.2. Полный список первых интегралов. От системы
(3.13), (3.14) отделилась независимая система второго порядка

(3.14).

Заметим, что, в силу (3.4), значение скорости центра масс

является первым интегралом системы (3.1), а следовательно,

функция фазовых переменных

Ψ0(v, α,Ω) = v2
+ σ2

Ω
2 − 2σΩv sinα = V 2

C (3.17)

постоянна на ее фазовых траекториях.

В силу невырожденной замены независимого переменного

(при v 6= 0), система (3.13), (3.14) также имеет аналитический

интеграл, а следовательно, функция фазовых переменных

Ψ1(v, α, ω) = v2
(1 + b2ω2 − 2bω sinα) = V 2

C (3.18)

постоянна на ее фазовых траекториях.

Равенство (3.18) позволяет, не решая систему (3.13), (3.14),

найти зависимость скорости характерной точки твердого тела

(центра пластины) от других фазовых переменных, так как при

VC 6= 0 выполнено равенство

v2
=

V 2
C

1 + σ2ω2 − 2σω sinα
. (3.19)

Поскольку фазовое пространство (3.16) системы (3.13), (3.14)

трехмерно, а в нем существуют асимптотические предельные

множества, то равенство (3.18) задает единственный аналити-

ческий (даже непрерывный) первый интеграл системы (3.13),

(3.14) во всем фазовом пространстве (ср. с [22, 23, 42, 77, 96,

98, 127, 135–138, 165, 176, 217]).

Разберем подробнее вопрос существования второго (дополни-

тельного) первого интеграла системы (3.13), (3.14). Ее фазовое

пространство расслаивается на поверхности

{(v, α, ω) ∈W1 : VC = const}, (3.20)

динамика на которых определяется с помощью первого интег-

рала системы (3.14).

Сопоставим отделившейся системе второго порядка (3.14) не-

автономное дифференциальное уравнение следующего вида:

dω

dτ
=

τ + bω[ω2 − τ2
]

−ω + bτ + bτ [ω2 − τ2
]

, τ = sinα. (3.21)
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Введем обозначения (ср. с [185]):

C1 = 2 − b, C2 = b > 0, C3 = −2 − b < 0. (3.22)

Тогда, после замены переменных

u1 = ω − τ, v1 = ω + τ (3.23)

уравнение (3.21) преобразуется к виду

du1

{

−

(

1 +

b

2

)

u1 +

b

2

v1 + bu1v
2
1

}

=

= dv1

{(

1 −
b

2

)

v1 +

b

2

u1 + bu2
1v1

}

. (3.24)

Используя далее две замены

u1 = v1t1, v2
1 = p1, (3.25)

приводим уравнение (3.24) к уравнению Бернулли:

2p1{C3t1 + C2 + 2C2t1p1} =

dp1

t1
{C1 − C3t

2
1}, (3.26)

легко сводящемуся заменой p1 = 1/q1 к линейному неоднородно-
му:

q′1 = a1(t1)q1 + a2(t1), (3.27)

где

a1(t1) =

2(C3t1 + C2)

C3t21 − C1
, a2(t1) =

4C2t1
C3t21 − C1

. (3.28)

Решение однородной части уравнения (3.27) найдется из ра-

венства

q1 hom(t1) = k expW (t1), W (t1) = 2

∫

(C3t1 + C2)dt1
C3t21 − C1

. (3.29)

При вычислении интеграла (3.29) необходимо рассмотреть

три случая.

I. C1 > 0 (b < 2).

W (t1) = ln(−C3t
2
1 + C1) −

−2

C2
√
−C1C3

arctg

√

−
C3

C1
t1 + const . (3.30)
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II. C1 < 0 (b > 2).

W (t1) = ln | − C3t
2
1 + C1| +

+

C2
√
C1C3

ln

∣

∣

∣

∣

√
−C1 +

√
−C3t1

√
−C1 −

√
−C3t1

∣

∣

∣

∣

+ const . (3.31)

III. C1 = 0 (b = 2).

W (t1) = 2 ln |t1| +
1

t1
. (3.32)

Теперь можно окончательно выписать общее решение одно-

родного уравнения:

I. b < 2.

q1 hom(t1) =

= k(−C3t
2
1 + C1) exp

{

−
2b

√
4 − b2

arctg

√

2 + b

2 − b
t1

}

+ const . (3.33)

II. b > 2.

q1 hom(t1) =

= k(−C3t
2
1 + C1)

∣

∣

∣

∣

√
−C1 +

√
−C3t1

√
−C1 −

√
−C3t1

∣

∣

∣

∣

C2/
√
C1C3

+ const . (3.34)

III. b = 2.

q1 hom(t1) = kt21 exp

{

1

t1

}

+ const . (3.35)

Для поиска решения неоднородного уравнения (3.27), (3.28)

найдем величину k как функцию t1. Получим:

I. b < 2.

k(t1) = −
b

8

exp

{

2b
√

4 − b2

[

2b
√

4 − b2
sin 2ζ − 2 cos 2ζ

]}

+ const,

(3.36)

где

tg ζ =

√

2 − b

2 + b
t1. (3.37)

II. b > 2.

k(t1) = ±|ζ|b/
√
b2−4 ∓

b

b+ 2

√
b2 − 4

|ζ|b/
√
b2−4+2

+ const, (3.38)
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где

t1 =

√

b− 2

b+ 2

(

1 − ζ

1 + ζ

)

. (3.39)

III. b = 2.

k(t1) = −2

t1 + 1

t1
exp

{

−
1

t1

}

. (3.40)

Таким образом, равенства (3.33)–(3.40) позволяют получить

искомый первый интеграл системы (3.14) (а значит, и дополни-

тельный первый интеграл системы (3.13), (3.14)), который яв-

ляется трансцендентной функцией своих фазовых переменных и

выражается через конечную комбинацию элементарных функ-

ций.

Ввиду громоздкости вида полученного первого интеграла,

приведем его лишь в случае III:

exp

{

sinα+ ω

sinα− ω

}

1 − 4ω sinα+ 4ω2

(ω − sinα)
2

= C1 = const . (3.41)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (3.13), (3.14) имеет два инвариантных соотно-

шения — первых интеграла: аналитический вида (3.18), а также

трансцендентный первый интеграл, который может быть полу-

чен с помощью равенств (3.33)–(3.40).

Теорема 3.1. Система (3.13), (3.14) обладает полным на-
бором первых интегралов, один из которых является аналити-
ческой функцией, а второй — трансцендентной функцией фа-
зовых переменных и выражен через конечную комбинацию эле-
ментарных функций.

Здесь необходимо повторить важное замечание. Дело в том,

что, с точки зрения теории элементарных функций, получен-

ный первый интеграл является трансцендентным (т.е. не ал-

гебраическим). В данном же случае трансцендентность понима-

ется в смысле теории функций комплексного переменного, ког-

да у функции после ее формального продолжения в комплекс-

ную область имеются существенно особые точки, соответству-

ющие притягивающим и отталкивающим предельным множес-

твам рассматриваемой динамической системы.
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2.3. Топологические аналогии. Покажем, что существу-

ет еще одна механическая и топологическая аналогия.

Теорема 3.2. Первый интеграл системы (2.1) при услови-
ях (2.4), (2.14) постоянен на фазовых траекториях системы

(3.13), (3.14).

Доказательство. Приведем доказательство для случая

b = 2. Действительно, перепишем первый интеграл (3.41) в сле-

дующем виде:

exp

{

n0v sinα+ Ω

n0v sinα− Ω

}

n2
0v

2 − 2bn0vΩ sinα+ b2Ω2

(Ω − n0v sinα)
2

= const . (3.42)

Видно, что числитель второго множителя пропорционален

квадрату скорости центра масс тела VC с постоянным коэф-

фициентом n2
0. Но, в силу (3.17), данная величина постоянна на

траекториях системы (3.13), (3.14). Значит, на них постоянна и

функция

exp

{

n0v sinα+ Ω

n0v sinα− Ω

}

V 2
C

(Ω − n0v sinα)
2

= const . (3.43)

Возьмем далее степень (−1/2) от левой части равенства

(3.43) и получим, что следующая функция также постоянна на

фазовых траекториях системы (3.13), (3.14):

exp

{

Ω + n0v sinα

2(Ω − n0v sinα)

}

(Ω − n0v sinα) = const . (3.44)

Теперь, разделив равенство (3.44) на
√
e, получим функцию

exp

{

n0v sinα

Ω − n0v sinα

}

(Ω − n0v sinα) = const, (3.45)

постоянную на фазовых траекториях системы (3.13), (3.14). Но

первый интеграл (3.45) полностью аналогичен первому интег-

ралу (2.26), что и требовалось доказать. �

Таким образом, мы имеем следующие топологичекие и ме-

ханические аналогии в том смысле, в котором они объяснены

выше.

1) Движение свободного твердого тела в неконсервативном

поле сил со следящей силой (при наличии неинтегрируемой свя-

зи).
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2) Движение закрепленного физического маятника в потоке

набегающей среды (неконсервативное поле сил).

3) Вращение твердого тела вокруг центра масс, движущегося

прямолинейно и равномерно и находящегося в неконсервативном

поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

§ 3. Случай зависимости момента неконсервативных
сил от угловой скорости

3.1. Введение зависимости от угловой скорости и
приведенная система. Мы продолжаем изучать динамику

двумерного твердого тела на плоскости. Данный параграф (по-

добно аналогичному параграфу предыдущей главы) посвящен

исследованию случая движения при наличии зависимости мо-

мента действующих сил от угловой скорости. Поэтому введем

такую же зависимость аналогичным образом. Напомним также,

что данная точка зрения поможет нам вводить эту зависимость

и для трехмерных, и для многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N ) — координаты точки N воздейст-

вия неконсервативной силы (воздействия среды) на одномерную

пластину, Q = (Q1, Q2) — компоненты, не зависящие от угло-

вой скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N ) =

(xN , yN ) от угловой скорости лишь линейным образом, посколь-

ку само данное введение априори, как уже указывалось выше,

не очевидно [30, 31, 45, 46, 48, 81–90, 112, 113, 151, 186, 207, 209,

253, 254, 265, 278–280].

Таким образом, возьмем следующую зависимость:

x = Q+R, (3.46)

где R = (R1, R2) — вектор-функция, содержащая угловую ско-

рость. При этом зависимость функции R от угловой скорости

— гироскопическая (см. также предыдущую главу):

R =

(

R1

R2

)

= −
1

v

(

0 −Ω

Ω 0

)(

h1

h2

)

. (3.47)

Здесь (h1, h2) — по-прежнему, некоторые положительные пара-

метры (ср. с [326, 334, 335, 349, 415]).
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Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N =

xN ≡ 0, то

x2N = yN = Q2 − h1
Ω

v
. (3.48)

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [182,

183]

Q2 = A sinα, A > 0, (3.49)

возьмем динамические функции s и yN следующего вида:

s(α) = B cosα,

yN

(

α,
Ω

v

)

= A sinα− h
Ω

v
, A,B, h = h1 > 0, v 6= 0,

(3.50)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе присут-

ствует также еще и дополнительный демпфирующий (а в неко-

торых областях фазового пространства и разгоняющий) момент

неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента

от угловой скорости).

Тогда, в силу условий (3.4), (3.50), преобразованная динами-

ческая часть уравнений движения (система (3.10), (3.11)) при-

мет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, ω), (3.51)

α′
= −ω + b sinα cos

2 α+ bω2
sinα− bH1ω cos

2 α,

ω′
= sinα cosα− bω sin

2 α cosα+ bω3
cosα+

+ bH1ω
2
sinα cosα−H1ω cosα,

(3.52)

Ψ(α, ω) = −bω2
cosα+ b sin

2 α cosα− bH1ω sinα cosα,

при этом, как и выше, безразмерные параметры b, H1 и посто-

янную n1 выбираем следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

I
, H1 =

Bh

In0
, n1 = n0. (3.53)

Следовательно, система (3.51), (3.52) может быть рассмотре-

на на своем фазовом трехмерном цилиндре

W1 = R1
+{v} × S1{α mod 2π} × R1{ω}. (3.54)
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3.2. Полный список первых интегралов. От системы
(3.51), (3.52) отделилась независимая система второго порядка

(3.52).

Заметим, что, в силу (3.4), значение скорости центра масс

является первым интегралом системы (3.1), а следовательно,

функция фазовых переменных (3.17) постоянна на ее фазовых

траекториях.

В силу невырожденной замены независимого переменного

(при v 6= 0), у системы (3.51), (3.52) также существует ана-

литический интеграл, а следовательно, функция фазовых пере-

менных

Ψ1(v, α, ω) = v2
(1 + b2ω2 − 2bω sinα) = V 2

C (3.55)

постоянна на ее фазовых траекториях.

Равенство (3.55) позволяет, не решая систему (3.51), (3.52),

найти зависимость скорости характерной точки твердого тела

(центра пластины) от других фазовых переменных, а следова-

тельно, при VC 6= 0 выполнено равенство (3.19).

Поскольку фазовое пространство (3.54) системы (3.51), (3.52)

трехмерно, а в нем существуют асимптотические предельные

множества, то равенство (3.55) задает единственный аналити-

ческий (даже непрерывный) первый интеграл системы (3.51),

(3.52) во всем фазовом пространстве (ср. с [22, 23, 42, 77, 96,

98, 127, 135–138, 165, 176, 217]).

Рассмотрим подробнее вопрос существования второго (допол-

нительного) первого интеграла системы (3.51), (3.52). Ее фазо-

вое пространство расслаивается на поверхности (3.20), динами-

ка на которых определяется с помощью первого интеграла сис-

темы (3.52).

Сопоставим отделившейся системе второго порядка (3.52) не-

автономное дифференциальное уравнение следующего вида:

dω

dτ
=

τ + bω[ω2 − τ2
] +H1ω[bωτ − 1]

−ω + bτ + bτ [ω2 − τ2
] − bH1ω(1 − τ2

)

, τ = sinα. (3.56)

Тогда, после замены переменных

u1 = ω − τ, v1 = ω + τ (3.57)

уравнение (3.56) преобразуется к виду

du1

{

− u1

(

1 +

b

2

+

bH1

2

+

H1

2

)

+ v1

(

b

2

−
bH1

2

−
H1

2

)}

+
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+du1

{

bu1v
2
1 +

bH1

4

v1(v
2
1 − u2

1)

}

=

= dv1

{

u1

(

b

2

+

bH1

2

−
H1

2

)

+ v1

(

1 −
b

2

−
bH1

2

−
H1

2

)}

+

+dv1

{

bu2
1v1 +

bH1

4

u1(v
2
1 − u2

1)

}

. (3.58)

Используя далее две замены

u1 = v1t1, v2
1 = p1, (3.59)

приведем уравнение (3.58) к уравнению Бернулли:

2p1{−A2t1 +A1 + bp1(t1 +H1(1 − t21)/4)} =

=

dp1

dt1
{A3 + bH1t1 +A2t

2
1}, (3.60)

при этом

A1 =

b

2

−
bH1

2

−
H1

2

, A2 = 1 +

b

2

+

bH1

2

+

H1

2

> 0,

A3 = 1 −
b

2

+

bH1

2

−
H1

2

.

(3.61)

Уравнение (3.60) заменой p1 = 1/q1 легко сводится к линей-
ному неоднородному уравнению:

q′1 = a1(t1)q1 + a2(t1), (3.62)

где

a1(t1) =

2(A2t1 −A1)

A2t21 + bH1t1 +A3
,

a2(t1) =

2b(−t1 +H1(t
2
1 − 1)/4))

A2t21 + bH1t1 +A3
.

(3.63)

Решение однородной части уравнения (3.62) находится из ра-

венства

q1 hom(t1) = k expW (t1),

W (t1) = 2

∫

(A2t1 −A1)dt1
A2t21 + bH1t1 +A3

.
(3.64)

При вычислении интеграла (3.64) необходимо рассмотреть

три случая.
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I. |b−H1| < 2.

W (t1) = ln(A2t
2
1 + bH1t1 +A3) −

2(b− bH1 −H1)
√

4 − (b−H1)
2
×

×arctg

{

2 + b+ bH1 +H1
√

4 − (b−H1)
2
t1 +

bH1
√

4 − (b−H1)
2

}

+ const . (3.65)

II. |b−H1| > 2.

W (t1) = ln |A2t
2
1 + bH1t1 +A3| +

b− bH1 −H1
√

−4 + (b−H1)
2
×

× ln

∣

∣

∣

∣

√

−4 + (b−H1)
2
+ (2 + b+ bH1 +H1)t1 + bH1

√

−4 + (b−H1)
2 − (2 + b+ bH1 +H1)t1 − bH1

∣

∣

∣

∣

+ const .

(3.66)

III. |b−H1| = 2.

W (t1) = 2 ln

∣

∣

∣

∣

t1 +

bH1

2A2

∣

∣

∣

∣

+

bH1 + 2A1

A2

2A2

2A2t1 + bH1
+ const . (3.67)

Теперь можно окончательно выписать общее решение одно-

родного уравнения:

I. |b−H1| < 2.

q1 hom(t1) = k(A2t
2
1 + bH1t1 +A3) exp×

×

{

−
2(b− bH1 −H1)
√

4 − (b−H1)
2

arctg

{

2 + b+ bH1 +H1
√

4 − (b−H1)
2
t1 +

bH1
√

4 − (b−H1)
2

}}

.

(3.68)

II. |b−H1| > 2.

q1 hom(t1) = k(A2t
2
1 + bH1t1 +A3)×

×

∣

∣

∣

∣

√

−4 + (b−H1)
2

+ (2 + b+ bH1 +H1)t1 + bH1
√

−4 + (b−H1)
2 − (2 + b+ bH1 +H1)t1 − bH1

∣

∣

∣

∣

(b−bH1−H1)/
√

−4+(b−H1)2

.

(3.69)

III. |b−H1| = 2.

q1 hom(t1) = k

(

t1 +

bH1

2A2

)2

exp

{

2(b−H1)

(2 + b+ bH1 +H1)t1 + bH1

}

.

(3.70)
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Для поиска решения неоднородного уравнения (3.62), (3.63)

находится величина k как функция t1, выраженная через конеч-
ную комбинацию элементарных функций. Ввиду громоздкости

выкладок дальнейшие рассуждения приводятся лишь в случае

III.

Таким образом, соответствующие равенства позволяют полу-

чить искомый первый интеграл системы (3.52) (а значит, и до-

полнительный первый интеграл системы (3.51), (3.52)), который

является трансцендентной функцией своих фазовых переменных

и выражается через конечную комбинацию элементарных функ-

ций.

В случае III искомый первый интеграл примет вид

exp

{

−2(b−H1) sinα

2(1 + bH1)ω − (b+H1) sinα

}

1 − 4ω sinα+ 4ω2

(ω − 2 sinα/(b+H1))
2

=

= C1 = const . (3.71)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (3.51), (3.52) имеет два инвариантных соотно-

шения (первых интеграла): аналитический вида (3.55), а также

трансцендентный первый интеграл, который может быть полу-

чен с помощью равенств (3.65)–(3.71).

Теорема 3.3. Система (3.51), (3.52) обладает полным на-
бором первых интегралов, один из которых является аналити-
ческой функцией, а второй — трансцендентной функцией фа-
зовых переменных и выражен через конечную комбинацию эле-
ментарных функций.

Здесь необходимо повторить важное замечание. Дело в том,

что, с точки зрения теории элементарных функций, получен-

ный первый интеграл является трансцендентным (т.е. не ал-

гебраическим). В данном же случае трансцендентность понима-

ется в смысле теории функций комплексного переменного, ког-

да у функции после ее формального продолжения в комплекс-

ную область имеются существенно особые точки, соответству-

ющие притягивающим и отталкивающим предельным множес-

твам рассматриваемой динамической системы.

3.3. Топологические аналогии. Покажем, что существу-

ет еще одна механическая и топологическая аналогия.
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Теорема 3.4. Первый интеграл системы (3.1) при услови-
ях (2.4), (2.33) постоянен на фазовых траекториях системы

(3.51), (3.52).

Доказательство. Приведем доказательство для случая |b−
H1| = 2. Действительно, перепишем первый интеграл (3.71) в

следующем виде:

exp

{

−2n0v(b−H1) sinα

2(1 + bH1)Ω − n0v(b+H1) sinα

}

×

×
n2

0v
2 − 4n0vΩ sinα+ 4Ω

2

(Ω − 2n0v sinα/(b+H1))
2

= const . (3.72)

Видно, что числитель второго множителя пропорционален

квадрату скорости центра масс тела VC с постоянным коэф-

фициентом. Но, в силу (3.17), данная величина постоянна на

траекториях системы (3.51), (3.52). Значит, на них постоянна и

функция

exp

{

−2n0v(b−H1) sinα

2(1 + bH1)Ω − n0v(b+H1) sinα

}

×

×
V 2
C

(Ω − 2n0v sinα/(b+H1))
2

= const . (3.73)

Возьмем далее степень (−1/2) от левой части равенства

(3.73) и получим, что следующая функция также постоянна на

фазовых траекториях системы (3.51), (3.52):

exp

{

n0v(b−H1) sinα

2(1 + bH1)Ω − n0v(b+H1) sinα

}

×

×(Ω − 2n0v sinα/(b+H1)) = const . (3.74)

Теперь ясно, что функция (3.74) эквивалентна функции

(2.43), поскольку в случае III выполнено равенство

(b+H1)
2

= 4(1 + bH1). (3.75)

Таким образом, соответствующая аналогия доказана, что и

требовалось доказать. �

Аналогично рассуждениям предыдущей главы, мы имеем

следующие топологичекие и механические аналогии в том смыс-

ле, в котором они объяснены выше, но теперь уже в случаях

(2.33), (3.50):
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1) движение свободного твердого тела в неконсервативном

поле сил со следящей силой (при наличии неинтегрируемой свя-

зи);

2) движение закрепленного физического маятника в потоке

набегающей среды (неконсервативное поле сил);

3) вращение твердого тела вокруг центра масс, движущегося

прямолинейно и равномерно и находящегося в неконсервативном

поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

Глава 4

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ ТВЕРДОГО
ТЕЛА В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. I

В данной главе систематизируются как некоторые опубли-

кованные ранее, так и полученные новые результаты по ис-

следованию уравнений движения осесимметричного трехмерно-

го (3D-) твердого тела, находящегося в некотором неконсерва-

тивном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных

твердых тел, взаимодействующих с сопротивляющейся средой

по законам струйного обтекания, при котором на тело дейст-

вует неконсервативная следящая сила, заставляющая величину

скорости некоторой характерной точки твердого тела оставать-

ся постоянной в течение всего времени движения, что означает

наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи (см. также [1,

49, 51, 88, 111–113, 139, 146–149, 186, 188, 195, 202, 241, 246,

350, 373, 374, 412]).

Ранее в [146–149] автором уже была показана полная интег-

рируемость уравнений плоскопараллельного движения тела в

сопротивляющейся среде в условиях струйного обтекания, когда

у системы динамических уравнений существует первый интег-

рал, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций

комплексного переменного, имеющей существенно особые точ-

ки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все

взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части по-

верхности тела, которая имеет форму (одномерной) пластины.

Позднее [197, 200, 206, 208, 212, 213, 222, 236, 245] плоская

задача была обобщена на пространственный (трехмерный) слу-
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чай, при этом у системы динамических уравнений существует

полный набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже

предполагалось, что все взаимодействие среды с телом сосре-

доточено на той части поверхности тела, которая имеет форму

плоского (двумерного) диска.

В данной главе полученные ранее и в настоящее время ре-

зультаты систематизируются и подаются в инвариантном виде.

При этом вводится дополнительная зависимость момента некон-

сервативной силы от угловой скорости. Данная зависимость в

дальнейшем может быть распространена и на случаи движения

в пространствах высшей размерности.

§ 1. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим пространственное движение однородного осесим-

метричного твердого тела с передним плоским торцом (двумер-

ным диском) в поле силы сопротивления в условиях квазиста-

ционарности [26, 75, 86–90, 105, 111–113, 142–151, 153, 169, 170,

182, 183]. Если (v, α, β1) — сферические координаты вектора

скорости некоторой характерной точки D твердого тела (D —

центр диска, лежащий на оси симметрии тела), Ω = {Ω1,Ω2,Ω3}

— проекции его угловой скорости на оси системы координат

Dx1x2x3, связанной с телом, при этом ось симметрии CD сов-

падает с осью Dx1 (C — центр масс), а оси Dx2, Dx3 лежат в

гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, m — инерционно-массовые

характеристики, то динамическая часть уравнений движения

тела (в том числе и в случае аналитических функций Чаплы-

гина [182, 183], см. далее), при котором касательные силы воз-

действия среды на диск отсутствуют, примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα+ Ω2v sinα sinβ1 −

−Ω3v sinα cosβ1 + σ(Ω
2
2 + Ω

2
3) =

Fx
m
,

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − ˙β1v sinα sinβ1 +

+Ω3v cosα− Ω1v sinα sinβ1 − σΩ1Ω2 − σ ˙
Ω3 = 0,

v̇ sinα sinβ1 + α̇v cosα sinβ1 +
˙β1v sinα cosβ1 +

+Ω1v sinα cosβ1 − Ω2v cosα− σΩ1Ω3 + σ ˙
Ω2 = 0,

(4.1)
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I1 ˙
Ω1 = 0,

I2 ˙
Ω2 + (I1 − I2)Ω1Ω3 = −zN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

I2 ˙
Ω3 + (I2 − I1)Ω1Ω2 = yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

где

Fx = −S, S = s(α)v2, σ > 0, v > 0. (4.2)

Первые три уравнения (4.1) описывают движение центра

масс в трехмерном евклидовом пространстве E3 в проекциях

на систему координат Dx1x2x3. Вторые три уравнения (4.1) по-

лучены из теоремы об изменении кинетического момента тела

в осях Кенига.

Таким образом, фазовым пространством системы (4.1) шес-

того порядка является прямое произведение

R1 × S2 × so(3) (4.3)

трехмерного многообразия на алгебру Ли so(3).

Сразу же заметим, что система (4.1), в силу имеющейся ди-

намической симметрии

I2 = I3, (4.4)

обладает циклическим первым интегралом

Ω1 ≡ Ω
0
1 = const . (4.5)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику сис-

темы на нулевом уровне:

Ω
0
1 = 0. (4.6)

Если рассматривается более общая задача о движении те-

ла при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через

центр масс и обеспечивающей в течение всего времени движе-

ния выполнение равенства (см. также [146–149])

v ≡ const, (4.7)

то в системе (4.1) вместо Fx будет стоять величина

T − s(α)v2, σ = DC. (4.8)

В результате соответствующего выбора величины T следя-

щей силы можно формально добиться выполнения равенства
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(4.7) в течение всего времени движения. Действительно, выра-

жая формально величину T , в силу системы (4.1), получим при

cosα 6= 0:

T = Tv(α, β1,Ω) =

= mσ(Ω
2
2 + Ω

2
3) + s(α)v2

[

1 −
mσ

I2

sinα

cosα

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1 +

+yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1

]]

. (4.9)

При получении равенства (4.9) используются условия (4.5)–

(4.7).

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-

первых, произошло преобразование системы при наличии в сис-

теме следящей силы (управления), обеспечивающей рассмотре-

ние интересующего нас класса движений (4.7). Во-вторых, на

это можно посмотреть как на процедуру, позволяющую пони-

зить порядок системы. Действительно, система (4.1) в результа-

те преобразований порождает независимую систему четвертого

порядка следующего вида:

α̇v cosα cosβ1 − ˙β1v sinα sinβ1 + Ω3v cosα− σ ˙
Ω3 = 0,

α̇v cosα sinβ1 +
˙β1v sinα cosβ1 − Ω2v cosα+ σ ˙

Ω2 = 0,

I2 ˙
Ω2 = −zN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

I2 ˙
Ω3 = yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

(4.10)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добав-

ляется параметр v.
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Система (4.10) эквивалентна системе

α̇v cosα+ v cosα [Ω3 cosβ1 − Ω2 sinβ1] +

+ σ
[

− ˙
Ω3 cosβ1 +

˙
Ω2 sinβ1

]

= 0,

˙β1v sinα− v cosα [Ω2 cosβ1 + Ω3 sinβ1] +

+ σ
[

˙
Ω2 cosβ1 +

˙
Ω3 sinβ1

]

= 0,

˙
Ω2 = −

v2

I2
zN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α),

˙
Ω3 =

v2

I2
yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α).

(4.11)

Введем новые квазискорости в системе:

z1 = Ω2 cosβ1 + Ω3 sinβ1,

z2 = −Ω2 sinβ1 + Ω3 cosβ1.
(4.12)

Как видно из (4.11), на многообразии

O =

{

(α, β1,Ω2,Ω3) ∈ R4
: α =

π

2

k, k ∈ Z

}

(4.13)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇,
˙β1. Та-

ким образом, формально на многообразии (4.13) происходит на-

рушение теоремы единственности. Более того, при k четном не-
определенность возникает по причине вырождения сферических

координат (v, α, β1), а при k нечетном происходит явное наруше-
ние теоремы единственности, поскольку при этом первое урав-

нение (4.11) вырождается.

Из этого следует, что система (4.11) вне и только вне мно-
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гообразия (4.13) эквивалентна системе

α̇ = −z2 +

+

σv

I2

s(α)

cosα

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1+yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1

]

,

ż2=
v2

I2
s(α)

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1+yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1

]

−

−z2
1

cosα

sinα
−
σv

I2

s(α)

sinα
z1 ×

×

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1 − yN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

,

ż1 = z1z2
cosα

sinα
+

[

−
v2

I2
s(α) +

σv

I2

s(α)

sinα
z2

]

×

×

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1 − yN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

,

˙β1 = z1
cosα

sinα
+

+

σv

I2

s(α)

sinα

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1 − yN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

.

(4.14)

Здесь и далее зависимость от групп переменных (α, β1,Ω/v)
понимается как сложная зависимость от (α, β1, z1/v, z2/v) в силу
(4.12).

Нарушение теоремы единственности для системы (4.11) на

многообразии (4.13) при нечетном k происходит в следующем
смысле: почти через любую точку из многообразия (4.13) при не-

четном k проходит неособая фазовая траектория системы (4.14),

пересекая многообразие (4.13) под прямым углом, а также су-

ществует фазовая траектория, полностью совпадающая во все

моменты времени с указанной точкой. Но физически это раз-

личные траектории, так как им отвечают разные значения сле-

дящей силы. Покажем это.

Как показано выше, для поддержания связи вида (4.7) необ-

ходимо выбрать значение T при cosα 6= 0 в виде (4.9).
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Пусть

lim

α→π/2

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1 + yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1

]

s(α)

cosα
=

= L

(

β1,
Ω

v

)

. (4.15)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim

α→π/2

∣

∣

∣

∣

∂

∂α

([

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1 + yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1

]

s(α)

)∣

∣

∣

∣

<

< +∞. (4.16)

При α = π/2 нужная величина следящей силы найдется из

равенства

T = Tv

(

π

2

, β1,Ω

)

= mσ(Ω
2
2 + Ω

2
3) −

mσLv2

I2
. (4.17)

где значения Ω2, Ω3 произвольны.

С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы

вращение вокруг некоторой точки W , необходимо выбрать сле-

дящую силу в виде

T = Tv

(

π

2

, β1,Ω

)

=

mv2

R0
, (4.18)

где R0 — расстояние CW .

Равенства (4.9) и (4.18) определяют, вообще говоря, различ-

ные значения следящей силы T для почти всех точек многооб-

разия (4.13), что и доказывает сделанное замечание.

§ 2. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

2.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183], возьмем динамические функ-
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ции s, yN и zN следующего вида:

s(α) = B cosα,

yN

(

α, β1,
Ω

v

)

= y0(α, β1) = A sinα cosβ1,

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

= z0(α, β1) = A sinα sinβ1, A,B > 0, v 6= 0,

(4.19)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе отсут-

ствует зависимость момента неконсервативных сил от угловой

скорости (имеется лишь зависимость от углов α, β1).

Тогда, в силу неинтегрируемой связи (4.7), вне и только вне

многообразия (4.13) динамическая часть уравнений движения

(система (4.14)) примет вид аналитической системы

α̇ = −z2 +

σABv

I2
sinα,

ż2 =

ABv2

I2
sinα cosα− z2

1

cosα

sinα
,

ż1 = z1z2
cosα

sinα
,

˙β1 = z1
cosα

sinα
.

(4.20)

Вводя далее безразмерные переменные, параметры и диффе-

ренцирование следующим образом:

zk 7→ n0vzk, k = 1, 2, n2
0 =

AB

I2
,

b = σn0, 〈·〉 = n0v〈
′〉, (4.21)

приведем систему (4.20) к виду

α′
= −z2 + b sinα,

z′2 = sinα cosα− z2
1

cosα

sinα
, (4.22)

z′1 = z1z2
cosα

sinα
,

β′1 = z1
cosα

sinα
. (4.23)

Видно, что в системе четвертого порядка (4.22), (4.23), ко-

торую, как будет показано далее, можно рассматривать на ка-
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сательном расслоении TS2 к двумерной сфере S2
, образовалась

независимая система третьего порядка (4.22) на своем трехмер-

ном многообразии.

2.2. Полный список инвариантных соотношений.
Сначала сопоставим системе третьего порядка (4.22) неавтоном-

ную систему второго порядка

dz2
dα

=

sinα cosα− z2
1 cosα/ sinα

−z2 + b sinα
,

dz1
dα

=

z1z2 cosα/ sinα

−z2 + b sinα
.

(4.24)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (4.24) в ал-

гебраическом виде

dz2
dτ

=

τ − z2
1/τ

−z2 + bτ
,

dz1
dτ

=

z1z2/τ

−z2 + bτ
.

(4.25)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

zk = ukτ, k = 1, 2, (4.26)

приводим систему (4.25) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − u2
1

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

u1u2

−u2 + b
,

(4.27)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − u2
1 + u2

2 − bu2

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + b
.

(4.28)

Сопоставим системе второго порядка (4.28) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

1 − u2
1 + u2

2 − bu2

2u1u2 − bu1
, (4.29)
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которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1

)

= 0. (4.30)

Следовательно, уравнение (4.29) имеет следующий первый

интеграл:

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1
= C1 = const, (4.31)

который в прежних переменных имеет вид

z2
2 + z2

1 − bz2 sinα+ sin
2 α

z1 sinα
= C1 = const . (4.32)

Замечание 4.1. Рассмотрим систему (4.22) с переменной

диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247, 264,

266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413, 426–430,

434, 435, 443], которая становится консервативной при b = 0:

α′
= −z2,

z′2 = sinα cosα− z2
1

cosα

sinα
,

z′1 = z1z2
cosα

sinα
.

(4.33)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

z2
2 + z2

1 + sin
2 α = C∗

1 = const, (4.34)

z1 sinα = C∗
2 = const . (4.35)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (4.34), (4.35)

также является первым интегралом системы (4.33). Но при b 6=
0 каждая из функций

z2
2 + z2

1 − bz2 sinα+ sin
2 α (4.36)

и (4.35) по отдельности не является первым интегралом сис-

темы (4.22). Однако отношение функций (4.36), (4.35) является

первым интегралом системы (4.22) при любом b.
Далее найдем явный вид дополнительного первого интеграла

системы третьего порядка (4.22). Для этого преобразуем сна-

чала инвариантное соотношение (4.31) при u1 6= 0 следующим
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образом:

(

u2 −
b

2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=

b2 + C2
1

4

− 1. (4.37)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4 > 0 (4.38)

и фазовое пространство системы (4.22) расслаивается на семей-

ство поверхностей, задаваемых равенством (4.37).

Таким образом, в силу соотношения (4.31), первое уравнение

системы (4.28) примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 − bu2 + u2
2) − C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (4.39)

где

U1(C1, u2) =

1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4(u2

2 − bu2 + 1)

}

, (4.40)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(4.38).

Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого ин-

теграла системы (4.22) примет вид

∫

dτ

τ
=

=

∫

(b− u2)du2

2(1 − bu2 + u2
2) − C1{C1 ±

√

C2
1 − 4(u2

2 − bu2 + 1)}/2
. (4.41)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), оче-

видно, равна

ln | sinα|. (4.42)

Если

u2 −
b

2

= w1, b21 = b2 + C2
1 − 4, (4.43)

то правая часть равенства (4.41) примет вид

−
1

4

∫

d(b21 − 4w2
1)

(b21 − 4w2
1) ± C1

√

b21 − 4w2
1

−
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−b

∫

dw1

(b21 − 4w2
1) ± C1

√

b21 − 4w2
1

=

= −
1

2

ln

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4w2
1

C1
± 1

∣

∣

∣

∣

±
b

2

I1, (4.44)

где

I1 =

∫

dw3
√

b21 − w2
3(w3 ± C1)

, w3 =

√

b21 − 4w2
1. (4.45)

При вычислении интеграла (4.45) возможны три случая.

I. b > 2.

I1 = −
1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 +

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
±

C1
√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 −

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
∓

C1
√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

+ const . (4.46)

II. b < 2.

I1 =

1

√
4 − b2

arcsin

±C1w3 + b21
b1(w3 ± C1)

+ const . (4.47)

III. b = 2.

I1 = ∓

√

b21 − w2
3

C1(w3 ± C1)
+ const . (4.48)

Возвращаясь к переменной

w1 =

z2
sinα

−
b

2

, (4.49)

получим окончательный вид для величины I1:
I. b > 2.

I1 = −
1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 ± 2w1

√

b21 − 4w2
1 ± C1

±
C1

√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 ∓ 2w1

√

b21 − 4w2
1 ± C1

∓
C1

√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ const . (4.50)
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II. b < 2.

I1 =

1

√
4 − b2

arcsin

±C1

√

b21 − 4w2
1 + b21

b1(
√

b21 − 4w2
1 ± C1)

+ const . (4.51)

III. b = 2.

I1 = ∓
2w1

C1(

√

b21 − 4w2
1 ± C1)

+ const . (4.52)

Таким образом, только что был найден дополнительный пер-

вый интеграл для системы третьего порядка (4.22), т.е. пред-

ставлен полный набор первых интегралов, являющихся транс-

цендентными функциями своих фазовых переменных.

Замечание 4.2. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (4.31).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный трансцендентному

первому интегралу из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(

sinα,
z2

sinα
,
z1

sinα

)

= C2 = const . (4.53)

Таким образом, для интегрирования системы четвертого по-

рядка (4.22), (4.23) уже найдены два независимых первых ин-

теграла. Для полной ее интегрируемости достаточно найти еще

один (дополнительный) первый интеграл, «привязывающий»

уравнение (4.23).

Поскольку

du1

dτ
=

u1(2u2 − b)

(b− u2)τ
,

dβ1

dτ
=

u1

(b− u2)τ
, (4.54)

то

du1

dβ1
= 2u2 − b. (4.55)

Очевидно, что при u1 6= 0 выполнено равенство

u2 =

1

2






b±

√

√

√

√b21 − 4

(

u1 −
C1

2

)2






, b21 = b2 + C2

1 − 4, (4.56)
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тогда интегрирование квадратуры

β1 + const = ±

∫

du1
√

b21 − 4

(

u1 −
C1

2

)2
(4.57)

приведет к инвариантному соотношению

2(β1 + C3) = ± arcsin

2u1 − C1
√

b2 + C2
1 − 4

, C3 = const . (4.58)

Другими словами, выполнено равенство

sin[2(β1 + C3)] = ±
2u1 − C1

√

b2 + C2
1 − 4

(4.59)

или, при переходе к старым переменным

sin[2(β1 + C3)] = ±
2z1 − C1 sinα

√

b2 + C2
1 − 4 sinα

. (4.60)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариант-

ного соотношения, «привязывающего» уравнение (4.23), на по-

следнем равенстве можно остановиться, добавив к этому, что в

последнем выражении формально необходимо вместо C1 подста-

вить левую часть первого интеграла (4.31).

Но мы проведем некоторые преобразования, приводящие к

получению следующего явного вида дополнительного первого

интеграла (при этом используется равенство (4.31)):

tg
2
[2(β1 + C3)] =

(u2
1 − u2

2 + bu2 − 1)
2

u2
1(4u

2
2 − 4bu2 + b2)

. (4.61)

Возвращаясь к старым координатам, получим дополнитель-

ное инвариантное соотношение в виде

tg
2
[2(β1 + C3)] =

(z2
1 − z2

2 + bz2 sinα− sin
2 α)

2

z2
1(4z

2
2 − 4bz2 sinα+ b2 sin

2 α)

(4.62)

или окончательно

−β1 ±
1

2

arctg

z2
1 − z2

2 + bz2 sinα− sin
2 α

z1(2z2 − b sinα)

= C3 = const . (4.63)
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Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (4.1) при условии (4.19) имеет пять инвари-

антных соотношений: аналитическая неинтегрируемая связь ви-

да (4.7), циклический первый интеграл вида (4.5), (4.6), первый

интеграл вида (4.32), а также первый интеграл, выраженный

соотношениями (4.46)–(4.53), который является трансцендент-

ной функцией фазовых переменных (также в смысле комплекс-

ного анализа) и выражен через конечную комбинацию элемен-

тарных функций, и, наконец, трансцендентный первый интеграл

вида (4.63).

Теорема 4.1. Система (4.1) при условиях (4.7), (4.5), (4.6),
(4.19) обладает пятью инвариантными соотношениями (пол-
ным набором), три из которых являются трансцендентными
функциями с точки зрения комплексного анализа. При этом все
соотношения выражаются через конечную комбинацию элемен-
тарных функций.

2.3. Топологические аналогии. Рассмотрим следующую
систему уравнений третьего порядка:

¨ξ + b∗ ˙ξ cos ξ + sin ξ cos ξ − η̇2
1

sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + b∗η̇1 cos ξ +
˙ξη̇1

1 + cos
2 ξ

cos ξ sin ξ
= 0, b∗ > 0,

(4.64)

описывающую закрепленный сферический маятник, помещен-

ный в поток набегающей среды при отсутствии зависимости

момента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в

неконсервативном поле сил [112, 144, 167, 177, 192, 205, 207, 239,

242, 280, 320, 321, 323, 324, 342, 381, 382, 398, 399, 408, 414]. Во-

обще говоря, порядок такой системы должен быть равен 4, но

фазовая переменная η1 является циклической, что и приводит к

расслоению фазового пространства и понижению порядка.

Ее фазовым пространством является касательное расслоение

TS2{ ˙ξ, η̇1, ξ, η1} (4.65)

к двумерной сфере S2{ξ, η1}, при этом уравнение больших кру-

гов

η̇1 ≡ 0 (4.66)

задает семейство интегральных многообразий.
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Нетрудно убедиться, что система (4.64) эквивалентна дина-

мической системе с переменной диссипацией с нулевым средним

на касательном расслоении (4.65) к двумерной сфере. Более то-

го, справедлива следующая теорема.

Теорема 4.2. Система (4.1) при условиях (4.7), (4.5), (4.6),
(4.19) эквивалентна динамической системе (4.64).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, b = −b∗.
О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

§ 3. Случай зависимости момента неконсервативных
сил от угловой скорости

3.1. Введение зависимости от угловой скорости. Гла-
ва 4 посвящена динамике трехмерного твердого тела в трех-

мерном пространстве. Но, поскольку данный параграф посвя-

щен исследованию случая движения при наличии зависимости

момента действующих сил от угловой скорости, введем такую

зависимость с более общих позиций. К тому же, данная точка

зрения поможет нам вводить эту зависимость и для трехмер-

ных, и для многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N ) — координаты точки N приложе-

ния неконсервативной силы (воздействия среды) к двумерному

диску, Q = (Q1, Q2, Q3) — компоненты, не зависящие от угловой

скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N , x3N ) =

(xN , yN , zN ) от угловой скорости лишь линейным образом, по-

скольку само данное введение априори не очевидно [30, 31, 45,

46, 48, 81–90, 112, 113, 151, 186, 207, 209, 253, 254, 265, 278–280].

Возьмем следующую зависимость:

x = Q+R, (4.67)

где R = (R1, R2, R3) — вектор-функция, содержащая угловую

скорость. При этом зависимость функции R от угловой скорости
— гироскопическая:

R =





R1

R2

R3



 = −
1

v





0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0









h1

h2

h3



 . (4.68)

Здесь (h1, h2, h3) — некоторые положительные параметры (ср.

с [326, 334, 335, 349, 415]).
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Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N =

xN ≡ 0, то

x2N = yN = Q2 − h1
Ω3

v
,

x3N = zN = Q3 + h1
Ω2

v
.

(4.69)

3.2. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183]

Q2 = A sinα cosβ1, Q3 = A sinα sinβ1, A > 0, (4.70)

возьмем динамические функции s, yN и zN следующего вида:

s(α) = B cosα, B > 0,

yN

(

α, β1,
Ω

v

)

=A sinα cosβ1−h
Ω3

v
, h=h1 > 0, v 6=0,

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

=A sinα sinβ1+h
Ω2

v
, h=h1 > 0, v 6=0,

(4.71)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе присут-

ствует также еще и дополнительный демпфирующий (а в неко-

торых областях фазового пространства и разгоняющий) момент

неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момен-

та от угловой скорости). Причем h2 = h3 в силу динамической

симметрии тела.

Тогда, в силу неинтегрируемой связи (4.7), вне и только вне

многообразия (4.13) динамическая часть уравнений движения

(система (4.14)) примет вид аналитической системы

α̇ = −

(

1 +

σBh

I2

)

z2 +

σABv

I2
sinα,

ż2 =

ABv2

I2
sinα cosα−

(

1+

σBh

I2

)

z2
1

cosα

sinα
−
Bhv

I2
z2 cosα,

ż1 =

(

1 +

σBh

I2

)

z1z2
cosα

sinα
−
Bhv

I2
z1 cosα,

˙β1 =

(

1 +

σBh

I2

)

z1
cosα

sinα
.

(4.72)
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Вводя далее безразмерные переменные, параметры и диффе-

ренцирование следующим образом:

zk 7→ n0vzk, k = 1, 2, n2
0 =

AB

I2
,

b = σn0, H1 =

Bh

I2n0
, 〈·〉 = n0v〈

′〉,

(4.73)

приведем систему (4.72) к виду

α′
= − (1 + bH1) z2 + b sinα,

z′2 = sinα cosα− (1 + bH1) z
2
1

cosα

sinα
−H1z2 cosα, (4.74)

z′1 = (1 + bH1) z1z2
cosα

sinα
−H1z1 cosα,

β′1 = (1 + bH1) z1
cosα

sinα
. (4.75)

Видно, что в системе четвертого порядка (4.74), (4.75), ко-

торую, как будет показано далее, можно рассматривать на ка-

сательном расслоении TS2 к двумерной сфере S2
, образовалась

независимая система третьего порядка (4.74) на своем трехмер-

ном многообразии.

3.3. Полный список инвариантных соотношений.
Сначала сопоставим системе третьего порядка (4.74) неавтоном-

ную систему второго порядка

dz2
dα

=

sinα cosα− (1 + bH1)z
2
1 cosα/ sinα−H1z2 cosα

−(1 + bH1)z2 + b sinα
,

dz1
dα

=

(1 + bH1)z1z2 cosα/ sinα−H1z1 cosα

−(1 + bH1)z2 + b sinα
.

(4.76)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (4.76) в ал-

гебраическом виде

dz2
dτ

=

τ − (1 + bH1)z
2
1/τ −H1z2

−(1 + bH1)z2 + bτ
,

dz1
dτ

=

(1 + bH1)z1z2/τ −H1z1
−(1 + bH1)z2 + bτ

.

(4.77)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

zk = ukτ, k = 1, 2, (4.78)
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приводим систему (4.77) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − (1 + bH1)u
2
1 −H1u2

−(1 + bH1)u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

(1 + bH1)u1u2 −H1u1

−(1 + bH1)u2 + b
,

(4.79)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

(1 + bH1)(u
2
2 − u2

1) − (b+H1)u2 + 1

−(1 + bH1)u2 + b
,

τ
du1

dτ
=

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−(1 + bH1)u2 + b
.

(4.80)

Сопоставим системе второго порядка (4.80) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

1 − (1 + bH1)(u
2
1 − u2

2) − (b+H1)u2

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1
, (4.81)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

(1 + bH1)(u
2
2 + u2

1) − (b+H1)u2 + 1

u1

)

= 0. (4.82)

Следовательно, уравнение (4.81) имеет следующий первый

интеграл:

(1 + bH1)(u
2
2 + u2

1) − (b+H1)u2 + 1

u1
= C1 = const, (4.83)

который в прежних переменных имеет вид

(1 + bH1)(z
2
2 + z2

1)−(b+H1)z2 sinα+ sin
2 α

z1 sinα
=C1 =const . (4.84)

Замечание 4.3. Рассмотрим систему (4.74) с переменной

диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247, 264,

266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413, 426–430,

434, 435, 443], которая становится консервативной при b = H1:

α′
= −(1 + b2)z2 + b sinα,

z′2 = sinα cosα− (1 + b2)z2
1

cosα

sinα
− bz2 cosα,

z′1 = (1 + b2)z1z2
cosα

sinα
− bz1 cosα.

(4.85)
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Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

(1 + b2)(z2
2 + z2

1) − 2bz2 sinα+ sin
2 α = C∗

1 = const, (4.86)

z1 sinα = C∗
2 = const . (4.87)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (4.86), (4.87)

также является первым интегралом системы (4.85). Но при

b 6= H1 каждая из функций

(1 + bH1)(z
2
2 + z2

1) − (b+H1)z2 sinα+ sin
2 α (4.88)

и (4.87) по отдельности не является первым интегралом сис-

темы (4.74). Однако отношение функций (4.88), (4.87) является

первым интегралом системы (4.74) при любых b, H1.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интегра-

ла системы третьего порядка (4.74). Для этого сначала преоб-

разуем инвариантное соотношение (4.83) при u1 6= 0 следующим

образом:

(

u2 −
b+H1

2(1 + bH1)

)2

+

(

u1 −
C1

2(1 + bH1)

)2

=

=

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4

4(1 + bH1)
2

. (4.89)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4 > 0 (4.90)

и фазовое пространство системы (4.74) расслаивается на семей-

ство поверхностей, задаваемых равенством (4.89).

Таким образом, в силу соотношения (4.83), первое уравнение

системы (4.80) примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 + bH1)u
2
2 − 2(b+H1)u2 + 2 − C1U1(C1, u2)

b− (1 + bH1)u2
, (4.91)

где

U1(C1, u2) =

1

2(1 + bH1)
{C1 ± U2(C1, u2)},

U2(C1, u2) =

=

√

C2
1 − 4(1 + bH1)(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2

2),

(4.92)
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при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(4.90).

Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого ин-

теграла системы (4.74) примет вид

∫

dτ

τ
=

=

∫

(b− (1 + bH1)u2)du2

2(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2) −

C1{C1 ± U2(C1, u2)}

2(1 + bH1)

.

(4.93)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), оче-

видно, равна

ln | sinα|. (4.94)

Если

u2 −
b+H1

2(1 + bH1)
= w1, b21 = (b−H1)

2
+ C2

1 − 4, (4.95)

то правая часть равенства (4.93) примет вид

−
1

4

∫

d(b21 − 4(1 + bH1)w
2
1)

(b21 − 4(1 + bH1)w2
1) ± C1

√

b21 − 4(1 + bH1)w2
1

−

−(b−H1)(1+bH1)

∫

dw1

(b21−4(1+bH1)w2
1)±C1

√

b21−4(1+bH1)w2
1

=

= −
1

2

ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4(1 + bH1)w2
1

C1
± 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

±
b−H1

2

I1, (4.96)

где

I1 =

∫

dw3
√

b21−w
2
3(w3±C1)

, w3 =

√

b21−4(1+bH1)w2
1. (4.97)

При вычислении интеграла (4.97) возможны три случая.

I. |b−H1| > 2.

I1 = −
1

2

√

(b−H1)
2 − 4

×
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× ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)
2 − 4 +

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
±

C1
√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√

(b−H1)
2 − 4

×

× ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)
2 − 4 −

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
∓

C1
√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const .

(4.98)

II. |b−H1| < 2.

I1 =

1

√

4 − (b−H1)
2

arcsin

±C1w3 + b21
b1(w3 ± C1)

+ const . (4.99)

III. |b−H1| = 2.

I1 = ∓

√

b21 − w2
3

C1(w3 ± C1)
+ const . (4.100)

Возвращаясь к переменной

w1 =

z2
sinα

−
b+H1

2(1 + bH1)
, (4.101)

имеем окончательный вид для величины I1:

I. |b−H1| > 2.

I1 = −
1

2

√

(b−H1)
2 − 4

×

× ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)
2 − 4 ± 2(1 + bH1)w1

√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 ± C1

±
C1

√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√

(b−H1)
2 − 4

×

× ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)
2 − 4 ∓ 2(1 + bH1)w1

√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 ± C1

∓
C1

√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const .

(4.102)
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II. |b−H1| < 2.

I1 =

1

√

4 − (b−H1)
2

arcsin

±C1

√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 + b21

b1(
√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 ± C1)

+ const .

(4.103)

III. |b−H1| = 2.

I1 = ∓
2(1 + bH1)w1

C1(

√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 ± C1)

+ const . (4.104)

Таким образом, только что был найден дополнительный пер-

вый интеграл для системы третьего порядка (4.74) — представ-

лен полный набор первых интегралов, являющихся трансцен-

дентными функциями своих фазовых переменных.

Замечание 4.4. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (4.83).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный трансцендентному

первому интегралу из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(

sinα,
z2

sinα
,
z1

sinα

)

= C2 = const . (4.105)

Таким образом, для интегрирования системы четвертого по-

рядка (4.74), (4.75) уже найдены два независимых первых ин-

теграла. Для полной ее интегрируемости достаточно найти еще

один (дополнительный) первый интеграл, «привязывающий»

уравнение (4.75).

Поскольку

du1

dτ
=

u1(2(1 + bH1)u2 − (b+H1))

(b− (1 + bH1)u2)τ
,

dβ1

dτ
=

(1 + bH1)u1

(b− (1 + bH1)u2)τ
,

(4.106)

то

du1

dβ1
= 2u2 −

b+H1

1 + bH1
. (4.107)
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Очевидно, что при u1 6= 0 выполнено равенство

u2 =

1

2(1 + bH1)

(

(b+H1) ±

√

b21 − (2(1 + bH1)u1 − C1)
2
)

,

(4.108)

b21 = (b−H1)
2
+ C2

1 − 4,

тогда интегрирование квадратуры

β1 + const = ±(1 + bH1)

∫

du1
√

b21 − (2(1 + bH1)u1 − C1)
2

(4.109)

приведет к инвариантному соотношению

2(β1 + C3) = ± arcsin

2(1 + bH1)u1 − C1
√

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4

, C3 = const .

(4.110)

Другими словами, выполнено равенство

sin[2(β1 + C3)] = ±
2(1 + bH1)u1 − C1
√

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4

(4.111)

или, при переходе к старым переменным,

sin[2(β1 + C3)] = ±
2(1 + bH1)z1 − C1 sinα
√

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4 sinα
. (4.112)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариант-

ного соотношения, «привязывающего» уравнение (4.75), на по-

следнем равенстве можно остановиться, добавив к этому, что в

последнем выражении формально необходимо вместо C1 подста-

вить левую часть первого интеграла (4.83).

Но мы проведем некоторые преобразования, приводящие к

получению следующего явного вида дополнительного первого

интеграла (при этом используется равенство (4.83)):

tg
2
[2(β1 + C3)] =

=

((1 + bH1)u
2
1 − (1 + bH1)u

2
2 + (b+H1)u2 − 1)

2

u2
1(2(1 + bH1)u2 − (b+H1))

2
. (4.113)

Возвращаясь к старым координатам, получим дополнитель-

ное инвариантное соотношение в виде

tg
2
[2(β1 + C3)] =
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=

((1 + bH1)z
2
1 − (1 + bH1)z

2
2 + (b+H1)z2 sinα− sin

2 α)
2

z2
1(2(1 + bH1)z2 − (b+H1) sinα)

2

(4.114)

или, окончательно,

−β1 ±
1

2

×

×arctg

(1 + bH1)z
2
1 − (1 + bH1)z

2
2 + (b+H1)z2 sinα− sin

2 α

z1(2(1 + bH1)z2 − (b+H1) sinα)

=

= C3 = const . (4.115)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (4.1) при условии (4.71) имеет пять инвари-

антных соотношений: аналитическая неинтегрируемая связь ви-

да (4.7), циклический первый интеграл вида (4.5), (4.6), первый

интеграл вида (4.84), а также первый интеграл, выраженный

соотношениями (4.98)–(4.105), который является трансцендент-

ной функцией фазовых переменных (также в смысле комплекс-

ного анализа) и выражен через конечную комбинацию элемен-

тарных функций, и, наконец, трансцендентный первый интеграл

вида (4.115).

Теорема 4.3. Система (4.1) при условиях (4.7), (4.5), (4.6),
(4.71) обладает пятью инвариантными соотношениями (пол-
ным набором), три из которых являются трансцендентными
функциями с точки зрения комплексного анализа. При этом
все соотношения выражены через конечную комбинацию эле-
ментарных функций.

3.4. Топологические аналогии. Рассмотрим следующую
систему уравнений третьего порядка:

¨ξ + (b∗ −H∗
1 )

˙ξ cos ξ + sin ξ cos ξ − η̇2
1

sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + (b∗ −H∗
1 )η̇1 cos ξ +

˙ξη̇1
1 + cos

2 ξ

cos ξ sin ξ
= 0,

b∗ > 0, H∗
1 > 0,

(4.116)

описывающую закрепленный сферический маятник, помещен-

ный в поток набегающей среды при наличии зависимости мо-

мента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в не-

консервативном поле сил [112, 144, 167, 177, 192, 205, 207, 239,
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242, 280, 320, 321, 323, 324, 342, 381, 382, 398, 399, 408, 414]. Во-

обще говоря, порядок такой системы должен быть равен 4, но

фазовая переменная η1 является циклической, что и приводит к

расслоению фазового пространства и понижению порядка.

Ее фазовым пространством является касательное расслоение

TS2{ ˙ξ, η̇1, ξ, η1} (4.117)

к двумерной сфере S2{ξ, η1}, при этом уравнение больших кру-

гов

η̇1 ≡ 0 (4.118)

задает семейство интегральных многообразий.

Нетрудно убедиться, что система (4.116) эквивалентна дина-

мической системе с переменной диссипацией с нулевым средним

на касательном расслоении (4.117) к двумерной сфере. Более

того, справедлива следующая теорема.

Теорема 4.4. Система (4.1) при условиях (4.7), (4.5), (4.6),
(4.71) эквивалентна динамической системе (4.116).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, b = −b∗,
H1 = −H∗

1 .

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

Глава 5

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ ТВЕРДОГО
ТЕЛА В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. II

В этой главе систематизируются как некоторые опубликован-

ные ранее, так и полученные новые результаты по исследова-

нию уравнений движения осесимметричного трехмерного (3D-)

твердого тела, находящегося в некотором неконсервативном по-

ле сил. Его вид заимствован из динамики реальных твердых

тел, взаимодействующих с сопротивляющейся средой по зако-

нам струйного обтекания, при котором на тело действует не-

консервативная следящая сила и заставляет центр масс тела

двигаться прямолинейно и равномерно в течение всего времени
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движения, что означает наличие в системе неконсервативной па-

ры сил (см. также [1, 49, 51, 88, 111–113, 139, 146–149, 184, 185,

188, 195, 198, 216, 235, 262, 295, 375, 376, 396, 412, 436]).

Ранее в [146–149] автором уже была показана полная интег-

рируемость уравнений плоскопараллельного движения тела в

сопротивляющейся среде в условиях струйного обтекания, когда

у системы динамических уравнений существует первый интег-

рал, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций

комплексного переменного, имеющей существенно особые точ-

ки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все

взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части по-

верхности тела, которая имеет форму (одномерной) пластины.

Позднее [197, 200, 206, 208, 212–213, 222, 236, 245] плоская

задача была обобщена на пространственный (трехмерный) слу-

чай, при этом у системы динамических уравнений существует

полный набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже

предполагалось, что все взаимодействие среды с телом сосре-

доточено на той части поверхности тела, которая имеет форму

плоского (двумерного) диска.

В данной главе полученные новые результаты системати-

зируются и подаются в инвариантном виде. При этом вводит-

ся дополнительная зависимость момента неконсервативной силы

от угловой скорости. Данная зависимость в дальнейшем может

быть распространена и на случаи движения в пространствах

высшей размерности.

§ 1. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим пространственное движение однородного осесим-

метричного твердого тела с передним плоским торцом (дву-

мерным диском) в поле силы сопротивления в условиях ква-

зистационарности [26, 75, 86–90, 105, 111–113, 142–151, 153,

169, 170, 182, 183]. Если (v, α, β1) — сферические координа-

ты вектора скорости некоторой характерной точки D твердо-

го тела (D — центр диска, лежащий на оси симметрии тела),

Ω = {Ω1,Ω2,Ω3} — компоненты его угловой скорости в систе-

ме координат Dx1x2x3, связанной с телом, при этом ось сим-

метрии CD совпадает с осью Dx1 (C — центр масс), а оси

Dx2, Dx3 лежат в гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, m —

инерционно-массовые характеристики, то динамическая часть

уравнений движения тела (в том числе и в случае аналитичес-
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ких функций Чаплыгина [182, 183], см. далее), при котором ка-

сательные силы воздействия среды на диск отсутствуют, при-

мет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα+ Ω2v sinα sinβ1 − Ω3v sinα cosβ1 +

+σ(Ω
2
2 + Ω

2
3) =

Fx
m
,

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − ˙β1v sinα sinβ1 +

+Ω3v cosα− Ω1v sinα sinβ1 − σΩ1Ω2 − σ ˙
Ω3 = 0,

v̇ sinα sinβ1 + α̇v cosα sinβ1 +
˙β1v sinα cosβ1 +

+Ω1v sinα cosβ1 − Ω2v cosα− σΩ1Ω3 + σ ˙
Ω2 = 0,

˙
Ω1 = 0,

I2 ˙
Ω2 + (I1 − I2)Ω1Ω3 = −zN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

I2 ˙
Ω3 + (I2 − I1)Ω1Ω2 = yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)v2,

(5.1)

где

Fx = −S, S = s(α)v2, σ > 0, v > 0. (5.2)

Первые три уравнения (5.1) описывают движение центра

масс в трехмерном евклидовом пространстве E3 в проекциях

на систему координат Dx1x2x3. Вторые три уравнения (5.1) по-

лучены из теоремы об изменении кинетического момента тела

в осях Кенига.

Таким образом, фазовым пространством системы (5.1) шес-

того порядка является прямое произведение

R1 × S2 × so(3) (5.3)

трехмерного многообразия на алгебру Ли so(3).

Сразу же заметим, что система (5.1), в силу имеющейся ди-

намической симметрии

I2 = I3, (5.4)

обладает циклическим первым интегралом

Ω1 ≡ Ω
0
1 = const . (5.5)
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При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику сис-

темы на нулевом уровне:

Ω
0
1 = 0. (5.6)

Если же рассматривается более общая задача о движении те-

ла при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через

центр масс и обеспечивающей в течение всего времени движе-

ния выполнение равенства (VC — скорость центра масс, см.

также [146–149])

VC ≡ const, (5.7)

то в системе (5.1) вместо Fx должна стоять величина, тождест-
венно равная нулю, поскольку на тело будет действовать некон-

сервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0, σ = DC. (5.8)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей

силы T в виде

T = Tv(α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (5.9)

Случай (5.9) выбора величины T следящей силы является

частным случаем возможности отделения независимой подсис-

темы пятого порядка после некоторого преобразования системы

шестого порядка (5.1).

Действительно, пусть выполнено следующее условие на ве-

личину T :

T = Tv(α, β1,Ω) =

=

3
∑

i,j=0
i6j

τi,j

(

α, β1,
Ω

v

)

ΩiΩj = T1

(

α, β1,
Ω

v

)

v2, Ω0 = v. (5.10)

Введем для начала следующие квазискорости:

z1 = Ω2 cosβ1 + Ω3 sinβ1, z2 = −Ω2 sinβ1 + Ω3 cosβ1. (5.11)
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Систему (5.1) в случаях (5.5), (5.6) можно переписать в виде

v̇ + σ(z2
1 + z2

2) cosα−

−σ
v2

I2
s(α) sinα

[

yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1 + zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

=

=

T1

(

α, β1,
Ω

v

)

v2 − s(α)v2

m
cosα,

α̇v + z2v − σ(z2
1 + z2

2) sinα−

−σ
v2

I2
s(α) cosα

[

yN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1 + zN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

=

=

s(α)v2 − T1

(

α, β1,
Ω

v

)

v2

m
sinα,

˙
Ω3 =

v2

I2
yN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α),

˙
Ω2 = −

v2

I2
zN

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α),

˙β1 sinα− z1 cosα−

−
σv

I2
s(α)

[

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1 − yN

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1

]

= 0.

(5.12)

Если ввести далее новые безразмерные фазовые переменные

и дифференцирование по формулам

zk = n1vZk, k = 1, 2, 〈·〉 = n1v〈
′〉, n1 > 0, n1 = const, (5.13)

то система (5.12) приводится к следующему виду:

v′ = vΨ(α, β1, Z1, Z2), (5.14)

α′
= −Z2 + σn1(Z

2
1 + Z2

2 ) sinα+

+

σ

I2n1
s(α) cosα[yN (α, β1, n1Z) cosβ1 + zN (α, β1, n1Z) sinβ1] −

−
T1 (α, β1, n1Z) − s(α)

mn1
sinα, (5.15)
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Z ′
2 =

s(α)

I2n2
1

[1 − σn1Z2 sinα] ×

×[yN (α, β1, n1Z) cosβ1 + zN (α, β1, n1Z) sinβ1] −

−Z2
1

cosα

sinα
+ σn1Z2(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα−

−
σ

I2n1
Z1
s(α)

sinα
[zN (α, β1, n1Z) cosβ1 − yN (α, β1, n1Z) sinβ1] −

−Z2
T1(α, β1, n1Z) − s(α)

mn1
cosα, (5.16)

Z ′
1 =

1

I2n2
1

s(α)

sinα
[σn1Z2 sinα− 1] ×

×[zN (α, β1, n1Z) cosβ1 − yN (α, β1, n1Z) sinβ1] +

+Z1Z2
cosα

sinα
+ σn1Z1(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα−

−
σ

I2n1
Z1s(α) sinα[zN (α, β1, n1Z) sinβ1 + yN (α, β1, n1Z) cosβ1] −

−Z1
T1(α, β1, n1Z) − s(α)

mn1
cosα, (5.17)

β′1 = Z1
cosα

sinα
+

+

σ

I2n1

s(α)

sinα
[zN (α, β1, n1Z) cosβ1 − yN (α, β1, n1Z) sinβ1], (5.18)

Ψ(α, β1, Z1, Z2) = −σn1(Z
2
1 + Z2

2 ) cosα+

+

σ

I2n1
s(α) sinα[yN (α, β1, n1Z) cosβ1 + zN (α, β1, n1Z) sinβ1] +

+

T1(α, β1, n1Z) − s(α)

mn1
cosα.

Видно, что в системе пятого порядка (5.14)–(5.18) может

быть выделена независимая подсистема четвертого порядка

(5.15)–(5.18), которая может быть самостоятельно рассмотрена

на своем четырехмерном фазовом пространстве.

В частности, при выполнении условия (5.9) только что рас-

смотренный прием выделения независимой подсистемы четвер-

того порядка также возможен.
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§ 2. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

2.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183], возьмем динамические функ-

ции s, yN и zN следующего вида:

s(α) = B cosα, yN

(

α, β1,
Ω

v

)

= y0(α, β1) = A sinα cosβ1,

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

= z0(α, β1) = A sinα sinβ1, A,B > 0, v 6= 0,

(5.19)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе отсут-

ствует зависимость момента неконсервативных сил от угловой

скорости (имеется лишь зависимость от углов α, β1).

Тогда, в силу условий (5.7), (5.19) преобразованная динами-

ческая часть уравнений движения (система (5.14)–(5.18)) при-

нимает вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, Z1, Z2), (5.20)

α′
= −Z2 + b(Z2

1 + Z2
2 ) sinα+ b sinα cos

2 α,

Z ′
2 = sinα cosα− Z2

1

cosα

sinα
+

+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα, (5.21)

Z ′
1 = Z1Z2

cosα

sinα
+ bZ1(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα,

β′1 = Z1
cosα

sinα
, (5.22)

Ψ(α, β1, Z1, Z2) = −b(Z2
1 + Z2

2 ) cosα+ b sin
2 α cosα,

где, как и выше, безразмерный параметр b и постоянную n1

выбираем следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

I2
, n1 = n0. (5.23)

Следовательно, система (5.20)–(5.22) может быть рассмотре-

на на своем фазовом пятимерном многообразии

W1 = R1
+{v} × TS2{Z1, Z2, 0 < α < π, 0 6 β1 < 2π}, (5.24)
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т.е. на прямом произведении числового луча на касательное рас-

слоение к двумерной сфере S2{0 < α < π, 0 6 β1 < 2π}.

2.2. Полный список первых интегралов. От системы
(5.20)–(5.22) отделилась независимая система четвертого поряд-

ка (5.21), (5.22).

Заметим, что, в силу (5.7), значение скорости центра масс

является первым интегралом системы (5.1), а именно, функция

фазовых переменных

Ψ0(v, α, β1, z1, z2) = v2
+ σ2

(z2
1 + z2

2) − 2σz2v sinα = V 2
C (5.25)

постоянна на ее фазовых траекториях (при этом величины z1,
z2 выбираются как в (5.11)).

В силу невырожденной замены независимого переменного

(при v 6= 0), у системы (5.20)–(5.22) также существует анали-

тический интеграл, а именно, функция фазовых переменных

Ψ1(v, α, β1, Z1, Z2) =

= v2
(1 + b2(Z2

1 + Z2
2 ) − 2bZ2 sinα) = V 2

C (5.26)

постоянна на ее фазовых траекториях.

Равенство (5.26) позволяет, не решая системы (5.20)–(5.22),

найти зависимость скорости характерной точки твердого тела

(центра D диска) от других фазовых переменных, а именно, при

VC 6= 0 выполнено равенство

v2
=

V 2
C

1 + b2(Z2
1 + Z2

2 ) − 2bZ2 sinα
. (5.27)

Поскольку фазовое пространство (5.24) системы (5.20)–(5.22)

пятимерно, а в нем существуют асимптотические предельные

множества, то равенство (5.26) задает единственный аналити-

ческий (даже непрерывный) первый интеграл системы (5.20)–

(5.22) во всем фазовом пространстве (ср. с [22, 23, 42, 77, 96,

98, 127, 135–138, 165, 176, 217]).

Разберем подробнее вопрос существования других (дополни-

тельных) первых интегралов системы (5.20)–(5.22). Ее фазовое

пространство расслаивается на поверхности

{(v, α, β1, Z1, Z2) ∈W1 : VC = const}, (5.28)

динамика на которых определяется с помощью первых интегра-

лов системы (5.21), (5.22).
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Сначала сопоставим независимой подсистеме третьего поряд-

ка (5.21) неавтономную систему второго порядка

dZ2

dα
=

sinα cosα+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα−Z2

1

cosα

sinα
−Z2 + b(Z2

1 + Z2
2 ) sinα+ b sinα cos

2 α
,

dZ1

dα
=

bZ1(Z
2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα+ Z1Z2

cosα

sinα
−Z2 + b(Z2

1 + Z2
2 ) sinα+ b sinα cos

2 α
.

(5.29)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (5.29) в ал-

гебраическом виде

dZ2

dτ
=

τ + bZ2(Z
2
1 + Z2

2 ) − bZ2τ
2 − Z2

1/τ

−Z2 + bτ(1 − τ2
) + bτ(Z2

1 + Z2
2 )

,

dZ1

dτ
=

bZ1(Z
2
1 + Z2

2 ) − bZ1τ
2
+ Z1Z2/τ

−Z2 + bτ(1 − τ2
) + bτ(Z2

1 + Z2
2 )

.

(5.30)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

Zk = ukτ, k = 1, 2, (5.31)

приводим систему (5.30) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − bu2τ
2
+ bu2(u

2
1 + u2

2)τ
2 − u2

1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

)

,

τ
du1

dτ
+ u1 =

bu1(u
2
1 + u2

2)τ
2 − bu1τ

2
+ u1u2

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

)

,

(5.32)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

)

,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

)

.

(5.33)

Сопоставим системе второго порядка (5.33) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − bu1
, (5.34)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1

)

= 0. (5.35)
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Следовательно, уравнение (5.34) имеет следующий первый

интеграл:

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1
= C1 = const, (5.36)

который в прежних переменных имеет вид

Z2
2 + Z2

1 − bZ2 sinα+ sin
2 α

Z1 sinα
= C1 = const . (5.37)

Замечание 5.1. Рассмотрим систему (5.21) с переменной

диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247, 264,

266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413, 426–430,

434, 435, 443], которая становится консервативной при b = 0:

α′
= −Z2,

Z ′
2 = sinα cosα− Z2

1

cosα

sinα
,

Z ′
1 = Z1Z2

cosα

sinα
.

(5.38)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

Z2
2 + Z2

1 + sin
2 α = C∗

1 = const, (5.39)

Z1 sinα = C∗
2 = const . (5.40)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (5.39), (5.40)

также является первым интегралом системы (5.38). Но при

b 6= 0 каждая из функций

Z2
2 + Z2

1 − bZ2 sinα+ sin
2 α (5.41)

и (5.40) по отдельности не является первым интегралом сис-

темы (5.21). Однако отношение функций (5.41), (5.40) является

первым интегралом системы (5.21) при любом b.
Далее, найдем дополнительный первый интеграл системы

третьего порядка (5.21). Для этого преобразуем сначала инва-

риантное соотношение (5.36) при u1 6= 0 следующим образом:

(

u2 −
b

2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=

b2 + C2
1

4

− 1. (5.42)
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Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4 > 0 (5.43)

и фазовое пространство системы (5.21) расслаивается на семей-

ство поверхностей, задаваемых равенством (5.42).

Таким образом, в силу соотношения (5.36), первое уравнение

системы (5.33) примет вид

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)

−u2 + b(1 − τ2
) + bτ2

(U2
1 (C1, u2) + u2

2)
, (5.44)

где

U1(C1, u2) =

1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4(u2

2 − bu2 + 1)

}

(5.45)

(при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(5.43)), или вид уравнения Бернулли:

dτ

du2
=

(b− u2)τ − bτ3
(1 − U2

1 (C1, u2) − u2
2)

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
. (5.46)

Уравнение (5.46) (при помощи (5.45)) легко приводится к ли-

нейному неоднородному уравнению:

dp

du2
=

2(u2 − b)p+ 2b(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2)

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
, p =

1

τ2
. (5.47)

Последний факт означает, что может быть найден еще один

трансцендентный первый интеграл в явном виде (т.е. через ко-

нечную комбинацию квадратур). При этом общее решение урав-

нения (5.47) зависит от произвольной постоянной C2. Полные

выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь

для примера, что общее решение линейного однородного урав-

нения, полученного из (5.47), даже в частном случае b = C1 = 2

имеет следующее решение:

p = p0(u2) =

+C[

√

1 − (u2 − 1)
2 ± 1] exp





√

√

√

√

1 ∓
√

1 − (u2 − 1)
2

1 ±
√

1 − (u2 − 1)
2



 , C = const .

(5.48)
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Замечание 5.2. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (5.36).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный трансцендентному

первому интегралу из плоской динамики):

K1

(

sinα,Z2, Z1,
Z2

sinα
,
Z1

sinα

)

= C2 = const . (5.49)

Таким образом, для интегрирования системы четвертого по-

рядка (5.21), (5.22) уже найдены два независимых первых ин-

теграла. Для полной ее интегрируемости достаточно найти еще

один (дополнительный) первый интеграл, «привязывающий»

уравнение (5.22).

Поскольку

dβ1

dτ
=

u1

−u2τ + bτ3
(u2

1 + u2
2) + bτ(1 − τ2

)

, (5.50)

du1

dτ
=

u1(2u2 − b)

−u2τ + bτ3
(u2

1 + u2
2) + bτ(1 − τ2

)

, (5.51)

то

du1

dβ1
= 2u2 − b. (5.52)

Очевидно, что при u1 6= 0 выполнено равенство

u2 =

1

2

(

b±

√

√

√

√b21 − 4

(

u1 −
C1

2

)2
)

, b21 = b2 + C2
1 − 4, (5.53)

следовательно, интегрирование следующей квадратуры:

β1 + const = ±

∫

du1
√

b21 − 4

(

u1 −
C1

2

)2
(5.54)

приведет к инвариантному соотношению

2(β1 + C3) = ± arcsin

2u1 − C1
√

b2 + C2
1 − 4

, C3 = const . (5.55)
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Другими словами, выполнено равенство

sin[2(β1 + C3)] = ±
2u1 − C1

√

b2 + C2
1 − 4

(5.56)

или, при переходе к старым переменным,

sin[2(β1 + C3)] = ±
2Z1 − C1 sinα

√

b2 + C2
1 − 4 sinα

. (5.57)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариант-

ного соотношения, «привязывающего» уравнение (5.22), на по-

следнем равенстве можно остановиться, добавив к этому, что в

последнем выражении формально необходимо вместо C1 подста-

вить левую часть первого интеграла (5.37).

Но мы проведем некоторые преобразования, приводящие к

получению следующего явного вида дополнительного первого

интеграла (при этом используется равенство (5.36)):

tg
2
[2(β1 + C3)] =

(u2
1 − u2

2 + bu2 − 1)
2

u2
1(4u

2
2 − 4bu2 + b2)

. (5.58)

Возвращаясь к старым координатам, получим дополнитель-

ное инвариантное соотношение в виде

tg
2
[2(β1 + C3)] =

(Z2
1 − Z2

2 + bZ2 sinα− sin
2 α)

2

Z2
1 (4Z2

2 − 4bZ2 sinα+ b2 sin
2 α)

(5.59)

или, окончательно,

−β1 ±
1

2

arctg

Z2
1 − Z2

2 + bZ2 sinα− sin
2 α

Z1(2Z2 − b sinα)

= C3 = const . (5.60)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (5.1) при условии (5.19) имеет пять инвари-

антных соотношений: аналитическая неинтегрируемая связь ви-

да (5.7), циклический первый интеграл вида (5.5), (5.6), первый

интеграл вида (5.37), а также первый интеграл, выраженный

соотношением (5.47) ((5.49)), который является трансцендент-

ной функцией фазовых переменных (также в смысле комплекс-

ного анализа), и, наконец, трансцендентный первый интеграл

вида (5.60).

Теорема 5.1. Система (5.1) при условиях (5.7), (5.5), (5.6),
(5.19) обладает пятью инвариантными соотношениями (пол-
ным набором), три из которых являются трансцендентными
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функциями с точки зрения комплексного анализа. При этом,
по крайней мере, четыре из пяти соотношений выражаются
через конечную комбинацию элементарных функций.

2.3. Топологические аналогии. Покажем, что существу-

ет еще одна механическая и топологическая аналогия.

Теорема 5.2. Первый интеграл (5.37) системы (5.1) при

условиях (5.7), (5.5), (5.6), (5.19) постоянен на фазовых тра-
екториях системы (4.22), (4.23).

Доказательство. Действительно, первый интеграл (5.37)

может быть получен заменой координат через соотношение

(5.36), а первый интеграл (4.32) может быть получен заменой

координат через соотношение (4.31). Но соотношения (5.36) и

(4.31) совпадают. Теорема доказана. �

Таким образом, мы имеем следующие топологичекие и ме-

ханические аналогии в том смысле, в котором они объяснены

выше.

1) Движение свободного твердого тела в неконсервативном

поле сил со следящей силой (при наличии неинтегрируемой свя-

зи).

2) Движение закрепленного физического маятника в потоке

набегающей среды (неконсервативное поле сил).

3) Вращение твердого тела вокруг центра масс, движущегося

прямолинейно и равномерно и находящегося в неконсервативном

поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

§ 3. Случай зависимости момента неконсервативных
сил от угловой скорости

3.1. Введение зависимости от угловой скорости и
приведенная система. Глава 5 продолжает изучать динами-

ку трехмерного твердого тела в трехмерном пространстве. Дан-

ный параграф (подобно аналогичному параграфу предыдущей

главы) посвящен исследованию случая движения при наличии

зависимости момента действующих сил от угловой скорости.

Поэтому введем такую же зависимость аналогичным образом.
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Напомним также, что данная точка зрения поможет нам вво-

дить эту зависимость и для трехмерных, и для многомерных

тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N ) — координаты точки N воздейст-

вия неконсервативной силы (воздействия среды) на двумерный

диск, Q = (Q1, Q2, Q3) — компоненты, не зависящие от угловой

скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N , x3N ) =

(xN , yN , zN ) от угловой скорости лишь линейным образом, по-

скольку само данное введение априори не очевидно [30, 31, 45,

46, 48, 81–90, 112, 113, 151, 186, 207, 209, 253, 254, 265, 278–280].

Возьмем следующую зависимость:

x = Q+R, (5.61)

где R = (R1, R2, R3) — вектор-функция, содержащая угловую

скорость. При этом зависимость функции R от угловой скорости
— гироскопическая (см. также предыдущую главу):

R =





R1

R2

R3



 = −
1

v





0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0









h1

h2

h3



 . (5.62)

Здесь (h1, h2, h3) — по-прежнему некоторые положительные па-

раметры (ср. с [326, 334, 335, 349, 415]).

Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N =

xN ≡ 0, то

x2N = yN = Q2 − h1
Ω3

v
, x3N = zN = Q3 + h1

Ω2

v
. (5.63)

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [182,

183]

Q2 = A sinα cosβ1, Q3 = A sinα sinβ1, A > 0, (5.64)

возьмем динамические функции s, yN и zN следующего вида:

s(α) = B cosα, B > 0,

yN

(

α, β1,
Ω

v

)

=A sinα cosβ1 − h
Ω3

v
, h=h1 > 0, v 6=0,

zN

(

α, β1,
Ω

v

)

=A sinα sinβ1 + h
Ω2

v
, h=h1 > 0, v 6=0,

(5.65)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе присут-

ствует также еще и дополнительный демпфирующий (а в неко-

торых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
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неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момен-

та от угловой скорости). Причем h2 = h3 в силу динамической

симметрии тела.

Тогда, в силу условий (5.7), (5.65), преобразованная динами-

ческая часть уравнений движения (система (5.14)–(5.18)) при-

мет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, Z1, Z2), (5.66)

α′
= −Z2 + b(Z2

1 + Z2
2 ) sinα+ b sinα cos

2 α− bH1Z2 cos
2 α,

Z ′
2 = sinα cosα− (1 + bH1)Z

2
1

cosα

sinα
+ bZ2(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα−

−bZ2 sin
2 α cosα+ bH1Z

2
2 sinα cosα−H1Z2 cosα, (5.67)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z2

cosα

sinα
+ bZ1(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα−

−bZ1 sin
2 α cosα+ bH1Z1Z2 sinα cosα−H1Z1 cosα,

β′1 = (1 + bH1)Z1
cosα

sinα
, (5.68)

Ψ(α, β1, Z1, Z2) =

= −b(Z2
1 + Z2

2 ) cosα+ b sin
2 α cosα− bH1Z2 sinα cosα,

здесь, как и выше, безразмерные параметры b, H1 и постоянную

n1 выбираем следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

I2
, H1 =

Bh

I2n0
, n1 = n0. (5.69)

Видно, что в системе пятого порядка (5.66)–(5.68) выдели-

лась независимая подсистема четвертого порядка (5.67), (5.68),

которую, как будет показано далее, можно рассматривать на

касательном расслоении TS2 к двумерной сфере S2
. При этом

образовалась независимая система третьего порядка (5.67) на

своем трехмерном многообразии.

3.2. Полный список первых интегралов. От системы
(5.66)–(5.68) отделилась независимая система четвертого поряд-

ка (5.67), (5.68).

Заметим, что, в силу (5.7), значение скорости центра масс

является первым интегралом системы (5.1), а именно, функция
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фазовых переменных (5.25) постоянна на ее фазовых траектори-

ях (при этом величины z1, z2 выбираются из (5.11)).

В силу невырожденной замены независимого переменного

(при v 6= 0), у системы (5.66)–(5.68) также существует анали-

тический интеграл, а именно, функция фазовых переменных

Ψ1(v, α, β1, Z1, Z2) =

= v2
(1 + b2(Z2

1 + Z2
2 ) − 2bZ2 sinα) = V 2

C (5.70)

постоянна на ее фазовых траекториях.

Равенство (5.70) позволяет, не решая системы (5.66)–(5.68),

найти зависимость скорости характерной точки твердого тела

(центра D диска) от других фазовых переменных, и следова-

тельно, при VC 6= 0 выполнено равенство (5.27).

Поскольку фазовое пространство системы (5.66)–(5.68) пяти-

мерно, а в нем существуют асимптотические предельные мно-

жества, то равенство (5.70) определяет единственный аналити-

ческий (даже непрерывный) первый интеграл системы (5.66)–

(5.68) во всем фазовом пространстве (ср. с [22, 23, 42, 77, 96,

98, 127, 135–138, 165, 176, 217]).

Разберем подробнее вопрос существования других (дополни-

тельных) первых интегралов системы (5.66)–(5.68). Ее фазовое

пространство расслаивается на поверхности (5.28), динамика на

которых определяется с помощью первых интегралов системы

(5.67), (5.68).

Сначала сопоставим независимой подсистеме третьего поряд-

ка (5.67) неавтономную систему второго порядка

dZ2

dα
=

=

R2(α,Z1, Z2)

−Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 ) sinα+ b sinα cos
2 α− bH1Z2 cos

2 α
,

dZ1

dα
=

=

R1(α,Z1, Z2)

−Z2 + b(Z2
1 + Z2

2 ) sinα+ b sinα cos
2 α− bH1Z2 cos

2 α
,

(5.71)

R2(α,Z1, Z2) = sinα cosα+ bZ2(Z
2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα−
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−(1 + bH1)Z
2
1

cosα

sinα
+ bH1Z

2
2 sinα cosα−H1Z2 cosα,

R1(α,Z1, Z2) = bZ1(Z
2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα+

+(1 + bH1)Z1Z2
cosα

sinα
+ bH1Z1Z2 sinα cosα−H1Z1 cosα.

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (5.71) в ал-

гебраическом виде:

dZ2

dτ
=

=

τ + bZ2(Z
2
1 + Z2

2 ) − bZ2τ
2 − (1 + bH1)Z

2
1/τ + bH1Z

2
2τ −H1Z2

−Z2 + bτ(1 − τ2
) + bτ(Z2

1 + Z2
2 ) − bH1Z2(1 − τ2

)

,

dZ1

dτ
=

=

bZ1(Z
2
1 + Z2

2 ) − bZ1τ
2
+ (1 + bH1)Z1Z2/τ + bH1Z1Z2τ −H1Z1

−Z2 + bτ(1 − τ2
) + bτ(Z2

1 + Z2
2 ) − bH1Z2(1 − τ2

)

.

(5.72)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

Zk = ukτ, k = 1, 2, (5.73)

приводим систему (5.72) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

=

1 − bu2τ
2
+ bu2(u

2
1 + u2

2)τ
2 − (1 + bH1)u

2
1 −H1u2 + bH1u

2
2τ

2

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

) − bH1u2(1 − τ2
)

,

τ
du1

dτ
+ u1 =

=

bu1(u
2
1 + u2

2)τ
2 − bu1τ

2
+ (1 + bH1)u1u2 −H1u1 + bH1u1u2

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

) − bH1u2(1 − τ2
)

,

(5.74)
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что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)u

2
1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

) − bH1u2(1 − τ2
)

,

τ
du1

dτ
=

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

) − bH1u2(1 − τ2
)

.

(5.75)

Сопоставим системе второго порядка (5.75) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)u

2
1

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1
, (5.76)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

(1 + bH1)u
2
2 + (1 + bH1)u

2
1 − (b+H1)u2 + 1

u1

)

= 0. (5.77)

Следовательно, уравнение (5.76) имеет следующий первый

интеграл:

(1 + bH1)u
2
2 + (1 + bH1)u

2
1 − (b+H1)u2 + 1

u1
= C1 = const, (5.78)

который в прежних переменных имеет вид

(1 + bH1)Z
2
2 + (1 + bH1)Z

2
1 − (b+H1)Z2 sinα+ sin

2 α

Z1 sinα
=

= C1 = const . (5.79)

Замечание 5.3. Рассмотрим систему (5.67) с переменной

диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247, 264,

266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413, 426–430,

434, 435, 443], которая становится консервативной при b = H1:

α′
= −Z2 + b(Z2

1 + Z2
2 ) sinα+ b sinα cos

2 α− b2Z2 cos
2 α,

Z ′
2 = sinα cosα− (1 + b2)Z2

1

cosα

sinα
+ bZ2(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα−

−bZ2 sin
2 α cosα+ b2Z2

2 sinα cosα− bZ2 cosα, (5.80)

Z ′
1 = (1 + b2)Z1Z2

cosα

sinα
+ bZ1(Z

2
1 + Z2

2 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα+

+b2Z1Z2 sinα cosα− bZ1 cosα.
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Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

(1 + b2)(Z2
2 + Z2

1 ) − 2bZ2 sinα+ sin
2 α = C∗

1 = const, (5.81)

Z1 sinα = C∗
2 = const . (5.82)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (5.81), (5.82)

также является первым интегралом системы (5.3). Но при

b 6= H1 каждая из функций

(1 + bH1)(Z
2
2 + Z2

1 ) − (b+H1)Z2 sinα+ sin
2 α (5.83)

и (5.82) по отдельности не является первым интегралом сис-

темы (5.67). Однако отношение функций (5.83), (5.82) является

первым интегралом системы (5.67) при любых b, H1.

Далее, найдем дополнительный первый интеграл системы

третьего порядка (5.67). Для этого сначала преобразуем инва-

риантное соотношение (5.78) при u1 6= 0 следующим образом:

(

u2 −
b+H1

2(1 + bH1)

)2

+

(

u1 −
C1

2(1 + bH1)

)2

=

=

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4

4(1 + bH1)
2

. (5.84)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4 > 0 (5.85)

и фазовое пространство системы (5.67) расслаивается на семей-

ство поверхностей, задаваемых равенством (5.84).

Таким образом, в силу соотношения (5.78), первое уравнение

системы (5.75) примет вид

τ
du2

dτ
=

=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)U

2
1 (C1, u2)

−u2 + b(1 − τ2
) + bτ2

(U2
1 (C1, u2) + u2

2) − bH1u2(1 − τ2
)

, (5.86)

где

U1(C1, u2) =

=

1

2

{

C1±
√

C2
1−4(1 + bH1)(1−(b+H1)u2+(1 + bH1)u2

2)

}

, (5.87)
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и постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (5.85),

или вид уравнения Бернулли:

dτ

du2
=

=

(b− (1 + bH1)u2)τ − bτ3
(1 − U2

1 (C1, u2) − u2
2 −H1u2)

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)U2

1 (C1, u2)
. (5.88)

Уравнение (5.88) (при помощи (5.87)) легко приводится к ли-

нейному неоднородному уравнению:

dp

du2
=

=

2((1 + bH1)u2 − b)p+ 2b(1 −H1u2 − u2
2 − U2

1 (C1, u2))

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)U2

1 (C1, u2)
, (5.89)

p =

1

τ2
.

Последний факт означает, что может быть найден еще один

трансцендентный первый интеграл в явном виде (т.е. через ко-

нечную комбинацию квадратур). При этом общее решение урав-

нения (5.89) зависит от произвольной постоянной C2. Полные

выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь

для примера, что общее решение линейного однородного урав-

нения, полученного из (5.89), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =

1 −A4
1

1 +A4
1

, A1 =

1

2

(b+H1)

имеет следующее решение:

p = p0(u2) =

= C[1 −A1u2]
2/(1+A4

1
)

∣

∣

∣

∣

∣

√

C2
1 − 4A2

1(1 −A1u2)
2 ± C1

√

C2
1 − 4A2

1(1 −A1u2)
2 ∓ C1

∣

∣

∣

∣

∣

±A4

1
/(1+A4

1
)

×

× exp

2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const . (5.90)

Замечание 5.4. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (5.78).
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Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный трансцендентному

первому интегралу из плоской динамики):

K1

(

sinα,Z2, Z1,
Z2

sinα
,
Z1

sinα

)

= C2 = const . (5.91)

Таким образом, для интегрирования системы четвертого по-

рядка (5.67), (5.68) уже найдены два независимых первых ин-

теграла. Для полной же ее интегрируемости достаточно най-

ти еще один (дополнительный) первый интеграл, «привязываю-

щий» уравнение (5.68).

Поскольку

dβ1

dτ
=

=

(1 + bH1)u1

−u2τ + bτ3
(u2

1 + u2
2) + bτ(1 − τ2

) − bH1τu2(1 − τ2
)

, (5.92)

du1

dτ
=

=

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−u2τ + bτ3
(u2

1 + u2
2) + bτ(1 − τ2

) − bH1τu2(1 − τ2
)

, (5.93)

то

du1

dβ1
= 2u2 −

b+H1

1 + bH1
. (5.94)

Очевидно, что при u1 6= 0 выполнено равенство

u2 =

1

2(1 + bH1)

(

(b+H1) ±
√

b21 − (2(1 + bH1)u1 − C1)
2
)

, (5.95)

b21 = (b−H1)
2
+ C2

1 − 4,

тогда интегрирование квадратуры

β1 + const = ±(1 + bH1)

∫

du1
√

b21 − (2(1 + bH1)u1 − C1)
2

(5.96)

приведет к инвариантному соотношению

2(β1 + C3) = ± arcsin

2(1 + bH1)u1 − C1
√

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4

, C3 = const . (5.97)
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Другими словами, выполнено равенство

sin[2(β1 + C3)] = ±
2(1 + bH1)u1 − C1
√

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4

(5.98)

или, при переходе к старым переменным,

sin[2(β1 + C3)] = ±
2(1 + bH1)Z1 − C1 sinα
√

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4 sinα
. (5.99)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариант-

ного соотношения, «привязывающего» уравнение (5.68), на по-

следнем равенстве можно остановиться, добавив к этому, что в

последнем выражении формально необходимо вместо C1 подста-

вить левую часть первого интеграла (5.78).

Но мы проведем некоторые преобразования, приводящие к

получению следующего явного вида дополнительного первого

интеграла (при этом используется равенство (5.78)):

tg
2
[2(β1 + C3)] =

=

((1 + bH1)u
2
1 − (1 + bH1)u

2
2 + (b+H1)u2 − 1)

2

u2
1(2(1 + bH1)u2 − (b+H1))

2
. (5.100)

Возвращаясь к старым координатам, получим дополнитель-

ное инвариантное соотношение в виде

tg
2
[2(β1 + C3)] =

=

((1 + bH1)Z
2
1 − (1 + bH1)Z

2
2 + (b+H1)Z2 sinα− sin

2 α)
2

Z2
1 (2(1 + bH1)Z2 − (b+H1) sinα)

2
,

(5.101)

или, окончательно,

−β1 ±
1

2

×

×arctg

(1 + bH1)Z
2
1 − (1 + bH1)Z

2
2 + (b+H1)Z2 sinα− sin

2 α

Z1(2(1 + bH1)Z2 − (b+H1) sinα)

=

= C3 = const. (5.102)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (5.1) при условии (5.65) имеет пять инвари-

антных соотношений: аналитическая неинтегрируемая связь ви-

да (5.7), циклический первый интеграл вида (5.5), (5.6), первый

интеграл вида (5.79), а также первый интеграл, выраженный
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соотношениями (5.89) ((5.91)), который является трансцендент-

ной функцией фазовых переменных (также в смысле комплекс-

ного анализа), и, наконец, трансцендентный первый интеграл

вида (5.102).

Теорема 5.3. Система (5.1) при условиях (5.7), (5.5), (5.6),
(5.65) обладает пятью инвариантными соотношениями (пол-
ным набором), три из которых являются трансцендентными
функциями с точки зрения комплексного анализа. При этом,
по крайней мере, четыре из пяти соотношений выражаются
через конечную комбинацию элементарных функций.

3.3. Топологические аналогии. Покажем, что существу-

ет еще одна механическая и топологическая аналогия.

Теорема 5.4. Первый интеграл (5.79) системы (5.1) при

условиях (5.7), (5.5), (5.6), (5.65) постоянен на фазовых тра-
екториях системы (4.74), (4.75).

Доказательство. Действительно, первый интеграл (5.79)

может быть получен заменой координат через соотношение

(5.78), а первый интеграл (4.84) может быть получен заменой

координат через соотношение (4.83). Но соотношения (5.78) и

(4.83) совпадают. Теорема доказана. �

Таким образом, мы имеем следующие топологичекие и ме-

ханические аналогии в том смысле, в котором они объяснены

выше.

1) Движение свободного твердого тела в неконсервативном

поле сил со следящей силой (при наличии неинтегрируемой свя-

зи).

2) Движение закрепленного физического маятника в потоке

набегающей среды (неконсервативное поле сил).

3) Вращение твердого тела вокруг центра масс, движущегося

прямолинейно и равномерно и находящегося в неконсервативном

поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

Глава 6
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СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ ТВЕРДОГО
ТЕЛА В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. I

В данной главе систематизируются как некоторые опублико-

ванные ранее, так и полученные новые результаты по исследо-

ванию уравнений движения осесимметричного четырехмерного

(4D-) твердого тела, находящегося в некотором неконсерватив-

ном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных твер-

дых тел меньшей размерности, взаимодействующих с сопротив-

ляющейся средой по законам струйного обтекания, при котором

на тело действует неконсервативная следящая сила и заставляет

величину скорости некоторой характерной точки твердого тела

оставаться постоянной в течение всего времени движения, что

означает наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи (см.

также [1, 49, 51, 88, 111–113, 139, 146–149, 186, 188, 195, 202,

241, 246, 350, 373, 374, 412]).

Ранее в [146–149] автором уже была показана полная интег-

рируемость уравнений плоскопараллельного движения тела в

сопротивляющейся среде в условиях струйного обтекания, когда

у системы динамических уравнений существует первый интег-

рал, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций

комплексного переменного, имеющей существенно особые точ-

ки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все

взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части по-

верхности тела, которая имеет форму (одномерной) пластины.

Позднее [197, 200, 206, 208, 212–213, 222, 236, 245] плоская

задача была обобщена на пространственный (трехмерный) слу-

чай, при этом у системы динамических уравнений существует

полный набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже

предполагалось, что все взаимодействие среды с телом сосре-

доточено на той части поверхности тела, которая имеет форму

плоского (двумерного) диска.

В данной главе полученные ранее и в настоящее время ре-

зультаты относятся к случаю, когда все взаимодействие среды

с телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая

имеет форму трехмерного диска, при этом силовое воздействие

сосредоточено в направлении, которое перпендикулярно данно-

му диску. Данные результаты систематизируются и подаются

в инвариантном виде. При этом вводится дополнительная зави-

симость момента неконсервативной силы от угловой скорости.
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Данная зависимость в дальнейшем может быть распространена

и на случаи движения в пространствах высшей размерности.

§ 1. Некоторые общие рассуждения

1.1. Два случая динамической симметрии четырех-
мерного тела. Пусть четырехмерное твердое тело Θ массы m
с гладкой трехмерной границей ∂Θ находится под воздействием

некоторого неконсервативного поля сил (а именно, это можно

интерпретировать как движение тела в сопротивляющейся сре-

де, заполняющей четырехмерную область евклидова простран-

ства E4
). Предположим, что оно является динамически симмет-

ричным, при этом имеются две логические возможности пред-

ставления его тензора инерции в случае наличия двух незави-

симых равенств главных моментов инерции: либо в некоторой

связанной с телом системе координат Dx1x2x3x4 оператор инер-

ции имеет вид

diag{I1, I2, I2, I2}, (6.1)

либо вид

diag{I1, I1, I3, I3}. (6.2)

В первом случае в гиперплоскости Dx2x3x4 тело динамичес-

ки симметрично, а во втором — двумерные плоскости Dx1x2

и Dx3x4 являются плоскостями динамической симметрии тела.

1.2. Динамика на so(4) и R4. Конфигурационным про-

странством свободного n-мерного твердого тела является пря-

мое произведение пространства Rn
(определяющего координаты

центра масс тела) на группу его вращений SO(n) (определяю-

щую вращение тела вокруг центра масс)

Rn × SO(n), (6.3)

которое имеет размерность

n+

n(n− 1)

2

=

n(n+ 1)

2

.

Соответственно, и динамическая часть уравнений движения

имеет такую же размерность, а размерность фазового простран-

ства равна

n(n+ 1).

В частности, если Ω — тензор угловой скорости четырехмер-

ного твердого тела (а он является терзором второго ранга [43,
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47, 53–56, 58–60, 64–66, 76, 77, 123, 171–176]), Ω ∈ so(4), то та

часть динамических уравнений движения, которая отвечает
алгебре Ли so(4), имеет следующий вид [174, 176, 180]:

˙
ΩΛ + Λ

˙
Ω + [Ω, ΩΛ + ΛΩ] = M, (6.4)

где

Λ = diag{λ1, λ2, λ3, λ4}, (6.5)

λ1 =

−I1 + I2 + I3 + I4
2

, λ2 =

I1 − I2 + I3 + I4
2

,

λ3 =

I1 + I2 − I3 + I4
2

, λ4 =

I1 + I2 + I3 − I4
2

,

M = MF — момент внешних сил F, действующих на тело в R4
,

спроектированный на естественные координаты в алгебре Ли

so(4), [·, ·] — коммутатор в so(4). Кососимметрическую матрицу

(соответствующую данному тензору второго ранга) Ω ∈ so(4)

будем представлять в виде









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0









, (6.6)

где ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6 — компоненты тензора угловой ско-

рости в проекциях на координаты в алгебре Ли so(4).

При этом, очевидно, выполнены следующие равенства:

λi − λj = Ij − Ii (6.7)

для любых i, j = 1, . . . , 4.

При вычислении момента внешней силы, действующей на те-

ло, необходимо построить отображение

R4 × R4 −→ so(4), (6.8)

переводящее пару векторов

(DN,F) ∈ R4 × R4
(6.9)

из R4 × R4 в некоторый элемент из алгебры Ли so(4), где

DN = {0, x2N , x3N , x4N}, F = {F1, F2, F3, F4}, (6.10)
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F — внешняя сила, действующая на тело. При этом строится

соответствующая вспомогательная матрица

(

0 x2N x3N x4N

F1 F2 F3 F4

)

. (6.11)

Тогда правая часть системы (6.4) примет вид

M = {x3NF4 − x4NF3, x4NF2 − x2NF4,−x4NF1, x2NF3 −

−x3NF2, x3NF1,−x2NF1}. (6.12)

Исследуемые в дальнейших главах динамические системы,

вообще говоря, неконсервативны и являются динамическими

системами с переменной диссипацией с нулевым средним [175,

176, 178, 179, 247, 264, 266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337,

344, 406, 413, 426–430, 434, 435, 443]. При этом нам потребуется

практически напрямую исследовать часть основного уравнения

динамики, а именно, в данном случае уравнение Ньютона. Здесь

оно предстает перед нами как уравнение движения центра масс

— та часть динамических уравнений движения, которая от-
вечает пространству R4

:

mwC = F, (6.13)

где wC — ускорение центра масс C тела, m — его масса, при

этом по многомерной формуле Ривальса (которую в данном слу-

чае несложно вывести операторным методом) справедливы сле-

дующие равенства:

wC = wD + Ω
2DC + EDC, wD = v̇D + ΩvD, E =

˙
Ω,
(6.14)

здесь wD — ускорение точки D, F — внешняя сила, действу-

ющая на тело (в нашем случае F = S), E — тензор углового

ускорения (тензор второго ранга).

Следовательно, система уравнений (6.4), (6.13) десятого по-

рядка на многообразии R4× so(4) определяет замкнутую систе-

му динамических уравнений движения свободного четырехмер-

ного твердого тела под действием внешней силы F, если данная

система отделяется от кинематической части уравнений движе-

ния на многообразии (6.3) и может быть исследована самостоя-

тельно.
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§ 2. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим движение однородного динамически симметрич-

ного (случай (6.1)) твердого тела с «передним торцом» (трех-

мерным диском, взаимодействующим со средой, заполняющей

четырехмерное пространство) в поле силы S сопротивления в

условиях квазистационарности [26, 75, 86–90, 105, 111–113, 142–

151, 153, 169, 170, 182, 183].

Пусть (v, α, β1, β2) — (обобщенные) сферические координаты

вектора скорости некоторой характерной точки D твердого тела

(D — центр трехмерного диска, лежащий на оси симметрии

тела),

Ω =









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0









— тензор угловой скорости тела, Dx1x2x3x4 — система коорди-

нат, связанная с телом, при этом ось симметрии CD совпадает

с осью Dx1 (C — центр масс), а оси Dx2, Dx3, Dx4 лежат в

гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, I4 = I2, m — инерционно-

массовые характеристики.

Сделаем следующие разложения в проекциях на оси системы

координат Dx1x2x3x4:

DC = {−σ, 0, 0, 0},

vD = {v cosα, v sinα cosβ1, v sinα sinβ1 cosβ2, v sinα sinβ1 sinβ2}.
(6.15)

При этом в случае (6.1) также будет справедливо разложение

для функции воздействия среды на четырехмерное тело:

S = {−S, 0, 0, 0}, (6.16)

т.е. в данном случае F = S.

Тогда та часть динамических уравнений движения тела (в

том числе и в случае аналитических функций Чаплыгина [182,

183], см. далее), которые описывают движение центра масс и со-

ответствуют пространству R4
, при котором касательные силы

воздействия среды на трехмерный диск отсутствуют, примет

вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− ω6v sinα cosβ1 + ω5v sinα sinβ1 cosβ2 −
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−ω3v sinα sinβ1 sinβ2 + σ(ω2
6 + ω2

5 + ω2
3) = −

S

m
, (6.17)

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − ˙β1v sinα sinβ1 +

+ω6v cosα− ω4v sinα sinβ1 cosβ2 + ω2v sinα sinβ1 sinβ2 −

−σ(ω4ω5 + ω2ω3) − σω̇6 = 0, (6.18)

v̇ sinα sinβ1 cosβ2 + α̇v cosα sinβ1 cosβ2 +
˙β1v sinα cosβ1 cosβ2 −

− ˙β2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω5v cosα+ ω4v sinα cosβ1 −

−ω1v sinα sinβ1 sinβ2 − σ(−ω1ω2 + ω4ω6) + σω̇5 = 0, (6.19)

v̇ sinα sinβ1 sinβ2 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 +
˙β1v sinα cosβ1 sinβ2 +

+
˙β2v sinα sinβ1 cosβ2 + ω3v cosα− ω2v sinα cosβ1 +

+ω1v sinα sinβ1 cosβ2 + σ(ω2ω6 + ω1ω5) − σω̇3 = 0, (6.20)

где

S = s(α)v2, σ = CD, v > 0. (6.21)

Далее, вспомогательная матрица (6.11) для вычисления мо-

мента силы сопротивления примет вид
(

0 x2N x3N x4N

−S 0 0 0

)

, (6.22)

тогда та часть динамических уравнений движения тела, кото-

рые описывают движение тела вокруг центра масс и соответ-

ствуют алгебре Ли so(4), примет вид:

(λ4 + λ3)ω̇1 + (λ3 − λ4)(ω3ω5 + ω2ω4) = 0, (6.23)

(λ2 + λ4)ω̇2 + (λ2 − λ4)(ω3ω6 − ω1ω4) = 0, (6.24)

(λ4 + λ1)ω̇3 + (λ4 − λ1)(ω2ω6 + ω1ω5) = x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

(6.25)

(λ3 + λ2)ω̇4 + (λ2 − λ3)(ω5ω6 + ω1ω2) = 0, (6.26)

(λ1 + λ3)ω̇5+(λ3 − λ1)(ω4ω6 − ω1ω3)=−x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2,

(6.27)
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(λ1 + λ2)ω̇6 + (λ1 − λ2)(ω4ω5 + ω2ω3) = x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2.

(6.28)

Таким образом, фазовым пространством системы (6.17)–

(6.20), (6.23)–(6.28) десятого порядка является прямое произве-

дение четырехмерного многообразия на алгебру Ли so(4):

R1 × S3 × so(4). (6.29)

Сразу же заметим, что система (6.17)–(6.20), (6.23)–(6.28), в

силу имеющейся динамической симметрии

I2 = I3 = I4, (6.30)

обладает циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 = const, ω2 ≡ ω0

2 = const, ω4 ≡ ω0
4 = const . (6.31)

В дальнейшем будем рассматривать динамику системы на

нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
4 = 0. (6.32)

Если рассматривается более общая задача о движении тела

при наличии некоторой следящей силы T, лежащей на прямой

CD = Dx1 и обеспечивающей в течение всего времени движения

выполнение равенства (см. также [146–149])

v ≡ const, (6.33)

то в системе (6.17)–(6.20), (6.23)–(6.28) вместо F1 будет стоять

величина

T − s(α)v2, σ = DC. (6.34)

В результате соответствующего выбора величины T следя-

щей силы можно формально добиться выполнения равенства

(6.33) в течение всего времени движения. Действительно, вы-

ражая величину T формально, в силу системы (6.17)–(6.20),

(6.23)–(6.28), получим при cosα 6= 0:

T = Tv(α, β1, β2,Ω) = mσ(ω2
3 + ω2

5 + ω2
6) +

+s(α)v2
[

1 −
mσ

2I2

sinα

cosα
Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)]

, (6.35)

где

Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ1 sinβ2 +
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+x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ1 cosβ2 + x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ1.

(6.36)

При получении равенства (6.35) используются условия

(6.31)–(6.33).

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций.

Во-первых, произошло преобразование системы при наличии в

системе следящей силы (управления), обеспечивающей рассмот-

рение интересующего нас класса движений (6.33). Во-вторых,

на это можно посмотреть как на процедуру, позволяющую по-

низить порядок системы. Действительно, система (6.17)–(6.20),

(6.23)–(6.28) в результате преобразований порождает независи-

мую систему шестого порядка следующего вида:

α̇v cosα cosβ1 − ˙β1v sinα sinβ1 + ω6v cosα− σω̇6 = 0, (6.37)

α̇v cosα sinβ1 cosβ2 +
˙β1v sinα cosβ1 cosβ2 −

− ˙β2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω5v cosα+ σω̇5 = 0, (6.38)

α̇v cosα sinβ1 sinβ2 +
˙β1v sinα cosβ1 sinβ2 +

+
˙β2v sinα sinβ1 cosβ2 + ω3v cosα− σω̇3 = 0, (6.39)

2I2ω̇3 = x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2, (6.40)

2I2ω̇5 = −x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2, (6.41)

2I2ω̇6 = x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2, (6.42)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добав-

ляется параметр v.
Система (6.37)–(6.42) эквивалентна следующей системе:

α̇v cosα+ v cosα[ω6 cosβ1 − ω5 sinβ1 cosβ2 + ω3 sinβ1 sinβ2] +

+σ[−ω̇6 cosβ1 + ω̇5 sinβ1 cosβ2 − ω̇3 sinβ1 sinβ2] = 0, (6.43)

˙β1v sinα− v cosα[ω5 cosβ1 cosβ2 + ω6 sinβ1 − ω3 cosβ1 sinβ2] +

+σ[ω̇5 cosβ1 cosβ2 + ω̇6 sinβ1 − ω̇3 cosβ1 sinβ2] = 0, (6.44)
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˙β2v sinα sinβ1 + v cosα[ω3 cosβ2 + ω5 sinβ2] +

+σ[−ω̇3 cosβ2 − ω̇5 sinβ2] = 0, (6.45)

ω̇3 =

v2

2I2
x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α), (6.46)

ω̇5 = −
v2

2I2
x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α), (6.47)

ω̇6 =

v2

2I2
x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α). (6.48)

Введем новые квазискорости в системе. Для этого преобразу-

ем величины ω3, ω5, ω6 посредством композиции двух поворотов:





z1
z2
z3



 = T1(−β1) ◦ T3(−β2)





ω3

ω5

ω6



 , (6.49)

где

T1(β1) =





1 0 0

0 cosβ1 − sinβ1

0 sinβ1 cosβ1



 ,

T3(β2) =





cosβ2 − sinβ2 0

sinβ2 cosβ2 0

0 0 1



 .

(6.50)

Таким образом, справедливы следующие соотношения:

z1 = ω3 cosβ2 + ω5 sinβ2,

z2 = −ω3 cosβ1 sinβ2 + ω5 cosβ1 cosβ2 + ω6 sinβ1,

z3 = ω3 sinβ1 sinβ2 − ω5 sinβ1 cosβ2 + ω6 cosβ1.

(6.51)

Как видно из (6.43)–(6.48), на многообразии

O1 =

=

{

(α, β1, β2, ω3, ω5, ω6) ∈ R6
: α =

π

2

k, β1 = πl, k, l ∈ Z

}

(6.52)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇,
˙β1,

˙β2.

Таким образом, формально, на многообразии (6.52) происходит

нарушение теоремы единственности. Более того, при k четном
и любом l неопределенность возникает по причине вырождения
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сферических координат (v, α, β1, β2), а при k нечетном происхо-
дит явное нарушение теоремы единственности, поскольку при

этом первое уравнение (6.43) вырождается.

Из этого следует, что система (6.43)–(6.48) вне и только вне

многообразия (6.52) эквивалентна системе

α̇ = −z3 +

σv

2I2

s(α)

cosα
Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, (6.53)

ż3 =

v2

2I2
s(α)Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

−

−(z2
1 + z2

2)
cosα

sinα
−
σv

2I2

s(α)

sinα
z2∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

+

+

σv

2I2

s(α)

sinα
z1Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, (6.54)

ż2 = −
v2

2I2
s(α)∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

+ z2z3
cosα

sinα
+

+z2
1

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

σv

2I2

s(α)

sinα
z3∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

−

−
σv

2I2

s(α)

sinα

cosβ1

sinβ1
z1Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, (6.55)

ż1 =

v2

2I2
s(α)Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

+ z1z3
cosα

sinα
−

−z1z2
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−
σv

2I2

s(α)

sinα
z3Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

+

+

σv

2I2

s(α)

sinα

cosβ1

sinβ1
z2Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, (6.56)

˙β1 = z2
cosα

sinα
+

σv

2I2

s(α)

sinα
∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, (6.57)

˙β2 = −z1
cosα

sinα sinβ1
+

σv

2I2

s(α)

sinα sinβ1
Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

, (6.58)
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где

∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ1 sinβ2 +

+x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ1 cosβ2 − x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ1,

(6.59)

Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ2 −

−x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ2, (6.60)

а функция Γv (α, β1, β2,Ω/v) представляется в виде (6.36).

Здесь и далее зависимость от групп переменных

(α, β1, β2,Ω/v)

понимается как сложная зависимость от

(α, β1, β2, z1/v, z2/v, z3/v)

в силу (6.51).

Нарушение теоремы единственности для системы (6.43)–

(6.48) на многообразии (6.52) при нечетном k происходит в

следующем смысле: почти через любую точку из многообразия

(6.52) при нечетном k проходит неособая фазовая траектория
системы (6.43)–(6.48), пересекая многообразие (6.52) под пря-

мым углом, а также существует фазовая траектория, полнос-

тью совпадающая во все моменты времени с указанной точкой.

Но физически это различные траектории, так как им отвечают

разные значения следящей силы. Покажем это.

Как показано выше, для поддержания связи вида (6.33) не-

обходимо выбрать значение T при cosα 6= 0 в виде (6.35).

Пусть

lim

α→π/2

s(α)

cosα
Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= L

(

β1, β2,
Ω

v

)

. (6.61)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim

α→π/2

∣

∣

∣

∣

∂

∂α

(

Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)

)∣

∣

∣

∣

< +∞. (6.62)
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При α = π/2 нужная величина следящей силы найдется из

равенства

T = Tv

(

π

2

, β1, β2,Ω

)

= mσ(ω2
3 + ω2

5 + ω2
6) −

mσLv2

2I2
. (6.63)

где значения ω3, ω5, ω6 произвольные.

С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы

вращение вокруг некоторой точки W , необходимо выбрать сле-

дящую силу в виде

T = Tv

(

π

2

, β1, β2,Ω

)

=

mv2

R0
, (6.64)

где R0 — расстояние CW .

Равенства (6.35) и (6.64) определяют, вообще говоря, различ-

ные значения следящей силы T для почти всех точек многооб-

разия (6.52), что и доказывает сделанное замечание.

§ 3. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

3.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183], возьмем динамические функ-

ции s, x2N , x3N и x4N следующего вида:

s(α) = B cosα,

x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x2N0(α, β1, β2) = A sinα cosβ1,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x3N0(α, β1, β2) = A sinα sinβ1 cosβ2, (6.65)

x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=

= x4N0(α, β1, β2) = A sinα sinβ1 sinβ2, A,B > 0, v 6= 0,

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе отсут-

ствует зависимость момента неконсервативных сил от угловой

скорости (имеется лишь зависимость от углов α, β1, β2).
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При этом функции Γv (α, β1, β2,Ω/v), ∆v (α, β1, β2,Ω/v),
Θv (α, β1, β2,Ω/v), входящие в систему (6.53)–(6.58), примут сле-

дующий вид:

Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα,

∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

≡ Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

≡ 0.

(6.66)

Тогда, в силу неинтегрируемой связи (6.33), вне и только

вне многообразия (6.52) динамическая часть уравнений движе-

ния (система (6.53)–(6.58)) примет вид аналитической системы

α̇ = −z3 +

σABv

2I2
sinα, (6.67)

ż3 =

ABv2

2I2
sinα cosα− (z2

1 + z2
2)

cosα

sinα
, (6.68)

ż2 = z2z3
cosα

sinα
+ z2

1

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
, (6.69)

ż1 = z1z3
cosα

sinα
− z1z2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
, (6.70)

˙β1 = z2
cosα

sinα
, (6.71)

˙β2 = −z1
cosα

sinα sinβ1
. (6.72)

Вводя далее безразмерные переменные, параметры и диффе-

ренцирование следующим образом:

zk 7→ n0vzk, k = 1, 2, 3,

n2
0 =

AB

2I2
, b = σn0, 〈·〉 = n0v〈

′〉,
(6.73)

приведем систему (6.67)–(6.72) к виду

α′
= −z3 + b sinα, (6.74)

z′3 = sinα cosα− (z2
1 + z2

2)
cosα

sinα
, (6.75)
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z′2 = z2z3
cosα

sinα
+ z2

1

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
, (6.76)

z′1 = z1z3
cosα

sinα
− z1z2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
, (6.77)

β′1 = z2
cosα

sinα
, (6.78)

β′2 = −z1
cosα

sinα sinβ1
. (6.79)

Видно, что в системе шестого порядка (6.74)–(6.79), которую,

как будет показано далее, можно рассматривать на касательном

расслоении TS3 к трехмерной сфере S3
, образовалась независи-

мая система пятого порядка (6.74)–(6.78) на своем пятимерном

многообразии.

Для полного интегрирования системы (6.74)–(6.79) необходи-

мо, вообще говоря, знать пять независимых первых интегралов.

Однако после следующей замены переменных

(

z1
z2

)

→

(

z
z∗

)

, z =

√

z2
1 + z2

2 , z∗ =

z2
z1
, (6.80)

система (6.74)–(6.79) распадается следующим образом:

α′
= −z3 + b sinα, (6.81)

z′3 = sinα cosα− z2 cosα

sinα
, (6.82)

z′ = zz3
cosα

sinα
, (6.83)

z′∗ = (±)z
√

1 + z2
∗
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
, (6.84)

β′1 = (±)

zz∗
√

1 + z2
∗

cosα

sinα
, (6.85)

β′2 = (∓)

z
√

1 + z2
∗

cosα

sinα sinβ1
. (6.86)
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Видно, что система шестого порядка распалась на незави-

симые подсистемы еще более низкого порядка: система (6.81)–

(6.83) — третьего, а система (6.84), (6.85) (конечно, после заме-

ны независимого переменного) — второго. Таким образом, для

полной интегрируемости системы (6.81)–(6.86) достаточно ука-

зать два независимых первых интеграла системы (6.81)–(6.83),

один — системы (6.84), (6.85), и дополнительный первый интег-

рал, «привязывающий» уравнение (6.86).

При этом заметим, что систему (6.81)–(6.83) можно рассмат-

ривать на касательном расслоении TS2 двумерной сферы S2
.

3.2. Полный список инвариантных соотношений.
Система (6.81)–(6.83) имеет вид системы уравнений (4.22), воз-

никающей в динамике трехмерного (3D-) твердого тела в некон-

сервативном поле сил (см. главу 4). При этом фазовые перемен-

ные z1, z2 в системе (4.22) соответствуют фазовым переменным

z, z3 системы (6.81)–(6.83). Но, поскольку данная глава может

быть прочтена самостоятельно, повторим некоторые рассужде-

ния главы 4 (в новых обозначениях).

Сначала сопоставим системе третьего порядка (6.81)–(6.83)

неавтономную систему второго порядка

dz3
dα

=

sinα cosα− z2
cosα/ sinα

−z3 + b sinα
,

dz

dα
=

zz3 cosα/ sinα

−z3 + b sinα
.

(6.87)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (6.87) в ал-

гебраическом виде

dz3
dτ

=

τ − z2/τ

−z3 + bτ
,

dz

dτ
=

zz3/τ

−z3 + bτ
.

(6.88)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

z = u1τ, z3 = u2τ, (6.89)
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приведем систему (6.88) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − u2
1

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

u1u2

−u2 + b
,

(6.90)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − u2
1 + u2

2 − bu2

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + b
.

(6.91)

Сопоставим системе второго порядка (6.91) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

1 − u2
1 + u2

2 − bu2

2u1u2 − bu1
, (6.92)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1

)

= 0. (6.93)

Следовательно, уравнение (6.92) имеет следующий первый

интеграл:

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1
= C1 = const, (6.94)

который в прежних переменных имеет вид

z2
3 + z2 − bz3 sinα+ sin

2 α

z sinα
= C1 = const . (6.95)

Замечание 6.1. Рассмотрим систему (6.81)–(6.83) с пере-

менной диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247,

264, 266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413,

426–430, 434, 435, 443], которая становится консервативной при

b = 0:

α′
= −z3,

z′3 = sinα cosα− z2 cosα

sinα
,

z′ = zz3
cosα

sinα
.

(6.96)
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Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

z2
3 + z2

+ sin
2 α = C∗

1 = const, (6.97)

z sinα = C∗
2 = const . (6.98)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (6.97), (6.98)

также является первым интегралом системы (6.96). Но при

b 6= 0 каждая из функций

z2
3 + z2 − bz3 sinα+ sin

2 α (6.99)

и (6.98) по отдельности не является первым интегралом систе-

мы (6.81)–(6.83). Однако отношение функций (6.99), (6.98) явля-

ется первым интегралом системы (6.81)–(6.83) при любом b.

Далее найдем явный вид дополнительного первого интеграла

системы третьего порядка (6.81)–(6.83). Для этого преобразуем

сначала инвариантное соотношение (6.94) при u1 6= 0 следую-

щим образом:

(

u2 −
b

2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=

b2 + C2
1

4

− 1. (6.100)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4 > 0 (6.101)

и фазовое пространство системы (6.81)–(6.83) расслаивается на

семейство поверхностей, задаваемых равенством (6.100).

Таким образом, в силу соотношения (6.94), первое уравнение

системы (6.91) примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 − bu2 + u2
2) − C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (6.102)

где

U1(C1, u2) =

1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4(u2

2 − bu2 + 1)

}

, (6.103)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(6.101).
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Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого ин-

теграла системы (6.81)–(6.83) примет вид

∫

dτ

τ
=

∫

(b− u2)du2

2(1 − bu2 + u2
2) − C1{C1 ±

√

C2
1 − 4(u2

2 − bu2 + 1)}/2
.

(6.104)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), оче-

видно, равна

ln | sinα|. (6.105)

Если

u2 −
b

2

= w1, b21 = b2 + C2
1 − 4, (6.106)

то правая часть равенства (6.104) примет вид

−
1

4

∫

d(b21 − 4w2
1)

(b21 − 4w2
1)±C1

√

b21 − 4w2
1

−b

∫

dw1

(b21 − 4w2
1)±C1

√

b21 − 4w2
1

=

= −
1

2

ln

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4w2
1

C1
± 1

∣

∣

∣

∣

±
b

2

I1, (6.107)

где

I1 =

∫

dw3
√

b21 − w2
3(w3 ± C1)

, w3 =

√

b21 − 4w2
1. (6.108)

При вычислении интеграла (6.108) возможны три случая.

I. b > 2.

I1 = −
1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 +

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
±

C1
√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 −

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
∓

C1
√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

+ const . (6.109)

II. b < 2.

I1 =

1

√
4 − b2

arcsin

±C1w3 + b21
b1(w3 ± C1)

+ const. (6.110)

127



III. b = 2.

I1 = ∓

√

b21 − w2
3

C1(w3 ± C1)
+ const . (6.111)

Возвращаясь к переменной

w1 =

z3
sinα

−
b

2

, (6.112)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. b > 2.

I1 = −
1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 ± 2w1

√

b21 − 4w2
1 ± C1

±
C1

√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 ∓ 2w1

√

b21 − 4w2
1 ± C1

∓
C1

√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

+ const . (6.113)

II. b < 2.

I1 =

1

√
4 − b2

arcsin

±C1

√

b21 − 4w2
1 + b21

b1
(
√

b21 − 4w2
1 ± C1

) + const . (6.114)

III. b = 2.

I1 = ∓
2w1

C1

(
√

b21 − 4w2
1 ± C1

) + const . (6.115)

Таким образом, только что был найден дополнительный

первый интеграл для системы третьего порядка (6.81)–(6.83)

— представлен полный набор первых интегралов, являющихся

трансцендентными функциями своих фазовых переменных.

Замечание 6.2. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (6.94).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный трансцендентному

первому интегралу из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(

sinα,
z3

sinα
,

z

sinα

)

= C2 = const . (6.116)
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Таким образом, для интегрирования системы шестого поряд-

ка (6.81)–(6.86) уже найдены два независимых первых интегра-

ла. Для полной ее интегрируемости, как указано выше, доста-

точно найти один первый интеграл, для (потенциально отделив-

шейся) системы (6.84), (6.85), а также дополнительный первый

интеграл, «привязывающий» уравнение (6.86).

Для поиска первого интеграла (потенциально отделившейся)

системы (6.84), (6.85) сопоставим ей следующее неавтономное

уравнение первого порядка:

dz∗
dβ1

=

1 + z2
∗

z∗

cosβ1

sinβ1
. (6.117)

Последнее равенство после несложного интегрирования при-

водит к искомому инвариантному соотношению

√

1 + z2
∗

sinβ1
= C3 = const, (6.118)

что в переменных z1, z2 перепишется как
√

z2
1 + z2

2

z1 sinβ1
= C3 = const . (6.119)

Далее для поиска дополнительного первого интеграла, «при-

вязывающего» уравнение (6.86), сопоставим уравнениям (6.86)

и (6.84) следующее неавтономное уравнение:

dz∗
dβ2

= −(1 + z2
∗) cosβ1. (6.120)

Поскольку, в силу (6.118),

C3 cosβ1 = ±
√

C2
3 − 1 − z2

∗ , (6.121)

то

dz∗
dβ2

= ∓
1

C3
(1 + z2

∗)
√

C2
3 − 1 − z2

∗ . (6.122)

Тогда, интегрируя последнее равенство, приходим к следую-

щей квадратуре:

∓(β2 + C4) =

∫

C3dz∗

(1 + z2
∗)
√

C2
3 − 1 − z2

∗

, C4 = const . (6.123)
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Дальнейшее интегрирование приводит к равенству

∓ tg(β2 + C4) =

C3z∗
√

C2
3 − 1 − z2

∗

, C4 = const . (6.124)

В переменных z1, z2 последнее инвариантное соотношение

примет вид

∓ tg(β2 + C4) =

C3z2
√

(C2
3 − 1)z2

1 − z2
2

, C4 = const . (6.125)

Окончательно имеем вид дополнительного первого интегра-

ла, «привязывающего» уравнение (6.86):

arctg

C3z∗
√

C2
3 − 1 − z2

∗

± β2 = C4, C4 = const (6.126)

или

arctg

C3z2
√

(C2
3 − 1)z2

1 − z2
2

± β2 = C4, C4 = const . (6.127)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (6.17)–(6.20), (6.23)–(6.28) при условии (6.65)

имеет восемь инвариантных соотношений: аналитическая неин-

тегрируемая связь вида (6.33), циклические первые интегралы

вида (6.31), (6.32), первый интеграл вида (6.95), а также первый

интеграл, выраженный соотношениями (6.109)–(6.116), который

является трансцендентной функцией фазовых переменных (так-

же в смысле комплексного анализа) и выражается через ко-

нечную комбинацию элементарных функций, и наконец, транс-

цендентные первые интегралы вида (6.118) ((6.119)) и (6.126)

((6.127)).

Теорема 6.1. Система (6.17)–(6.20), (6.23)–(6.28) при усло-
виях (6.33), (6.65), (6.32) обладает восемью инвариантными со-
отношениями (полным набором), четыре из которых являют-
ся трансцендентными функциями с точки зрения комплексного

анализа. При этом все соотношения выражаются через конеч-
ную комбинацию элементарных функций.
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3.3. Топологические аналогии. Рассмотрим следующую
систему уравнений пятого порядка:

¨ξ + b∗ ˙ξ cos ξ + sin ξ cos ξ − [η̇2
1 + η̇2

2 sin
2 η1]

sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + b∗η̇1 cos ξ +
˙ξη̇1

1 + cos
2 ξ

cos ξ sin ξ
− η̇2

2 sin η1 cos η1 = 0,

η̈2 + b∗η̇2 cos ξ +
˙ξη̇2

1 + cos
2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇2

cos η1

cos η1
= 0, b∗ > 0,

(6.128)

описывающую закрепленный четырехмерный маятник, поме-

щенный в поток набегающей среды при отсутствии зависимости

момента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в

неконсервативном поле сил [112, 144, 167, 177, 192, 205, 207, 239,

242, 280, 320, 321, 323, 324, 342, 381, 382, 398, 399, 408, 414]. Во-

обще говоря, порядок такой системы должен быть равен 6, но

фазовая переменная η2 является циклической, что и приводит к

расслоению фазового пространства и понижению порядка.

Ее фазовым пространством является касательное расслоение

TS3{ ˙ξ, η̇1, η̇2, ξ, η1, η2} (6.129)

к трехмерной сфере S3{ξ, η1, η2}, при этом уравнение, перево-

дящее систему (6.128) в систему на касательном расслоении к

двумерной сфере

η̇2 ≡ 0, (6.130)

и уравнения больших кругов

η̇1 ≡ 0, η̇2 ≡ 0 (6.131)

задают семейства интегральных многообразий.

Нетрудно убедиться, что система (6.128) эквивалентна дина-

мической системе с переменной диссипацией с нулевым средним

на касательном расслоении (6.129) к трехмерной сфере. Более

того, справедлива следующая теорема.

Теорема 6.2. Система (6.17)–(6.20), (6.23)–(6.28) при усло-
виях (6.33), (6.65), (6.32) эквивалентна динамической системе

(6.128).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, β2 = η2,

b = −b∗.
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О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

§ 4. Случай зависимости момента неконсервативных
сил от угловой скорости

4.1. Введение зависимости от угловой скорости. Гла-
ва 4 посвящена динамике четырехмерного твердого тела в че-

тырехмерном пространстве. Но, поскольку данный параграф по-

священ исследованию случая движения при наличии зависимос-

ти момента действующих сил от тензора угловой скорости, вве-

дем такую зависимость с более общих позиций. К тому же дан-

ная точка зрения поможет нам вводить эту зависимость и для

многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N , x4N ) — координаты точки N воз-

действия неконсервативной силы (воздействия среды) на трех-

мерный диск, Q = (Q1, Q2, Q3, Q4) — компоненты, не завися-

щие от тензора угловой скорости. Введем зависимость функций

(x1N , x2N , x3N , x4N ) от тензора угловой скорости лишь в линей-

ной форме, поскольку само данное введение априори не очевидно

[30, 31, 45, 46, 48, 81–90, 112, 113, 151, 186, 207, 209, 253, 254,

265, 278–280].

Таким образом, рассмотрим следующую зависимость:

x = Q+R, (6.132)

где R = (R1, R2, R3, R4) — вектор-функция, содержащая компо-

ненты тензора угловой скорости. При этом зависимость функ-

ции R от компонент тензора угловой скорости — гироскопичес-

кая:

R =









R1

R2

R3

R4









= −
1

v









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

















h1

h2

h3

h4









. (6.133)

Здесь (h1, h2, h3, h4) — некоторые положительные параметры

(ср. с [326, 334, 335, 349, 415]).

Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N ≡ 0,

то

x2N = Q2 − h1
ω6

v
, x3N = Q3 + h1

ω5

v
,

x4N = Q4 − h1
ω3

v
. (6.134)
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4.2. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183]

Q2 = A sinα cosβ1,

Q3 = A sinα sinβ1 cosβ2,

Q4 = A sinα sinβ1 sinβ2, A > 0,

(6.135)

возьмем динамические функции s, x2N , x3N и x4N следующего

вида:

s(α) = B cosα, B > 0,

x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα cosβ1 − h
ω6

v
,

h = h1 > 0, v 6= 0,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα sinβ1 cosβ2 + h
ω5

v
,

h = h1 > 0, v 6= 0,

x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα sinβ1 sinβ2 − h
ω3

v
,

h = h1 > 0, v 6= 0,

(6.136)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе при-

сутствует также еще и дополнительный демпфирующий (а в

некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) мо-

мент неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость мо-

мента от компонент тензора угловой скорости). Кроме того,

h2 = h3 = h4 в силу динамической симметрии тела.

Функции

Γv (α, β1, β2,Ω/v) , ∆v (α, β1, β2,Ω/v) ,

Θv (α, β1, β2,Ω/v) ,
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входящие в систему (6.53)–(6.58), примут следующий вид:

Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα−
h

v
z3,

∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=

h

v
z2,

Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= −
h

v
z1.

(6.137)

Тогда, в силу неинтегрируемой связи (6.33), вне и только

вне многообразия (6.52) динамическая часть уравнений движе-

ния (система (6.53)–(6.58)) примет вид аналитической системы

α̇ = −

(

1 +

σBh

2I2

)

z3 +

σABv

2I2
sinα, (6.138)

ż3 =

ABv2

2I2
sinα cosα−

−

(

1 +

σBh

2I2

)

(z2
1 + z2

2)
cosα

sinα
−
Bhv

2I2
z3 cosα, (6.139)

ż2 =

(

1 +

σBh

2I2

)

z2z3
cosα

sinα
+

+

(

1 +

σBh

2I2

)

z2
1

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−
Bhv

2I2
z2 cosα, (6.140)

ż1 =

(

1 +

σBh

2I2

)

z1z3
cosα

sinα
−

−

(

1 +

σBh

2I2

)

z1z2
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−
Bhv

2I2
z1 cosα, (6.141)

˙β1 =

(

1 +

σBh

2I2

)

z2
cosα

sinα
, (6.142)

˙β2 = −

(

1 +

σBh

2I2

)

z1
cosα

sinα sinβ1
. (6.143)
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Вводя далее безразмерные переменные, параметры и диффе-

ренцирование следующим образом:

zk 7→ n0vzk, k = 1, 2, 3,

n2
0 =

AB

2I2
, b = σn0, H1 =

Bh

2I2n0
, 〈·〉 = n0v〈

′〉, (6.144)

приведем систему (6.138)–(6.143) к виду

α̇ = − (1 + bH1) z3 + b sinα, (6.145)

ż3 = sinα cosα− (1 + bH1) (z2
1 + z2

2)
cosα

sinα
−H1z3 cosα, (6.146)

ż2 = (1 + bH1) z2z3
cosα

sinα
+

+ (1 + bH1) z
2
1

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−H1z2 cosα, (6.147)

ż1 = (1 + bH1) z1z3
cosα

sinα
−

− (1 + bH1) z1z2
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−H1z1 cosα, (6.148)

˙β1 = (1 + bH1) z2
cosα

sinα
, (6.149)

˙β2 = − (1 + bH1) z1
cosα

sinα sinβ1
. (6.150)

Видно, что в системе шестого порядка (6.145)–(6.150) кото-

рую, как будет показано далее, можно рассматривать на каса-

тельном расслоении TS3 к трехмерной сфере S3
, образовалась

независимая система пятого порядка (6.145)–(6.149) на своем пя-

тимерном многообразии.

Для полного интегрирования системы (6.145)–(6.150) необхо-

димо, вообще говоря, знать пять независимых первых интегра-

лов. Однако после следующей замены переменных
(

z1
z2

)

→

(

z
z∗

)

, z =

√

z2
1 + z2

2 , z∗ = z2/z1, (6.151)

система (6.145)–(6.150) распадается следующим образом:

α′
= −(1 + bH1)z3 + b sinα, (6.152)
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z′3 = sinα cosα− (1 + bH1)z
2 cosα

sinα
−H1z3 cosα, (6.153)

z′ = (1 + bH1)zz3
cosα

sinα
−H1z cosα, (6.154)

z′∗ = (±)(1 + bH1)z
√

1 + z2
∗
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
, (6.155)

β′1 = (±)(1 + bH1)
zz∗

√

1 + z2
∗

cosα

sinα
, (6.156)

β′2 = (∓)(1 + bH1)
z

√

1 + z2
∗

cosα

sinα sinβ1
. (6.157)

Видно, что система шестого порядка распалась на незави-

симые подсистемы еще более низкого порядка: система (6.152)–

(6.154) — третьего, а система (6.155), (6.156) (конечно, после

замены независимого переменного) — второго. Таким образом,

для полной интегрируемости системы (6.152)–(6.157) достаточ-

но указать два независимых первых интеграла системы (6.152)–

(6.154), один — системы (6.155), (6.156) и дополнительный пер-

вый интеграл, «привязывающий» уравнение (6.157).

Заметим, что систему (6.152)–(6.154) можно рассматривать

на касательном расслоении TS2 к двумерной сфере S2
.

4.3. Полный список инвариантных соотношений.
Система (6.152)–(6.154) имеет вид системы уравнений (4.74),

возникающей в динамике трехмерного (3D-) твердого тела в

неконсервативном поле сил (см. главу 4). Фазовые переменные

z1, z2 в системе (4.74) соответствуют фазовым переменным z,
z3 системы (6.152)–(6.154). Но, поскольку данная глава может

быть прочтена самостоятельно, повторим некоторые рассужде-

ния главы 4 (в новых обозначениях).

Сначала сопоставим системе третьего порядка (6.152)–

(6.154) неавтономную систему второго порядка

dz3
dα

=

sinα cosα− (1 + bH1)z
2
cosα/ sinα−H1z3 cosα

−(1 + bH1)z3 + b sinα
,

dz

dα
=

(1 + bH1)zz3 cosα/ sinα−H1z cosα

−(1 + bH1)z3 + b sinα
.

(6.158)
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Используя замену τ = sinα, перепишем систему (6.158) в ал-

гебраическом виде

dz3
dτ

=

τ − (1 + bH1)z
2/τ −H1z3

−(1 + bH1)z3 + bτ
,

dz

dτ
=

(1 + bH1)zz3/τ −H1z

−(1 + bH1)z3 + bτ
.

(6.159)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

z = u1τ, z3 = u2τ, (6.160)

приводим систему (6.159) к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − (1 + bH1)u
2
1 −H1u2

−(1 + bH1)u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

(1 + bH1)u1u2 −H1u1

−(1 + bH1)u2 + b
,

(6.161)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

(1 + bH1)(u
2
2 − u2

1) − (b+H1)u2 + 1

−(1 + bH1)u2 + b
,

τ
du1

dτ
=

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−(1 + bH1)u2 + b
.

(6.162)

Сопоставим системе второго порядка (6.162) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

1 − (1 + bH1)(u
2
1 − u2

2) − (b+H1)u2

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1
, (6.163)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

(1 + bH1)(u
2
2 + u2

1) − (b+H1)u2 + 1

u1

)

= 0. (6.164)

Следовательно, уравнение (6.163) имеет первый интеграл

(1 + bH1)(u
2
2 + u2

1) − (b+H1)u2 + 1

u1
= C1 = const, (6.165)

который в прежних переменных имеет вид

(1 + bH1)(z
2
3 + z2

)−(b+H1)z3 sinα+sin
2 α

z sinα
=C1 =const. (6.166)
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Замечание 6.3. Рассмотрим систему (6.152)–(6.154) с пере-

менной диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247,

264, 266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413,

426–430, 434, 435, 443], которая становится консервативной при

b = H1:

α′
= −(1 + b2)z3 + b sinα,

z′3 = sinα cosα− (1 + b2)z2 cosα

sinα
− bz3 cosα,

z′ = (1 + b2)zz3
cosα

sinα
− bz cosα.

(6.167)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

(1 + b2)(z2
3 + z2

) − 2bz3 sinα+ sin
2 α = C∗

1 = const, (6.168)

z sinα = C∗
2 = const . (6.169)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (6.168),

(6.169) также является первым интегралом системы (6.167). Но

при b 6= H1 каждая из функций

(1 + bH1)(z
2
3 + z2

) − (b+H1)z3 sinα+ sin
2 α (6.170)

и (6.169) по отдельности не является первым интегралом систе-

мы (6.152)–(6.154). Однако отношение функций (6.170), (6.169)

является первым интегралом системы (6.152)–(6.154) при любых

b, H1.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интегра-

ла системы третьего порядка (6.152)–(6.154). Для этого сначала

преобразуем инвариантное соотношение (6.165) при u1 6= 0 сле-

дующим образом:

(

u2 −
b+H1

2(1 + bH1)

)2

+

(

u1 −
C1

2(1 + bH1)

)2

=

=

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4

4(1 + bH1)
2

. (6.171)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4 > 0 (6.172)

и фазовое пространство системы (6.152)–(6.154) расслаивается

на семейство поверхностей, задаваемых равенством (6.171).
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Таким образом, в силу соотношения (6.165), первое уравне-

ние системы (6.162) примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 + bH1)u
2
2 − 2(b+H1)u2 + 2 − C1U1(C1, u2)

b− (1 + bH1)u2
, (6.173)

где

U1(C1, u2) =

1

2(1 + bH1)
{C1 ± U2(C1, u2)}, (6.174)

U2(C1, u2) =

√

C2
1 − 4(1 + bH1)(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2

2)

и постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (6.172).

Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого ин-

теграла системы (6.152)–(6.154) примет вид

∫

dτ

τ
=

=

∫

(b− (1 + bH1)u2) du2

2(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2) −

C1{C1 ± U2(C1, u2)}

(2(1 + bH1))

.

(6.175)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), оче-

видно, равна

ln | sinα|. (6.176)

Если

u2 −
b+H1

2(1 + bH1)
= w1, b

2
1 = (b−H1)

2
+ C2

1 − 4, (6.177)

то правая часть равенства (6.175) примет вид

−
1

4

∫

d(b21 − 4(1 + bH1)w
2
1)

(b21 − 4(1 + bH1)w2
1) ± C1

√

b21 − 4(1 + bH1)w2
1

−

−(b−H1)(1+bH1)

∫

dw1

(b21−4(1 + bH1)w2
1)±C1

√

b21 − 4(1 + bH1)w2
1

=

= −
1

2

ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21−4(1 + bH1)w2
1

C1
± 1

∣

∣

∣

∣

∣

±
b−H1

2

I1, (6.178)

139



где

I1 =

∫

dw3
√

b21 − w2
3(w3 ± C1)

, w3 =

√

b21 − 4(1 + bH1)w2
1.

(6.179)

При вычислении интеграла (6.179) возможны три случая.

I. |b−H1| > 2.

I1 = −
1

2

√

(b−H1)
2 − 4

×

× ln

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)
2 − 4 +

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
±

C1
√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√

(b−H1)
2 − 4

×

× ln

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)
2 − 4 −

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
∓

C1
√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

+ const .

(6.180)

II. |b−H1| < 2.

I1 =

1

√

4 − (b−H1)
2

arcsin

±C1w3 + b21
b1(w3 ± C1)

+ const . (6.181)

III. |b−H1| = 2.

I1 = ∓

√

b21 − w2
3

C1(w3 ± C1)
+ const . (6.182)

Возвращаясь к переменной

w1 =

z2
sinα

−
b+H1

2(1 + bH1)
, (6.183)

имеем окончательный вид для величины I1:

I. |b−H1| > 2.

I1 = −
1

2

√

(b−H1)
2 − 4

×
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× ln

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)
2 − 4 ± 2(1 + bH1)w1

√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 ± C1

±
C1

√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√

(b−H1)
2 − 4

×

× ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b−H1)
2 − 4 ∓ 2(1 + bH1)w1

√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 ± C1

∓
C1

√

(b−H1)
2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ const .

(6.184)

II. |b−H1| < 2.

I1 =

1

√

4 − (b−H1)
2

arcsin

±C1

√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 + b21

b1
(
√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 ± C1

) + const .

(6.185)

III. |b−H1| = 2.

I1 = ∓
2(1 + bH1)w1

C1

(
√

b21 − 4(1 + bH1)
2w2

1 ± C1

) + const . (6.186)

Таким образом, только что был найден дополнительный пер-

вый интеграл для системы третьего порядка (6.152)–(6.154),

т.е. представлен полный набор первых интегралов, являющихся

трансцендентными функциями своих фазовых переменных.

Замечание 6.4. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (6.165).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный виду трансцендент-

ного первого интеграла из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(

sinα,
z3

sinα
,

z

sinα

)

= C2 = const . (6.187)

Таким образом, для интегрирования системы шестого поряд-

ка (6.152)–(6.157) уже найдены два независимых первых интег-

рала. Для полной ее интегрируемости, как указано выше, до-

статочно найти один первый интеграл для (потенциально от-

делившейся) системы (6.155), (6.156), а также дополнительный

первый интеграл, «привязывающий» уравнение (6.157).
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Для поиска первого интеграла (потенциально отделившейся)

системы (6.155), (6.156) сопоставим ей следующее неавтономное

уравнение первого порядка:

dz∗
dβ1

=

1 + z2
∗

z∗

cosβ1

sinβ1
. (6.188)

Это равенство после несложного интегрирования приводит к

искомому инвариантному соотношению

√

1 + z2
∗

sinβ1
= C3 = const, (6.189)

что в переменных z1, z2 перепишется как

√

z2
1 + z2

2

z1 sinβ1
= C3 = const . (6.190)

Далее, для поиска дополнительного первого интеграла,

«привязывающего» уравнение (6.157), сопоставим уравнениям

(6.157) и (6.155) следующее неавтономное уравнение:

dz∗
dβ2

= −(1 + z2
∗) cosβ1. (6.191)

Поскольку, в силу (6.189),

C3 cosβ1 = ±
√

C2
3 − 1 − z2

∗ , (6.192)

то

dz∗
dβ2

= ∓
1

C3
(1 + z2

∗)
√

C2
3 − 1 − z2

∗ . (6.193)

Тогда, интегрируя последнее равенство, получим следующую

квадратуру:

∓(β2 + C4) =

∫

C3dz∗

(1 + z2
∗)
√

C2
3 − 1 − z2

∗

, C4 = const . (6.194)

Дальнейшее интегрирование приводит к равенству

∓ tg(β2 + C4) =

C3z∗
√

C2
3 − 1 − z2

∗

, C4 = const . (6.195)
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В переменных z1, z2 последнее инвариантное соотношение

примет вид

∓ tg(β2 + C4) =

C3z2
√

(C2
3 − 1)z2

1 − z2
2

, C4 = const . (6.196)

Окончательно, дополнительный первый интеграл, «привязы-

вающий» уравнение (6.157), имеет вид

arctg

C3z∗
√

C2
3 − 1 − z2

∗

± β2 = C4, C4 = const (6.197)

или

arctg

C3z2
√

(C2
3 − 1)z2

1 − z2
2

± β2 = C4, C4 = const . (6.198)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (6.17)–(6.20), (6.23)–(6.28) при условии (6.136)

имеет восемь инвариантных соотношений: аналитическая неин-

тегрируемая связь вида (6.33), циклические первые интегралы

вида (6.31), (6.32), первый интеграл вида (6.166), а также пер-

вый интеграл, выраженный соотношениями (6.180)–(6.187), ко-

торый является трансцендентной функцией фазовых перемен-

ных (также в смысле комплексного анализа) и выражается че-

рез конечную комбинацию элементарных функций, и, наконец,

трансцендентные первые интегралы вида (6.189) ((6.190)) и

(6.197) ((6.198)).

Теорема 6.3. Система (6.17)–(6.20), (6.23)–(6.28) при усло-
виях (6.33), (6.136), (6.32) обладает восемью инвариантными

соотношениями (полным набором), четыре из которых явля-
ются трансцендентными функциями с точки зрения комплекс-
ного анализа. Все соотношения выражаются через конечную
комбинацию элементарных функций.
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4.4. Топологические аналогии. Рассмотрим следующую
систему уравнений пятого порядка:

¨ξ + (b∗ −H1∗) ˙ξ cos ξ + sin ξ cos ξ − [η̇2
1 + η̇2

2 sin
2 η1]

sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + (b∗ −H1∗)η̇1 cos ξ +
˙ξη̇1

1 + cos
2 ξ

cos ξ sin ξ
− η̇2

2 sin η1 cos η1 = 0,

η̈2 + (b∗ −H1∗)η̇2 cos ξ +
˙ξη̇2

1 + cos
2 ξ

cos ξ sin ξ
+ 2η̇1η̇2

cos η1

cos η1
= 0,

b∗ > 0, H1∗ > 0,
(6.199)

описывающую закрепленный четырехмерный маятник, поме-

щенный в поток набегающей среды при наличии зависимости

момента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в

неконсервативном поле сил [112, 144, 167, 177, 192, 205, 207, 239,

242, 280, 320, 321, 323, 324, 342, 381, 382, 398, 399, 408, 414]. Во-

обще говоря, порядок такой системы должен быть равен 6, но

фазовая переменная η2 является циклической, что и приводит к

расслоению фазового пространства и понижению порядка.

Ее фазовым пространством является касательное расслоение

TS3{ ˙ξ, η̇1, η̇2, ξ, η1, η2} (6.200)

к трехмерной сфере S3{ξ, η1, η2}, при этом уравнение, перево-

дящее систему (6.128) в систему на касательном расслоении к

двумерной сфере

η̇2 ≡ 0, (6.201)

и уравнения больших кругов

η̇1 ≡ 0, η̇2 ≡ 0 (6.202)

задают семейства интегральных многообразий.

Нетрудно убедиться, что система (6.199) эквивалентна дина-

мической системе с переменной диссипацией с нулевым средним

на касательном расслоении (6.200) к трехмерной сфере. Более

того, справедлива следующая теорема.

Теорема 6.4. Система (6.17)–(6.20), (6.23)–(6.28) при усло-
виях (6.33), (6.136), (6.32) эквивалентна динамической системе

(6.199).
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Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, β2 = η2,

b = −b∗, H1 = −H1∗.

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

Глава 7

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ ТВЕРДОГО
ТЕЛА В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. II

В данной главе систематизируются как некоторые опублико-

ванные ранее, так и полученные новые результаты по исследо-

ванию уравнений движения осесимметричного четырехмерного

(4D-) твердого тела, находящегося в некотором неконсерватив-

ном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных твер-

дых тел меньшей размерности, взаимодействующих с сопротив-

ляющейся средой по законам струйного обтекания, при котором

на тело действует неконсервативная следящая сила, заставляю-

щая центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно в

течение всего времени движения, что означает наличие в систе-

ме неконсервативной пары сил (см. также [1, 49, 51, 88, 111–113,

139, 146–149, 184, 185, 188, 195, 198, 216, 235, 262, 295, 375, 376,

396, 412, 436]).

Ранее в [146–149] автором уже была показана полная интег-

рируемость уравнений плоскопараллельного движения тела в

сопротивляющейся среде в условиях струйного обтекания, когда

у системы динамических уравнений существует первый интег-

рал, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций

комплексного переменного, имеющей существенно особые точ-

ки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все

взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части по-

верхности тела, которая имеет форму (одномерной) пластины.

Позднее [197, 200, 206, 208, 212–213, 222, 236, 245] плоская

задача была обобщена на пространственный (трехмерный) слу-

чай, при этом у системы динамических уравнений существует

полный набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже

предполагалось, что все взаимодействие среды с телом сосре-

доточено на той части поверхности тела, которая имеет форму

плоского (двумерного) диска.
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В данной главе полученные ранее и в настоящее время ре-

зультаты относятся к случаю, когда все взаимодействие среды

с телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая

имеет форму трехмерного диска, при этом силовое воздействие

сосредоточено в направлении, которое перпендикулярно данно-

му диску. Данные результаты систематизируются и подаются

в инвариантном виде. При этом вводится дополнительная зави-

симость момента неконсервативной силы от угловой скорости.

Данная зависимость в дальнейшем может быть распространена

и на случаи движения в пространствах высшей размерности.

§ 1. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим движение однородного динамически симметрич-

ного (случай (6.1)) твердого тела с «передним торцом» (трех-

мерным диском, взаимодействующим со средой, заполняющей

четырехмерное пространство) в поле силы S сопротивления в

условиях квазистационарности [26, 75, 86–90, 105, 111–113, 142–

151, 153, 169, 170, 182, 183].

Пусть (v, α, β1, β2) — (обобщенные) сферические координаты

вектора скорости некоторой характерной точки D твердого тела

(D — центр трехмерного диска, лежащий на оси симметрии

тела),

Ω =









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0









— тензор угловой скорости тела, Dx1x2x3x4 — система коорди-

нат, связанная с телом, при этом ось симметрии CD совпадает

с осью Dx1 (C — центр масс), а оси Dx2, Dx3, Dx4 лежат в

гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, I4 = I2, m — инерционно-

массовые характеристики.

Возьмем следующие разложения в проекциях на оси системы

координат Dx1x2x3x4:

DC = {−σ, 0, 0, 0},

vD = {v cosα, v sinα cosβ1, v sinα sinβ1 cosβ2, v sinα sinβ1 sinβ2}.
(7.1)
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В случае (6.1) также будет справедливо разложение для

функции воздействия среды на четырехмерное тело:

S = {−S, 0, 0, 0}, (7.2)

т.е. в данном случае F = S.

Тогда та часть динамических уравнений движения тела (в

том числе, и в случае аналитических функций Чаплыгина [182,

183], см. далее), которые описывают движение центра масс и со-

ответствуют пространству R4
, при котором касательные силы

воздействия среды на трехмерный диск отсутствуют, примет

вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− ω6v sinα cosβ1 + ω5v sinα sinβ1 cosβ2 −

−ω3v sinα sinβ1 sinβ2 + σ(ω2
6 + ω2

5 + ω2
3) = −

S

m
, (7.3)

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − ˙β1v sinα sinβ1 +

+ω6v cosα− ω4v sinα sinβ1 cosβ2 + ω2v sinα sinβ1 sinβ2 −

−σ(ω4ω5 + ω2ω3) − σω̇6 = 0, (7.4)

v̇ sinα sinβ1 cosβ2 + α̇v cosα sinβ1 cosβ2 +
˙β1v sinα cosβ1 cosβ2 −

− ˙β2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω5v cosα+ ω4v sinα cosβ1 −

−ω1v sinα sinβ1 sinβ2 − σ(−ω1ω2 + ω4ω6) + σω̇5 = 0, (7.5)

v̇ sinα sinβ1 sinβ2 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 +
˙β1v sinα cosβ1 sinβ2 +

+
˙β2v sinα sinβ1 cosβ2 + ω3v cosα− ω2v sinα cosβ1 +

+ω1v sinα sinβ1 cosβ2 + σ(ω2ω6 + ω1ω5) − σω̇3 = 0, (7.6)

где

S = s(α)v2, σ = CD, v > 0. (7.7)

Далее, вспомогательная матрица (6.11) для вычисления мо-

мента силы сопротивления примет вид
(

0 x2N x3N x4N

−S 0 0 0

)

, (7.8)

тогда та часть динамических уравнений движения тела, кото-

рые описывают движение тела вокруг центра масс и соответ-

ствуют алгебре Ли so(4), примет вид:

(λ4 + λ3)ω̇1 + (λ3 − λ4)(ω3ω5 + ω2ω4) = 0, (7.9)
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(λ2 + λ4)ω̇2 + (λ2 − λ4)(ω3ω6 − ω1ω4) = 0, (7.10)

(λ4 + λ1)ω̇3 + (λ4 − λ1)(ω2ω6 + ω1ω5) =

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2, (7.11)

(λ3 + λ2)ω̇4 + (λ2 − λ3)(ω5ω6 + ω1ω2) = 0, (7.12)

(λ1 + λ3)ω̇5 + (λ3 − λ1)(ω4ω6 − ω1ω3) =

= −x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2, (7.13)

(λ1 + λ2)ω̇6 + (λ1 − λ2)(ω4ω5 + ω2ω3) =

= x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2. (7.14)

Таким образом, фазовым пространством системы (7.3)–(7.6),

(7.9)–(7.14) десятого порядка является прямое произведение че-

тырехмерного многообразия на алгебру Ли so(4):

R1 × S3 × so(4). (7.15)

Сразу же заметим, что система (7.3)–(7.6), (7.9)–(7.14), в си-

лу имеющейся динамической симметрии

I2 = I3 = I4, (7.16)

обладает циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 = const, ω2 ≡ ω0

2 = const, ω4 ≡ ω0
4 = const . (7.17)

В дальнейшем будем рассматривать динамику системы на

нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
4 = 0. (7.18)

Если же рассматривается более общая задача о движении те-

ла при наличии некоторой следящей силы T, лежащей на пря-

мой CD = Dx1 и обеспечивающей в течение всего времени дви-

жения выполнение равенства (VC — скорость центра масс, см.

также [146–149])

VC ≡ const, (7.19)
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то в системе (7.3)–(7.6), (7.9)–(7.14) вместо Fx должна стоять
величина, тождественно равная нулю, поскольку на тело будет

действовать неконсервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0, σ = DC. (7.20)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей

силы T в виде

T = Tv(α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (7.21)

Случай (7.21) выбора величины T следящей силы является

частным случаем возможности отделения независимой подсис-

темы пятого порядка после некоторого преобразования системы

шестого порядка (7.3)–(7.6), (7.9)–(7.14).

Действительно, пусть выполнено следующее условие на ве-

личину T :

T = Tv(α, β1, β2,Ω) =

4
∑

i,j=0
i6j

τi,j

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

ΩiΩj =

= T1

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

v2, Ω0 = v. (7.22)

Введем новые квазискорости в системе. Для этого преобразу-

ем величины ω3, ω5, ω6 посредством композиции двух поворотов:




z1
z2
z3



 = T1(−β1) ◦ T3(−β2)





ω3

ω5

ω6



 , (7.23)

где

T1(β1) =





1 0 0

0 cosβ1 − sinβ1

0 sinβ1 cosβ1



 ,

T3(β2) =





cosβ2 − sinβ2 0

sinβ2 cosβ2 0

0 0 1



 .

(7.24)

Таким образом, справедливы следующие соотношения:

z1 = ω3 cosβ2 + ω5 sinβ2,

z2 = −ω3 cosβ1 sinβ2 + ω5 cosβ1 cosβ2 + ω6 sinβ1,

z3 = ω3 sinβ1 sinβ2 − ω5 sinβ1 cosβ2 + ω6 cosβ1.

(7.25)
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Систему (7.3)–(7.6), (7.9)–(7.14) в случаях (7.16)–(7.18), (7.22)

можно переписать в виде

v̇ + σ(z2
1 + z2

2 + z2
3) cosα− σ

v2

2I2
s(α) sinα · Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=

=

T1

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

v2 − s(α)v2

m
cosα, (7.26)

α̇v + z3v − σ(z2
1 + z2

2 + z2
3) sinα−

−σ
v2

2I2
s(α) cosα · Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=

=

s(α)v2 − T1

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

v2

m
sinα, (7.27)

˙β1 sinα− z2 cosα−
σv

2I2
s(α) · ∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= 0. (7.28)

˙β2 sinα sinβ1 + z1 cosα−
σv

2I2
s(α) · Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= 0. (7.29)

ω̇3 =

v2

2I2
x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α), (7.30)

ω̇5 = −
v2

2I2
x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α), (7.31)

ω̇6 =

v2

2I2
x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α). (7.32)

Вводя далее новые безразмерные фазовые переменные и диф-

ференцирование по формулам

zk = n1vZk, k = 1, 2, 3,

〈·〉 = n1v〈
′〉, n1 > 0, n1 = const,

(7.33)

приведем систему (7.26)–(7.32) к следующему виду:

v′ = vΨ(α, β1, β2, Z), (7.34)

α′
= −Z3 + σn1(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) sinα+
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+

σ

2I2n1
s(α) cosα · Γv(α, β1, β2, n1Z) −

−
T1(α, β1, β2, n1Z) − s(α)

mn1
sinα, (7.35)

Z ′
3 =

s(α)

2I2n2
1

· Γv(α, β1, β2, n1Z) −

−(Z2
1 + Z2

2 )

cosα

sinα
−

σ

2I2n1
Z2
s(α)

sinα
· ∆v(α, β1, β2, n1Z) +

+

σ

2I2n1
Z1
s(α)

sinα
· Θv(α, β1, β2, n1Z) − Z3 · Ψ(α, β1, β2, Z), (7.36)

Z ′
2 = −

s(α)

2I2n2
1

· ∆v(α, β1, β2, n1Z) + Z2Z3
cosα

sinα
+

+Z2
1

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

σ

2I2n1
Z3
s(α)

sinα
· ∆v(α, β1, β2, n1Z) −

−
σ

2I2n1
Z1
s(α)

sinα
· Θv(α, β1, β2, n1Z) − Z2 · Ψ(α, β1, β2, Z), (7.37)

Z ′
1 =

s(α)

2I2n2
1

· Θv(α, β1, β2, n1Z) + Z1Z3
cosα

sinα
− Z1Z2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

−
σ

2I2n1

s(α)

sinα sinβ1
· Θv(α, β1, β2, n1Z)[Z3 sinβ1 − Z2 cosβ1] −

−Z1 · Ψ(α, β1, β2, Z), (7.38)

β′1 = Z2
cosα

sinα
+

σ

2I2n1

s(α)

sinα
· ∆v(α, β1, β2, n1Z), (7.39)

β′2 = −Z1
cosα

sinα sinβ1
+

σ

2I2n1

s(α)

sinα sinβ1
· Θv(α, β1, β2, n1Z),

(7.40)

где

Ψ(α, β1, β2, Z) = −σn1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα+

+

σ

2I2n1
s(α) sinα · Γv(α, β1, β2, n1Z) +

+

T1 (α, β1, β2, n1Z) − s(α)

mn1
cosα, (7.41)
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Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ1 sinβ2 +

+x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ1 cosβ2 + x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ1.

(7.42)

∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ1 sinβ2 +

+x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ1 cosβ2 − x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ1,

(7.43)

Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=

= x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ2 − x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ2. (7.44)

Видно, что в системе седьмого порядка (7.34)–(7.40) может

быть выделена независимая подсистема шестого порядка (7.35)–

(7.40), которая может быть самостоятельно рассмотрена на сво-

ем шестимерном фазовом пространстве.

В частности, при выполнении условия (7.21) только что рас-

смотренный прием выделения независимой подсистемы шестого

порядка также возможен.

Здесь и далее зависимость от переменных (α, β1, β2,Ω/v) по-
нимается как сложная зависимость от (α, β1, β2, z1/v, z2/v, z3/v)
(и, далее, от (α, β1, β2, n1Z1, n1Z2, n1Z3)) в силу (7.25) и (7.33).

§ 2. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

2.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183], возьмем динамические функ-

ции s, x2N , x3N и x4N следующего вида:

s(α) = B cosα,

x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x2N0(α, β1, β2) = A sinα cosβ1,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x3N0(α, β1) = A sinα sinβ1 cosβ2, (7.45)
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x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N0(α, β1, β2) = A sinα sinβ1 sinβ2,

A,B > 0, v 6= 0,

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе отсут-

ствует зависимость момента неконсервативных сил от угловой

скорости (имеется лишь зависимость от углов α, β1, β2).

При этом функции Γv (α, β1, β2,Ω/v), ∆v (α, β1, β2,Ω/v),
Θv (α, β1, β2,Ω/v), входящие в систему (7.34)–(7.40), примут сле-

дующий вид:

Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα,

∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

≡ Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

≡ 0.

(7.46)

Тогда, в силу условий (7.19), (7.45), преобразованная дина-

мическая часть уравнений движения (система (7.34)–(7.40)) при-

мет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, β2, Z), (7.47)

α′
= −Z3 + b(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 ) sinα+ b sinα cos
2 α, (7.48)

Z ′
3 = sinα cosα− (Z2

1 + Z2
2 )

cosα

sinα
+

+bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ3 sin

2 α cosα, (7.49)

Z ′
2 = Z2Z3

cosα

sinα
+ Z2

1

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ2 sin

2 α cosα, (7.50)

Z ′
1 = Z1Z3

cosα

sinα
− Z1Z2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ1 sin

2 α cosα, (7.51)

β′1 = Z2
cosα

sinα
, (7.52)

β′2 = −Z1
cosα

sinα sinβ1
, (7.53)
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где

Ψ(α, β1, β2, Z) = −b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα+ b sin

2 α cosα,

при этом выбираем, как и выше, безразмерный параметр b и
постоянную n1 следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

2I2
, n1 = n0. (7.54)

Таким образом, система (7.47)–(7.53) может быть рассмотре-

на на своем фазовом семимерном многообразии

W1 = R1
+{v} ×

×TS3{Z1, Z2, Z3, 0 < α < π, 0 < β1 < π, 0 6 β2 < 2π}, (7.55)

т.е. на прямом произведении числового луча на касательное рас-

слоение к трехмерной сфере S3{0 < α < π, 0 < β1 < π, 0 6 β2 <
2π}.
Видно, что в системе седьмого порядка (7.47)–(7.53) обра-

зовалась независимая система шестого порядка (7.48)–(7.53) на

своем шестимерном многообразии.

Для полного интегрирования системы (7.47)–(7.53) необходи-

мо, вообще говоря, знать шесть независимых первых интегра-

лов. Однако после следующей замены переменных
(

Z1

Z2

)

→

(

Z
Z∗

)

, Z =

√

Z2
1 + Z2

2 , Z∗ = Z2/Z1, (7.56)

система (7.48)–(7.53) распадается следующим образом:

α′
= −Z3 + b(Z2

+ Z2
3 ) sinα+ b sinα cos

2 α, (7.57)

Z ′
3 = sinα cosα− Z2 cosα

sinα
+ bZ3(Z

2
+ Z2

3 ) cosα− bZ3 sin
2 α cosα,

(7.58)

Z ′
= ZZ3

cosα

sinα
+ bZ(Z2

+ Z2
3 ) cosα− bZ sin

2 α cosα, (7.59)

Z ′
∗ = (±)Z

√

1 + Z2
∗
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
, (7.60)

β′1 = (±)

ZZ∗
√

1 + Z2
∗

cosα

sinα
, (7.61)
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β′2 = (∓)

Z
√

1 + Z2
∗

cosα

sinα sinβ1
. (7.62)

Видно, что система шестого порядка распалась на незави-

симые подсистемы еще более низкого порядка: система (7.57)–

(7.59) — третьего, а система (7.60), (7.61) (конечно, после заме-

ны независимого переменного) — второго. Таким образом, для

полной интегрируемости системы (7.47), (7.57)–(7.62) достаточ-

но указать два независимых первых интеграла системы (7.57)–

(7.59), один — системы (7.60), (7.61), и два дополнительных

первых интеграла, «привязывающих» уравнения (7.62) и (7.47).

Заметим, что систему (7.57)–(7.59) можно рассматривать на

касательном расслоении TS2 двумерной сферы S2
.

2.2. Полный список первых интегралов.
Система (7.57)–(7.59) имеет вид системы уравнений (5.21),

возникающей в динамике трехмерного (3D-) твердого тела в

неконсервативном поле сил (см. главу 5). При этом фазовые пе-

ременные Z1, Z2 в системе (5.21) соответствуют фазовым пере-

менным Z, Z3 системы (7.57)–(7.59). Но, поскольку данная гла-

ва может быть прочтена самостоятельно, повторим некоторые

рассуждения главы 5 (в новых обозначениях).

Заметим, что, в силу (7.19), значение скорости центра масс

является первым интегралом системы (7.26)–(7.32) (при условии

(7.21)), и следовательно, функция фазовых переменных

Ψ0(v, α, β1, β2, z1, z2, z3) =

= v2
+ σ2

(z2
1 + z2

2 + z2
3) − 2σz3v sinα = V 2

C (7.63)

постоянна на ее фазовых траекториях (где величины z1, z2, z3
выбираются в силу (7.25)).

В силу невырожденной замены независимого переменного

(при v 6= 0), у системы (7.47), (7.57)–(7.62) также существует

аналитический интеграл, следовательно, функция фазовых пе-

ременных

Ψ1(v, α, β1, β2, Z, Z∗, Z3) =

= v2
(1 + b2(Z2

+ Z2
3 ) − 2bZ3 sinα) = V 2

C (7.64)

постоянна на ее фазовых траекториях.

Равенство (7.64) позволяет, не решая системы (7.47), (7.57)–

(7.62), найти зависимость скорости характерной точки твердого
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тела (центра D диска) от других фазовых переменных, следо-

вательно, при VC 6= 0 выполнено равенство

v2
=

V 2
C

1 + b2(Z2
+ Z2

3 ) − 2bZ3 sinα
. (7.65)

Поскольку фазовое пространство

W2 = R1
+{v} ×

×TS3{Z,Z∗, Z3, 0 < α < π, 0 < β1 < π, 0 6 β2 < 2π} (7.66)

системы (7.47), (7.57)–(7.62) семимерно, а в нем существуют

асимптотические предельные множества, то равенство (7.64) за-

дает единственный аналитический (даже непрерывный) первый

интеграл системы (7.47), (7.57)–(7.62) во всем фазовом про-

странстве (ср. с [22, 23, 42, 77, 96, 98, 127, 135–138, 165, 176,

217]).

Рассмотрим подробнее вопрос существования других (допол-

нительных) первых интегралов системы (7.47), (7.57)–(7.62). Ее

фазовое пространство расслаивается на поверхности

{(v, α, β1, β2, Z, Z∗, Z3) ∈W2 : VC = const}, (7.67)

динамика на которых определяется с помощью первых интегра-

лов системы (7.47), (7.57)–(7.62).

Сначала сопоставим независимой подсистеме третьего поряд-

ка (7.57)–(7.59) неавтономную систему второго порядка

dZ3

dα
=

sinα cosα+ bZ3(Z
2
+Z2

3 ) cosα−bZ3 sin
2 α cosα−Z2 cosα

sinα
−Z3 + b(Z2

+ Z2
3 ) sinα+ b sinα cos

2 α
,

dZ

dα
=

bZ(Z2
+ Z2

3 ) cosα− bZ sin
2 α cosα+ ZZ3

cosα

sinα
−Z3 + b(Z2

+ Z2
3 ) sinα+ b sinα cos

2 α
.

(7.68)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (7.68) в ал-

гебраическом виде

dZ3

dτ
=

τ + bZ3(Z
2
+ Z2

3 ) − bZ3τ
2 − Z2/τ

−Z3 + bτ(1 − τ2
) + bτ(Z2

+ Z2
3 )

,

dZ

dτ
=

bZ(Z2
+ Z2

3 ) − bZτ2
+ ZZ3/τ

−Z3 + bτ(1 − τ2
) + bτ(Z2

+ Z2
3 )

.

(7.69)
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Далее, вводя однородные переменные по формулам

Z = u1τ, Z3 = u2τ, (7.70)

приводим систему (7.69) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

1 − bu2τ
2
+ bu2(u

2
1 + u2

2)τ
2 − u2

1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

)

,

τ
du1

dτ
+ u1 =

bu1(u
2
1 + u2

2)τ
2 − bu1τ

2
+ u1u2

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

)

,

(7.71)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

)

,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

)

.

(7.72)

Сопоставим системе второго порядка (7.72) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − bu1
, (7.73)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1

)

= 0. (7.74)

Следовательно, уравнение (7.73) имеет следующий первый

интеграл:

u2
2 + u2

1 − bu2 + 1

u1
= C1 = const, (7.75)

который в прежних переменных имеет вид

Z2
3 + Z2 − bZ3 sinα+ sin

2 α

Z sinα
= C1 = const . (7.76)

Замечание 7.1. Рассмотрим систему (7.57)–(7.59) с пере-

менной диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247,

264, 266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413,
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426–430, 434, 435, 443], которая становится консервативной при

b = 0:

α′
= −Z3,

Z ′
3 = sinα cosα− Z2 cosα

sinα
,

Z ′
= ZZ3

cosα

sinα
.

(7.77)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

Z2
3 + Z2

+ sin
2 α = C∗

1 = const, (7.78)

Z sinα = C∗
2 = const . (7.79)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (7.78), (7.79)

также является первым интегралом системы (7.77). Но при

b 6= 0 каждая из функций

Z2
3 + Z2 − bZ3 sinα+ sin

2 α (7.80)

и (7.79) по отдельности не является первым интегралом систе-

мы (7.57)–(7.59). Однако отношение функций (7.80), (7.79) явля-

ется первым интегралом системы (7.57)–(7.59) при любом b.
Далее найдем дополнительный первый интеграл системы

третьего порядка (7.57)–(7.59). Для этого сначала преобразуем

инвариантное соотношение (7.75) при u1 6= 0 следующим обра-

зом:

(

u2 −
b

2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=

b2 + C2
1

4

− 1. (7.81)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4 > 0, (7.82)

и фазовое пространство системы (7.57)–(7.59) расслаивается на

семейство поверхностей, задаваемых равенством (7.81).

Таким образом, в силу соотношения (7.75), первое уравнение

системы (7.72) примет вид

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)

−u2 + b(1 − τ2
) + bτ2

(U2
1 (C1, u2) + u2

2)
, (7.83)
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где

U1(C1, u2) =

1

2

{C1 ±
√

C2
1 − 4(u2

2 − bu2 + 1)} (7.84)

и постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (7.82),

или вид уравнения Бернулли:

dτ

du2
=

(b− u2)τ − bτ3
(1 − U2

1 (C1, u2) − u2
2)

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
. (7.85)

Уравнение (7.85) (при помощи (7.84)) легко приводится к ли-

нейному неоднородному уравнению:

dp

du2
=

2(u2 − b)p+ 2b(1 − U2
1 (C1, u2) − u2

2)

1 − bu2 + u2
2 − U2

1 (C1, u2)
, p =

1

τ2
. (7.86)

Последний факт означает, что может быть найден еще один

трансцендентный первый интеграл в явном виде (т.е. через ко-

нечную комбинацию квадратур). При этом общее решение урав-

нения (7.86) зависит от произвольной постоянной C2. Полные

выкладки здесь приводить не будем, отметив лишь для приме-

ра, что общее решение линейного однородного уравнения, по-

лученного из (7.86)), даже в частном случае b = C1 = 2 имеет

следующее решение:

p = p0(u2) =

= C
[
√

1 − (u2 − 1)
2 ± 1

]

exp





√

√

√

√

1 ∓
√

1 − (u2 − 1)
2

1 ±
√

1 − (u2 − 1)
2



 , C = const .

(7.87)

Замечание 7.2. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (7.75).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный виду трансцендент-

ного первого интеграла из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(

sinα,
z3

sinα
,

z

sinα

)

= C2 = const . (7.88)

Таким образом, для интегрирования системы шестого поряд-

ка (7.57)–(7.62) уже найдены два независимых первых интегра-

ла. Для полной же ее интегрируемости, как указано выше, до-

статочно найти один первый интеграл для (потенциально отде-
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лившейся) системы (7.60), (7.61), а также дополнительный пер-

вый интеграл, «привязывающий» уравнение (7.62).

Для поиска первого интеграла (потенциально отделившейся)

системы (7.60), (7.61) сопоставим ей следующее неавтономное

уравнение первого порядка:

dZ∗
dβ1

=

1 + Z2
∗

Z∗

cosβ1

sinβ1
. (7.89)

Это равенство после несложного интегрирования приводит к

искомому инвариантному соотношению
√

1 + Z2
∗

sinβ1
= C3 = const, (7.90)

которое в переменных Z1, Z2 перепишется как
√

Z2
1 + Z2

2

Z1 sinβ1
= C3 = const . (7.91)

Далее, для поиска дополнительного первого интеграла, «при-

вязывающего» уравнение (7.62), сопоставим уравнениям (7.62) и

(7.60) следующее неавтономное уравнение:

dZ∗
dβ2

= −(1 + Z2
∗ ) cosβ1. (7.92)

Поскольку, в силу (7.90),

C3 cosβ1 = ±
√

C2
3 − 1 − Z2

∗ , (7.93)

то

dZ∗
dβ2

= ∓
1

C3
(1 + Z2

∗ )
√

C2
3 − 1 − Z2

∗ . (7.94)

Тогда, интегрируя последнее равенство, приходим к следую-

щей квадратуре:

∓(β2 + C4) =

∫

C3dZ∗

(1 + Z2
∗ )
√

C2
3 − 1 − Z2

∗

, C4 = const . (7.95)

Дальнейшее интегрирование приводит к равенству

∓ tg(β2 + C4) =

C3Z∗
√

C2
3 − 1 − Z2

∗

, C4 = const . (7.96)
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В переменных Z1, Z2 последнее инвариантное соотношение

примет вид

∓ tg(β2 + C4) =

C3Z2
√

(C2
3 − 1)Z2

1 − Z2
2

, C4 = const . (7.97)

Окончательно имеем дополнительный первый интеграл,

«привязывающий» уравнение (7.62):

arctg

C3Z∗
√

C2
3 − 1 − Z2

∗

± β2 = C4, C4 = const (7.98)

или

arctg

C3Z2
√

(C2
3 − 1)Z2

1 − Z2
2

± β2 = C4, C4 = const . (7.99)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (7.3)–(7.6), (7.9)–(7.14) при условии (7.45) име-

ет восемь инвариантных соотношений: аналитическая неинтег-

рируемая связь вида (7.19), соответствующая аналитическому

первому интегралу (7.63), циклические первые интегралы вида

(7.17), (7.18), первый интеграл вида (7.76), а также первый ин-

теграл, который может быть найден из уравнения (7.86), являю-

щийся трансцендентной функцией фазовых переменных (также

в смысле комплексного анализа), и, наконец, трансцендентные

первые интегралы вида (7.90) ((7.91)) и (7.98) ((7.99)).

Теорема 7.1. Система (7.3)–(7.6), (7.9)–(7.14) при услови-
ях (7.19), (7.45), (7.18), (7.17) обладает восемью инвариант-
ными соотношениями (полным набором), четыре из которых
являются трансцендентными функциями с точки зрения комп-
лексного анализа. При этом, по крайней мере, семь из восьми
соотношений выражаются через конечную комбинацию элемен-
тарных функций.

2.3. Топологические аналогии. Покажем, что существу-

ет еще одна механическая и топологическая аналогия.

Теорема 7.2. Первый интеграл (7.76) системы (7.3)–(7.6),
(7.9)–(7.14) при условиях (7.19), (7.45), (7.18), (7.17) постоянен

на фазовых траекториях системы (6.74)–(6.79).

Доказательство. Действительно, первый интеграл (7.76)

может быть получен заменой координат через соотношение
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(7.75), а первый интеграл (6.95) может быть получен заменой

координат через соотношение (6.94). Но соотношения (7.75) и

(6.94) совпадают. Теорема доказана. �

Таким образом, имеем следующие топологичекие и механи-

ческие аналогии в том смысле, в котором они объяснены выше.

1) Движение свободного твердого тела в неконсервативном

поле сил со следящей силой (при наличии неинтегрируемой свя-

зи).

2) Движение закрепленного физического маятника в потоке

набегающей среды (неконсервативное поле сил).

3) Вращение твердого тела вокруг центра масс, движущегося

прямолинейно и равномерно и находящегося в неконсервативном

поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

§ 3. Случай зависимости момента неконсервативных
сил от угловой скорости

3.1. Введение зависимости от угловой скорости и
приведенная система. Продолжаем изучать динамику четы-

рехмерного твердого тела в четырехмерном пространстве. Дан-

ный параграф (подобно аналогичному параграфу предыдущей

главы) посвящен исследованию случая движения при наличии

зависимости момента действующих сил от тензора угловой ско-

рости. Поэтому введем такую зависимость аналогичным обра-

зом. К тому же, данная точка зрения поможет нам вводить эту

зависимость и для многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N , x4N ) — координаты точки N воз-

действия неконсервативной силы (воздействия среды) на трех-

мерный диск, Q = (Q1, Q2, Q3, Q4) — компоненты, не завися-

щие от тензора угловой скорости. Будем вводить зависимость

функций (x1N , x2N , x3N , x4N ) от тензора угловой скорости лишь

линейным образом, поскольку само данное введение априори не

очевидно [30, 31, 45, 46, 48, 81–90, 112, 113, 151, 186, 207, 209,

253, 254, 265, 278–280].

Таким образом, возьмем следующую зависимость:

x = Q+R, (7.100)

где R = (R1, R2, R3, R4) — вектор-функция, содержащая компо-

ненты тензора угловой скорости. Здесь зависимость функции R
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от компонент тензора угловой скорости — гироскопическая:

R =









R1

R2

R3

R4









= −
1

v









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

















h1

h2

h3

h4









, (7.101)

где (h1, h2, h3, h4) — некоторые положительные параметры (ср.

[326, 334, 335, 349, 415]).

Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N ≡ 0,

то

x2N = Q2 − h1
ω6

v
, x3N = Q3 + h1

ω5

v
, x4N = Q4 − h1

ω3

v
. (7.102)

Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [182,

183]

Q2 = A sinα cosβ1,

Q3 = A sinα sinβ1 cosβ2,

Q4 = A sinα sinβ1 sinβ2, A > 0,

(7.103)

возьмем динамические функции s, x2N , x3N и x4N следующего

вида:

s(α) = B cosα, B > 0,

x2N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα cosβ1 − h
ω6

v
, h = h1 > 0, v 6= 0,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα sinβ1 cosβ2+h
ω5

v
, h=h1 > 0, v 6=0,

x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα sinβ1 sinβ2−h
ω3

v
, h=h1 > 0, v 6=0,

(7.104)

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе присут-

ствует также еще и дополнительный демпфирующий (а в неко-

торых областях фазового пространства и разгоняющий) момент

неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента

от компонент тензора угловой скорости), причем h2 = h3 = h4 в

силу динамической симметрии тела.

При этом функции Γv (α, β1, β2,Ω/v), ∆v (α, β1, β2,Ω/v),
Θv (α, β1, β2,Ω/v), входящие в систему (7.35)–(7.40), примут сле-
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дующий вид:

Γv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= A sinα−
h

v
z3,

∆v

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=

h

v
z2,

Θv

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= −
h

v
z1.

(7.105)

Тогда, в силу условий (7.19), (7.104), преобразованная ди-

намическая часть уравнений движения (система (7.34)–(7.40))

примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, β2, Z), (7.106)

α′
= −Z3 + b(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 ) sinα+ b sinα cos
2 α− bH1Z3 cos

2 α,
(7.107)

Z ′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 )

cosα

sinα
+

+bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ3 sin

2 α cosα+

+bH1Z
2
3 sinα cosα−H1Z3 cosα, (7.108)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα
+ (1 + bH1)Z

2
1

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ2 sin

2 α cosα+

+bH1Z2Z3 sinα cosα−H1Z2 cosα, (7.109)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ1 sin

2 α cosα+

+bH1Z1Z3 sinα cosα−H1Z1 cosα, (7.110)

β′1 = (1 + bH1)Z2
cosα

sinα
, (7.111)

β′2 = −(1 + bH1)Z1
cosα

sinα sinβ1
, (7.112)

где

Ψ(α, β1, β2, Z) = −b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα+
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+b sin
2 α cosα− bH1Z3 sinα cosα;

как и выше, безразмерные параметры b, H1 и постоянную n1

выбираем следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

2I2
, H1 =

Bh

2I2n0
, n1 = n0. (7.113)

Следовательно, система (7.106)–(7.112) может быть рассмот-

рена на своем фазовом семимерном многообразии

W1 = R1
+{v} ×

×TS3{Z1, Z2, Z3, 0 < α < π, 0 < β1 < π, 0 6 β2 < 2π}, (7.114)

т.е. на прямом произведении числового луча на касательное рас-

слоение к трехмерной сфере S3{0 < α < π, 0 < β1 < π, 0 6 β2 <
2π}.
Видно, что в системе седьмого порядка (7.106)–(7.112) обра-

зовалась независимая система шестого порядка (7.107)–(7.112)

на своем шестимерном многообразии.

Для полного интегрирования системы (7.106)–(7.112) необхо-

димо, вообще говоря, знать шесть независимых первых интег-

ралов. Однако после следующей замены переменных
(

Z1

Z2

)

→

(

Z
Z∗

)

, Z =

√

Z2
1 + Z2

2 , Z∗ = Z2/Z1, (7.115)

система (7.107)–(7.112) распадается следующим образом:

α′
= −Z3 + b(Z2

+ Z2
3 ) sinα+

+b sinα cos
2 α− bH1Z3 cos

2 α, (7.116)

Z ′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)Z

2 cosα

sinα
+

+bZ3(Z
2
+ Z2

3 ) cosα− bZ3 sin
2 α cosα+

+bH1Z
2
3 sinα cosα−H1Z3 cosα, (7.117)

Z ′
= (1 + bH1)ZZ3

cosα

sinα
+

+bZ(Z2
+ Z2

3 ) cosα− bZ sin
2 α cosα+

+bH1ZZ3 sinα cosα−H1Z cosα, (7.118)

Z ′
∗ = (±)(1 + bH1)Z

√

1 + Z2
∗
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
, (7.119)
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β′1 = (±)(1 + bH1)
ZZ∗

√

1 + Z2
∗

cosα

sinα
, (7.120)

β′2 = (∓)(1 + bH1)
Z

√

1 + Z2
∗

cosα

sinα sinβ1
. (7.121)

Видно, что система шестого порядка распалась на незави-

симые подсистемы еще более низкого порядка: система (7.116)–

(7.118) — третьего, а система (7.119), (7.120) (конечно, после

замены независимого переменного) — второго. Таким образом,

для полной интегрируемости системы (7.106), (7.116)–(7.121)

достаточно указать два независимых первых интеграла систе-

мы (7.116)–(7.118), один — системы (7.119), (7.120) и два до-

полнительных первых интеграла, «привязывающих» уравнения

(7.121) и (7.106).

Заметим, что систему (7.116)–(7.118) можно рассматривать

на касательном расслоении TS2 двумерной сферы S2
.

3.2. Полный список первых интегралов.
Система (7.116)–(7.118) имеет вид системы уравнений (5.67),

возникающей в динамике трехмерного (3D-) твердого тела в не-

консервативном поле сил (см. главу 5). При этом фазовые пе-

ременные Z1, Z2 в системе (5.67) соответствуют фазовым пе-

ременным Z, Z3 системы (7.116)–(7.118). Но, поскольку данная

глава может быть прочтена самостоятельно, повторим некото-

рые рассуждения главы 5 (в новых обозначениях).

Заметим, что, в силу (7.19), значение скорости центра масс

является первым интегралом системы (7.26)–(7.32) (при условии

(7.21)), и следовательно, функция фазовых переменных

Ψ0(v, α, β1, β2, z1, z2, z3) =

= v2
+ σ2

(z2
1 + z2

2 + z2
3) − 2σz3v sinα = V 2

C (7.122)

постоянна на ее фазовых траекториях (при этом величины z1,
z2, z3 выбираются в силу (7.25)).

В силу невырожденной замены независимого переменного

(при v 6= 0), у системы (7.106), (7.116)–(7.121) также существу-

ет аналитический интеграл, и следовательно, функция фазовых

переменных

Ψ1(v, α, β1, β2, Z, Z∗, Z3) =

= v2
(1 + b2(Z2

+ Z2
3 ) − 2bZ3 sinα) = V 2

C (7.123)
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постоянна на ее фазовых траекториях.

Равенство (7.123) позволяет, не решая системы (7.106),

(7.116)–(7.121), найти зависимость скорости характерной точки

твердого тела (центра D диска) от других фазовых переменных,

и следовательно, при VC 6= 0 выполнено равенство

v2
=

V 2
C

1 + b2(Z2
+ Z2

3 ) − 2bZ3 sinα
. (7.124)

Поскольку фазовое пространство

W2 = R1
+{v} ×

×TS3{Z,Z∗, Z3, 0 < α < π, 0 < β1 < π, 0 6 β2 < 2π} (7.125)

системы (7.106), (7.116)–(7.121) семимерно, а в нем существуют

асимптотические предельные множества, то равенство (7.123)

определяет единственный аналитический (даже непрерывный)

первый интеграл системы (7.106), (7.116)–(7.121) во всем фазо-

вом пространстве (ср. [22, 23, 42, 77, 96, 98, 127, 135–138, 165,

176, 217]).

Рассмотрим подробнее вопрос существования других (допол-

нительных) первых интегралов системы (7.106), (7.116)–(7.121).

Ее фазовое пространство расслаивается на поверхности

{(v, α, β1, β2, Z, Z∗, Z3) ∈W2 : VC = const}, (7.126)

динамика на которых определяется с помощью первых интегра-

лов системы (7.106), (7.116)–(7.121).

Сначала сопоставим независимой подсистеме третьего поряд-

ка (7.116)–(7.118) неавтономную систему второго порядка

dZ3

dα
=

R2(α,Z, Z3)

−Z3 + b(Z2
+ Z2

3 ) sinα+ b sinα cos
2 α− bH1Z3 cos

2 α
,

dZ

dα
=

R1(α,Z, Z3)

−Z3 + b(Z2
+ Z2

3 ) sinα+ b sinα cos
2 α− bH1Z3 cos

2 α
,

(7.127)

R2(α,Z, Z3) = sinα cosα+ bZ3(Z
2
+ Z2

3 ) cosα− bZ3 sin
2 α cosα−

−(1 + bH1)Z
2 cosα

sinα
+ bH1Z

2
3 sinα cosα−H1Z3 cosα,

R1(α,Z, Z3) = bZ(Z2
+ Z2

3 ) cosα− bZ sin
2 α cosα+

+(1 + bH1)ZZ3
cosα

sinα
+ bH1ZZ3 sinα cosα−H1Z cosα.
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Используя замену τ = sinα, перепишем систему (7.127) в ал-

гебраическом виде:

dZ3

dτ
=

=

τ + bZ3(Z
2
+ Z2

3 ) − bZ3τ
2 − (1 + bH1)Z

2/τ + bH1Z
2
3τ −H1Z3

−Z3 + bτ(1 − τ2
) + bτ(Z2

+ Z2
3 ) − bH1Z3(1 − τ2

)

,

dZ

dτ
=

=

bZ(Z2
+ Z2

3 ) − bZ1τ
2
+ (1 + bH1)ZZ3/τ + bH1ZZ3τ −H1Z

−Z3 + bτ(1 − τ2
) + bτ(Z2

+ Z2
3 ) − bH1Z3(1 − τ2

)

.

(7.128)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

Z = u1τ, Z3 = u2τ, (7.129)

приводим систему (7.128) к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

=

1 − bu2τ
2
+ bu2(u

2
1 + u2

2)τ
2 − (1 + bH1)u

2
1 −H1u2 + bH1u

2
2τ

2

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

) − bH1u2(1 − τ2
)

,

τ
du1

dτ
+ u1 =

=

bu1(u
2
1 + u2

2)τ
2 − bu1τ

2
+ (1 + bH1)u1u2 −H1u1 + bH1u1u2

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

) − bH1u2(1 − τ2
)

,

(7.130)

что эквивалентно

τ
du2

dτ
=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)u

2
1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

) − bH1u2(1 − τ2
)

,

τ
du1

dτ
=

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−u2 + bτ2
(u2

1 + u2
2) + b(1 − τ2

) − bH1u2(1 − τ2
)

.

(7.131)

Сопоставим системе второго порядка (7.131) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)u

2
1

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1
, (7.132)
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которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

(1 + bH1)u
2
2 + (1 + bH1)u

2
1 − (b+H1)u2 + 1

u1

)

= 0. (7.133)

Следовательно, уравнение (7.132) имеет следующий первый

интеграл:

(1 + bH1)u
2
2 + (1 + bH1)u

2
1 − (b+H1)u2 + 1

u1
= C1 = const,

(7.134)

который в прежних переменных имеет вид

(1 + bH1)Z
2
3 + (1 + bH1)Z

2 − (b+H1)Z3 sinα+ sin
2 α

Z sinα
=

= C1 = const . (7.135)

Замечание 7.3. Рассмотрим систему (7.116)–(7.118) с пере-

менной диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247,

264, 266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413,

426–430, 434, 435, 443], которая становится консервативной при

b = H1:

α′
= −Z3 + b(Z2

+ Z2
3 ) sinα+ b sinα cos

2 α− b2Z3 cos
2 α,

Z ′
3 = sinα cosα− (1 + b2)Z2 cosα

sinα
+ bZ3(Z

2
+ Z2

3 ) cosα−

−bZ3 sin
2 α cosα+ b2Z2

3 sinα cosα− bZ3 cosα, (7.136)

Z ′
= (1 + b2)ZZ2

cosα

sinα
+ bZ(Z2

+ Z2
3 ) cosα− bZ sin

2 α cosα+

+b2ZZ3 sinα cosα− bZ cosα.

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

(1 + b2)(Z2
3 + Z2

) − 2bZ3 sinα+ sin
2 α = C∗

1 = const, (7.137)

Z sinα = C∗
2 = const . (7.138)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (7.137),

(7.138) также является первым интегралом системы (7.136). Но

при b 6= H1 каждая из функций

(1 + bH1)(Z
2
3 + Z2

) − (b+H1)Z3 sinα+ sin
2 α (7.139)
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и (7.138) по отдельности не является первым интегралом систе-

мы (7.116)–(7.118). Однако отношение функций (7.139), (7.138)

является первым интегралом системы (7.116)–(7.118) при любых

b, H1.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интегра-

ла системы третьего порядка (7.116)–(7.118). Для этого сначала

преобразуем инвариантное соотношение (7.134) при u1 6= 0 сле-

дующим образом:

(

u2 −
b+H1

2(1 + bH1)

)2

+

(

u1 −
C1

2(1 + bH1)

)2

=

=

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4

4(1 + bH1)
2

. (7.140)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

(b−H1)
2
+ C2

1 − 4 > 0, (7.141)

и фазовое пространство системы (7.116)–(7.118) расслаивается

на семейство поверхностей, задаваемых равенством (7.140).

Таким образом, в силу соотношения (7.134), первое уравне-

ние системы (7.131) примет вид

τ
du2

dτ
=

=

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)U

2
1 (C1, u2)

−u2 + b(1 − τ2
) + bτ2

(U2
1 (C1, u2) + u2

2) − bH1u2(1 − τ2
)

,

(7.142)

где

U1(C1, u2) =

=

1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4(1 + bH1)(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2

2)

}

(7.143)

и постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (7.141),

или оно имеет вид уравнения Бернулли:

dτ

du2
=

=

(b− (1 + bH1)u2)τ − bτ3
(1 − U2

1 (C1, u2) − u2
2 −H1u2)

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)U2

1 (C1, u2)
. (7.144)
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Уравнение (7.144) (при помощи (7.3)) легко приводится к ли-

нейному неоднородному уравнению:

dp

du2
=

=

2((1 + bH1)u2 − b)p+ 2b(1 −H1u2 − u2
2 − U2

1 (C1, u2))

1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)U2

1 (C1, u2)
, p =

1

τ2
.

(7.145)

Последний факт означает, что может быть найден еще один

трансцендентный первый интеграл в явном виде (т.е. через ко-

нечную комбинацию квадратур). При этом общее решение урав-

нения (7.145) зависит от произвольной постоянной C2. Полные

выкладки здесь приводить не будем, отметив лишь для приме-

ра, что общее решение линейного однородного уравнения, полу-

ченного из (7.145), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =

1 −A4
1

1 +A4
1

, A1 =

1

2

(b+H1)

имеет следующее решение:

p = p0(u2) =

= C[1 −A1u2]
2/(1+A4

1
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

C2
1 − 4A2

1(1 −A1u2)
2 ± C1

√

C2
1 − 4A2

1(1 −A1u2)
2 ∓ C1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

±A4

1
/(1+A4

1
)

×

× exp

2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const . (7.146)

Замечание 7.4. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (7.134).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный виду трансцендент-

ного первого интеграла из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(

sinα,
Z3

sinα
,
Z

sinα

)

= C2 = const . (7.147)

Таким образом, для интегрирования системы шестого поряд-

ка (7.116)–(7.121) уже найдены два независимых первых интег-

рала. Для полной ее интегрируемости, как указано выше, до-

статочно найти один первый интеграл для (потенциально от-
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делившейся) системы (7.119), (7.120), а также дополнительный

первый интеграл, «привязывающий» уравнение (7.121).

Для поиска первого интеграла (потенциально отделившейся)

системы (7.119), (7.120) сопоставим ей следующее неавтономное

уравнение первого порядка:

dZ∗
dβ1

=

1 + Z2
∗

Z∗

cosβ1

sinβ1
. (7.148)

Последнее равенство после несложного интегрирования при-

водит к искомому инвариантному соотношению
√

1 + Z2
∗

sinβ1
= C3 = const, (7.149)

которое в переменных Z1, Z2 перепишется как
√

Z2
1 + Z2

2

Z1 sinβ1
= C3 = const . (7.150)

Далее, для поиска дополнительного первого интеграла,

«привязывающего» уравнение (7.121), сопоставим уравнениям

(7.121) и (7.119) следующее неавтономное уравнение:

dZ∗
dβ2

= −(1 + Z2
∗ ) cosβ1. (7.151)

Поскольку, в силу (7.149),

C3 cosβ1 = ±
√

C2
3 − 1 − Z2

∗ , (7.152)

то

dZ∗
dβ2

= ∓
1

C3
(1 + Z2

∗ )
√

C2
3 − 1 − Z2

∗ . (7.153)

Тогда, интегрируя последнее равенство, приходим к следую-

щей квадратуре:

∓(β2 + C4) =

∫

C3dZ∗

(1 + Z2
∗ )
√

C2
3 − 1 − Z2

∗

, C4 = const . (7.154)

Дальнейшее интегрирование приводит к равенству

∓ tg(β2 + C4) =

C3Z∗
√

C2
3 − 1 − Z2

∗

, C4 = const . (7.155)
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В переменных Z1, Z2 последнее инвариантное соотношение

примет вид

∓ tg(β2 + C4) =

C3Z2
√

(C2
3 − 1)Z2

1 − Z2
2

, C4 = const . (7.156)

Окончательно имеем дополнительный первый интеграл,

«привязывающий» уравнение (7.121):

arctg

C3Z∗
√

C2
3 − 1 − Z2

∗

± β2 = C4, C4 = const (7.157)

или

arctg

C3Z2
√

(C2
3 − 1)Z2

1 − Z2
2

± β2 = C4, C4 = const . (7.158)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (7.3)–(7.6), (7.9)–(7.14) при условии (7.104)

имеет восемь инвариантных соотношений: аналитическая не-

интегрируемая связь вида (7.19), соответствующая аналитичес-

кому первому интегралу (7.122), циклические первые интегра-

лы вида (7.17), (7.18), первый интеграл вида (7.135), а так-

же первый интеграл, который может быть найден из уравне-

ния (7.145), являющийся трансцендентной функцией фазовых

переменных (также в смысле комплексного анализа), и, нако-

нец, трансцендентные первые интегралы вида (7.149) ((7.150))

и (7.157) ((7.158)).

Теорема 7.3. Система (7.3)–(7.6), (7.9)–(7.14) при услови-
ях (7.19), (7.104), (7.18), (7.17) обладает восемью инвариант-
ными соотношениями (полным набором), четыре из которых
являются трансцендентными функциями с точки зрения комп-
лексного анализа. При этом, по крайней мере, семь из восьми
соотношений выражаются через конечную комбинацию элемен-
тарных функций.

3.3. Топологические аналогии. Покажем, что существу-

ет еще одна механическая и топологическая аналогия.

Теорема 7.4. Первый интеграл (7.135) системы (7.3)–(7.6),
(7.9)–(7.14) при условиях (7.19), (7.104), (7.18), (7.17) постоянен

на фазовых траекториях системы (6.145)–(6.150).
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Доказательство. Действительно, первый интеграл (7.135)

может быть получен заменой координат через соотношение

(7.134), а первый интеграл (6.166) может быть получен заменой

координат через соотношение (6.165). Но соотношения (7.134) и

(6.165) совпадают. Теорема доказана. �

Таким образом, мы имеем следующие топологичекие и ме-

ханические аналогии в том смысле, в котором они объяснены

выше.

1) Движение свободного твердого тела в неконсервативном

поле сил со следящей силой (при наличии неинтегрируемой свя-

зи).

2) Движение закрепленного физического маятника в потоке

набегающей среды (неконсервативное поле сил).

3) Вращение твердого тела вокруг центра масс, движущегося

прямолинейно и равномерно и находящегося в неконсервативном

поле сил.

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

Глава 8

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ ТВЕРДОГО
ТЕЛА В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. III

В данной главе систематизируются полученные новые ре-

зультаты по исследованию уравнений движения динамически

симметричного четырехмерного (4D-) твердого тела, находяще-

гося в некотором неконсервативном поле сил в случае особой

динамической симметрии. Вид поля сил заимствован из дина-

мики реальных твердых тел меньшей размерности, взаимодей-

ствующих с сопротивляющейся средой по законам струйного об-

текания, при котором на тело действует неконсервативная сле-

дящая сила, заставляющая оставаться постоянными в течение

всего времени движения как величину скорости некоторой ха-

рактерной точки твердого тела, так и некоторую другую фазо-

вую переменную. Последний факт означает наличие в системе

неинтегрируемых сервосвязей (см. также [1, 49, 51, 88, 111–113,

139, 146–149, 186, 188, 195, 202, 241, 246, 350, 373, 374, 412]).

Ранее в [146–149] автором уже была показана полная интег-

рируемость уравнений плоскопараллельного движения тела в
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сопротивляющейся среде в условиях струйного обтекания, когда

у системы динамических уравнений существует первый интег-

рал, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций

комплексного переменного, имеющей существенно особые точ-

ки) функцией квазискоростей. Тогда предполагалось, что все

взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части по-

верхности тела, которая имеет форму (одномерной) пластины.

Позднее [197, 200, 206, 208, 212–213, 222, 236, 245] плоская

задача была обобщена на пространственный (трехмерный) слу-

чай, при этом у системы динамических уравнений существует

полный набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже

предполагалось, что все взаимодействие среды с телом сосре-

доточено на той части поверхности тела, которая имеет форму

плоского (двумерного) диска.

В данной главе полученные в настоящее время результаты

относятся к случаю, когда все взаимодействие среды с телом

сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет

форму двумерного диска, при этом силовое воздействие сосредо-

точено на двумерной плоскости, которая перпендикулярна дан-

ному диску. Данные результаты систематизируются и подаются

в инвариантном виде. При этом вводится дополнительная зави-

симость момента неконсервативной силы от угловой скорости.

Данная зависимость в дальнейшем может быть распространена

и на случаи движения в пространствах высшей размерности.

§ 1. Более общая задача о движении со следящей силой

Рассмотрим движение однородного динамически симметрич-

ного (случай (6.2)) твердого тела с «передним торцом» (дву-

мерным диском, взаимодействующим со средой, заполняющей

четырехмерное пространство) в поле силы S сопротивления в

условиях квазистационарности [26, 75, 86–90, 105, 111–113, 142–

151, 153, 169, 170, 182, 183].

Пусть (v, α, β2, β1) — координаты вектора скорости vD неко-

торой характерной точки D твердого тела (D — центр двумер-

ного диска) такие, что α — угол между вектором vD и плос-

костью Dx1x2, β2 — угол, измеряемый в плоскости Dx1x2 до

проекции вектора vD на плоскость Dx1x2, β1 — угол, измеряе-

мый в плоскости Dx3x4 до проекции вектора vD на плоскость
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Dx3x4,

Ω =









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0









— тензор угловой скорости тела, Dx1x2x3x4 — система коорди-

нат, связанная с телом, при этом прямая CD лежит в плоскости

Dx1x2 (C — центр масс), а оси Dx3, Dx4 лежат в гиперплос-

кости диска, I1, I2 = I1, I3, I4 = I3, m — инерционно-массовые

характеристики.

Возьмем следующие разложения в проекциях на оси системы

координат Dx1x2x3x4:

DC = {σ sin γ,−σ cos γ, 0, 0},

vD={v cosα sinβ2, v cosα cosβ2, v sinα cosβ1, v sinα sinβ1}.
(8.1)

В случае (6.2) также будет справедливо разложение для

функции воздействия среды на четырехмерное тело:

S = {S1, S2, 0, 0}, (8.2)

и

S1 = S sin γ, S2 = −S cos γ, γ = const, (8.3)

т.е. в данном случае F = S и угол γ измеряется в плоскости
Dx1x2.

Тогда та часть динамических уравнений движения тела (в

том числе, и в случае аналитических функций Чаплыгина [182,

183], см. далее), которые описывают движение центра масс и

соответствуют пространству R4
, при котором касательные си-

лы воздействия среды на двумерный диск отсутствуют, примет

вид:

v̇ cosα sinβ2 − α̇v sinα sinβ2 +
˙β2v cosα cosβ2 −

−ω6v cosα cosβ2 + ω5v sinα cosβ1 − ω3v sinα sinβ1 −

−σ(ω2
6 + ω2

5 + ω2
3) sin γ − σ(ω4ω5 + ω2ω3) cos γ +

+σω̇6 cos γ =

S1

m
, (8.4)

v̇ cosα cosβ2 − α̇v sinα cosβ2 − ˙β2v cosα sinβ2 +

+ω6v cosα sinβ2 − ω4v sinα cosβ1 + ω2v sinα sinβ1 +
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+σ(ω2
6 + ω2

4 + ω2
2) cos γ + σ(ω4ω5 + ω2ω3) sin γ +

+σω̇6 sin γ =

S2

m
, (8.5)

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − ˙β1v sinα sinβ1 −

−ω5v cosα sinβ2 + ω4v cosα cosβ2 − ω1v sinα sinβ1 +

+σ(ω4ω6 − ω1ω3) sin γ − σ(ω5ω6 + ω1ω2) cos γ −

−σω̇5 sin γ − σω̇4 cos γ = 0, (8.6)

v̇ sinα sinβ1 + α̇v cosα sinβ1 +
˙β1v sinα cosβ1 +

+ω3v cosα sinβ2 − ω2v cosα cosβ2 + ω1v sinα cosβ1 −

−σ(ω2ω6 + ω1ω5) sin γ + σ(ω3ω6 − ω1ω4) cos γ +

+σω̇3 sin γ + σω̇2 cos γ = 0, (8.7)

где

S = s(α)v2, σ = CD, v > 0. (8.8)

Далее, вспомогательная матрица (6.11) для вычисления мо-

мента силы сопротивления примет вид
(

0 0 x3N x4N

S1 S2 0 0

)

, (8.9)

и следовательно, та часть динамических уравнений движения

тела, которые описывают движение тела вокруг центра масс и

соответствуют алгебре Ли so(4), примет вид:

(λ4 + λ3)ω̇1 + (λ3 − λ4)(ω3ω5 + ω2ω4) = 0, (8.10)

(λ2 + λ4)ω̇2 + (λ2 − λ4)(ω3ω6 − ω1ω4) =

= −x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2
cos γ, (8.11)

(λ4 + λ1)ω̇3 + (λ4 − λ1)(ω2ω6 + ω1ω5) =

= −x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2
sin γ, (8.12)

(λ3 + λ2)ω̇4 + (λ2 − λ3)(ω5ω6 + ω1ω2) =

= x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2
cos γ, (8.13)
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(λ1 + λ3)ω̇5 + (λ3 − λ1)(ω4ω6 − ω1ω3) =

= x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2
sin γ, (8.14)

(λ1 + λ2)ω̇6 + (λ1 − λ2)(ω4ω5 + ω2ω3) = 0. (8.15)

Таким образом, фазовым пространством системы (8.4)–(8.7),

(8.10)–(8.15) десятого порядка является прямое произведение че-

тырехмерного многообразия на алгебру Ли so(4):

R1 × S3 × so(4). (8.16)

Сразу же заметим, что система (8.4)–(8.7), (8.10)–(8.15), в

силу имеющейся динамической симметрии

I1 = I2, I3 = I4, (8.17)

обладает циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 = const, ω6 ≡ ω0

6 = const . (8.18)

В дальнейшем будем рассматривать динамику системы на

нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

6 = 0. (8.19)

Если рассматривается более общая задача о движении тела

при наличии некоторой следящей силы T, действующей на плос-

кости Dx1x2 и обеспечивающей в течение всего времени движе-

ния выполнение равенств (см. также [146–149])

v ≡ const, β2 ≡ const, (8.20)

то в системе (8.4)–(8.7), (8.10)–(8.15) вместо F1 и F2 будут сто-

ять соответственно величины

T1 + S1, T2 + S2. (8.21)

В результате соответствующего выбора величины T сле-

дящей силы можно формально добиться выполнения равенств

(8.20) в течение всего времени движения. Действительно, фор-

мально выражая величину T , в силу системы (8.4)–(8.7), (8.10)–

(8.15), получим при cosα 6= 0:

T1 = T1,v,β2(α, β1,Ω) =

= −mσ(ω2
5 + ω2

3) sin γ −mσ(ω4ω5 + ω2ω3) cos γ +

+mω5v sinα cosβ1 cos
2 β2 −mω3v sinα sinβ1 cos

2 β2 +
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+mω4v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ2 −mω2v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ2 −

−s(α)v2
[

sin γ −
mσ

I1 + I3

sinα

cosα
sinβ2 · Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.22)

T2 = T2,v,β2(α, β1,Ω) =

= mσ(ω2
4 + ω2

2) cos γ +mσ(ω4ω5 + ω2ω3) sin γ −

−mω4v sinα cosβ1 sin
2 β2 +mω2v sinα sinβ1 sin

2 β2 −

−mω5v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ2 +mω3v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ2 +

+s(α)v2
[

cos γ −
mσ

I1 + I3

sinα

cosα
cosβ2 · Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.23)

где

Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

= x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

cosβ1 +

+x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

sinβ1. (8.24)

При получении равенств (8.22) и (8.23) используются условия

(8.18)–(8.20).

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций.

Во-первых, произошло преобразование системы при наличии в

системе следящей силы (управления), обеспечивающей рассмот-

рение интересующих нас классов движений (8.20). Во-вторых,

на это можно посмотреть как на процедуру, позволяющую по-

низить порядок системы. Действительно, система (8.4)–(8.7),

(8.10)–(8.15) в результате преобразований порождает независи-

мую систему шестого порядка следующего вида:

α̇v cosα cosβ1 − ˙β1v sinα sinβ1 − ω5v cosα sinβ2 +

+ω4v cosα cosβ2 − σω̇5 sin γ − σω̇4 cos γ = 0, (8.25)

α̇v cosα sinβ1 +
˙β1v sinα cosβ1 + ω3v cosα sinβ2 −

−ω2v cosα cosβ2 + σω̇3 sin γ + σω̇2 cos γ = 0, (8.26)

(I1 + I3)ω̇2 = −x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2
cos γ, (8.27)

(I1 + I3)ω̇3 = −x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2
sin γ, (8.28)
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(I1 + I3)ω̇4 = x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2
cos γ, (8.29)

(I1 + I3)ω̇5 = x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α)v2
sin γ, (8.30)

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добав-

ляются параметры v, β2.

1.1. Две системы рассуждений об интегрируемости.

Замечание (об аналитических первых интегралах).

Видно, что система (8.25)–(8.30) обладает двумя аналитически-

ми первыми интегралами, выраженными через конечную ком-

бинацию элементарных функций:

ω2 sin γ − ω3 cos γ = W ′
1 = const, (8.31)

ω4 sin γ − ω5 cos γ = W ′
2 = const . (8.32)

Прежде всего, это означает, что систему (8.25)–(8.30) можно ре-

дуцировать к системе четвертого порядка на своем четырехмер-

ном фазовом многообразии.

В дальнейшем при исследовании системы (8.25)–(8.30) можно

пойти следующими путями (т.е. принять следующие системы

рассуждений).

I. Во-первых, можно «не замечать» наличия в системе пер-

вых интегралов вида (8.31), (8.32). Тогда, проводя ряд эквива-

лентных преобразований, можно пытаться привести исследуе-

мую систему (8.25)–(8.30) к эквивалентной системе, в которой

произойдет отделение систем меньших размерностей. При этом

для полного ее интегрирования достаточно будет получить ко-

личество независимых первых интегралов, меньшее на две еди-

ницы, в силу (8.31), (8.32).

II. Во-вторых, можно сразу же воспользоваться первыми ин-

тегралами (8.31), (8.32), выразив две интересующие нас фазо-

вые переменные из списка ω2, ω3, ω4, ω5. При этом получим

систему четвертого порядка как систему, являющуюся редукци-

ей системы (8.25)–(8.30) к системе четвертого порядка на своем

четырехмерном фазовом многообразии.

Сначала выберем систему рассуждений I.

Действительно, система (8.25)–(8.30) эквивалентна системе

α̇v cosα− ω5v cosα cosβ1 sinβ2 + ω4v cosα cosβ1 cosβ2 +
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+ω3v cosα sinβ1 sinβ2 − ω2v cosα sinβ1 cosβ2 − σω̇5 sin γ cosβ1 −

−σω̇4 cos γ cosβ1 + σω̇3 sin γ sinβ1 + σω̇2 cos γ sinβ1 = 0, (8.33)

˙β1v sinα+ ω3v cosα cosβ1 sinβ2 − ω2v cosα cosβ1 cosβ2 +

+ω5v cosα sinβ1 sinβ2 − ω4v cosα sinβ1 cosβ2 + σω̇3 sin γ cosβ1 +

+σω̇2 cos γ cosβ1 + σω̇5 sin γ sinβ1 + σω̇4 cos γ sinβ1 = 0, (8.34)

ω̇2 = −
v2

I1 + I3
x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α) cos γ, (8.35)

ω̇3 = −
v2

I1 + I3
x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α) sin γ, (8.36)

ω̇4 =

v2

I1 + I3
x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α) cos γ, (8.37)

ω̇5 =

v2

I1 + I3
x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

s(α) sin γ, (8.38)

Введем новые квазискорости в системе. Для этого преобразу-

ем величины ω2, ω3, ω4, ω5 посредством композиции следующих

поворотов:

(

z1
−z2

)

= T∗(−β1)

(

ω3

ω5

)

,

(

z3
−z4

)

= T∗(−β1)

(

ω2

ω4

)

,

(8.39)

где

T∗(β1) =

(

cosβ1 − sinβ1

sinβ1 cosβ1

)

, (8.40)

а также
(

w1

w2

)

= T∗(β2)

(

z3
z1

)

,

(

w3

w4

)

= T∗(−β2)

(

−z4
z2

)

.

(8.41)
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Таким образом, справедливы следующие соотношения:

z1 = ω3 cosβ1 + ω5 sinβ1, z2 = ω3 sinβ1 − ω5 cosβ1,

z3 = ω2 cosβ1 + ω4 sinβ1, z4 = ω2 sinβ1 − ω4 cosβ1,

w1 = −z1 sinβ2 + z3 cosβ2, w2 = z3 sinβ2 + z1 cosβ2,

w3 = z2 sinβ2 − z4 cosβ2, w4 = z4 sinβ2 + z2 cosβ2.

(8.42)

Как видно из (8.33)–(8.38), на многообразии

O2 =

{

(α, β1, ω2, ω3, ω4, ω5) ∈ R6
: α =

π

2

k, k ∈ Z

}

(8.43)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇,
˙β1. Та-

ким образом, формально, на многообразии (8.43) происходит на-

рушение теоремы единственности. Более того, во-первых, при

k четном или нечетном неопределенность возникает по причи-

не вырождения координат (v, α, β1, β2), параметризующих трех-

мерную сферу (но не являющихся классическими сферическими

координатами), а, во-вторых, при k нечетном происходит явное
нарушение теоремы единственности, поскольку при этом первое

уравнение (8.33) вырождается.

Действительно, якобиан преобразования x1, x2, x3, x4 −→

v, α, β1, β2

x1 = v cosα sinβ2,

x2 = v cosα cosβ2,

x3 = v sinα cosβ1,

x4 = v sinα sinβ1

(8.44)

равен

v3
cosα sinα;

он отличается от якобиана преобразования при переходе к обоб-

щенным сферическим координатам v, α, β1, β2, который, в свою

очередь, равен

v3
sinα sinβ1.

Из этого следует, что система (8.33)–(8.38) вне и только вне

многообразия (8.43) эквивалентна системе

α̇ = −w3 +

σv

I1 + I3

s(α)

cosα
· Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

, (8.45)

ż4 = −
v2

I1 + I3
s(α) cos γ · Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

+
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+z3

[

w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.46)

ż3 =

v2

I1 + I3
s(α) cos γ · Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

−

−z4

[

w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.47)

ż2 = −
v2

I1 + I3
s(α) sin γ · Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

+

+z1

[

w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.48)

ż1 =

v2

I1 + I3
s(α) sin γ · Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

−

−z2

[

w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.49)

˙β1 = w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

, (8.50)

или окончательно

α̇ = −w3 +

σv

I1 + I3

s(α)

cosα
· Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

, (8.51)

ẇ4 = −
v2

I1 + I3
s(α) sin(β2 + γ) · Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

+

+w2

[

w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.52)

ẇ3 =

v2

I1 + I3
s(α) cos(β2 + γ) · Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

−

−w1

[

w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.53)

ẇ2 =

v2

I1 + I3
s(α) sin(β2 + γ) · Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

−

−w4

[

w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.54)
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ẇ1 =

v2

I1 + I3
s(α) cos(β2 + γ) · Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

+

+w3

[

w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)]

, (8.55)

˙β1 = w1
cosα

sinα
−

σv

I1 + I3

s(α)

sinα
· Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

, (8.56)

где

Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

= −x4N

(

α, β1,
Ω

v

)

cosβ1 +

+x3N

(

α, β1,
Ω

v

)

sinβ1, (8.57)

а функция Λv,β2
(α, β1,Ω/v) представляется в виде (8.24).

Здесь и далее зависимость от групп переменных

(α, β1, β2,Ω/v)

понимается как сложная зависимость от

(α, β1, β2, z1/v, z2/v, z3/v, z4/v)

(или (α, β1, β2, w1/v, w2/v, w3/v, w4/v)) в силу (8.42).

Нарушение теоремы единственности для системы (8.33)–

(8.38) на многообразии (8.43) при нечетном k происходит в

следующем смысле: почти через любую точку из многообразия

(8.43) при нечетном k проходит неособая фазовая траектория
системы (8.33)–(8.38), пересекая многообразие (8.43) под пря-

мым углом, а также существует фазовая траектория, полнос-

тью совпадающая во все моменты времени с указанной точкой.

Но физически это различные траектории, так как им отвечают

разные значения следящей силы. Покажем это.

Как показано выше, для поддержания связей вида (8.20) не-

обходимо выбрать значения T1 и T2 при cosα 6= 0 в виде (8.22)

и (8.23).

Пусть

lim

α→π/2

s(α)

cosα
Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

= L

(

β1, β2,
Ω

v

)

. (8.58)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim

α→π/2

∣

∣

∣

∣

∂

∂α

(

Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

s(α)

)∣

∣

∣

∣

< +∞. (8.59)
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При α = π/2 нужные величины проекций следящей силы най-
дутся из равенств

T1 = T1,v,β2

(

π

2

, β1,Ω

)

=

= −mσ(ω2
5 + ω2

3) sin γ −mσ(ω4ω5 + ω2ω3) cos γ +

+mω5v cosβ1 cos
2 β2 −mω3v sinβ1 cos

2 β2 +

+mω4v cosβ1 sinβ2 cosβ2 −mω2v sinβ1 sinβ2 cosβ2 +

+v2 mσ

I1 + I3
sinβ2 · L, (8.60)

T2 = T2,v,β2

(

π

2

, β1,Ω

)

=

= mσ(ω2
4 + ω2

2) cos γ +mσ(ω4ω5 + ω2ω3) sin γ −

−mω4v cosβ1 sin
2 β2 +mω2v sinβ1 sin

2 β2 −

−mω5v cosβ1 sinβ2 cosβ2 +mω3v sinβ1 sinβ2 cosβ2 −

−v2 mσ

I1 + I3
cosβ2 · L, (8.61)

где значения ω2, ω3, ω4, ω5 произвольны.

С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы

вращение вокруг некоторой точки W , необходимо выбрать про-

екции следящей силы в виде

T = T1

(

π

2

, β1, β2,Ω

)

=

mv2

R01
, (8.62)

T = T2

(

π

2

, β1, β2,Ω

)

=

mv2

R02
, (8.63)

где R01, R02 — проекции отрезка CW на соответствующие оси

координат.

Равенства (8.22), (8.23) и (8.62) (8.63) определяют, вообще

говоря, различные значения следящей силы T для почти всех

точек многообразия (8.43), что и доказывает сделанное замеча-

ние.
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§ 2. Случай отсутствия зависимости момента
неконсервативных сил от угловой скорости

2.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183], возьмем динамические функ-

ции s, x3N и x4N следующего вида:

s(α) = B cosα,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x3N0(α, β1) = A sinα cosβ1, (8.64)

x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

= x4N0(α, β1) = A sinα sinβ1, A,B > 0, v 6= 0,

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе отсут-

ствует зависимость момента неконсервативных сил от угловой

скорости (имеется лишь зависимость от углов α, β1, β2).

Функции Λv,β2
(α, β1,Ω/v) ,Πv,β2

(α, β1,Ω/v) , входящие в сис-
тему (8.51)–(8.56), примут следующий вид:

Λv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

= A sinα, Πv,β2

(

α, β1,
Ω

v

)

≡ 0. (8.65)

Тогда, в силу неинтегрируемых связей (8.20), вне и только

вне многообразия (8.43) динамическая часть уравнений движе-

ния (система (8.51)–(8.56)) примет вид аналитической системы

α̇ = −w3 +

σABv

I1 + I3
sinα, (8.66)

ẇ4 = −
ABv2

I1 + I3
sin(β2 + γ) sinα cosα+ w1w2

cosα

sinα
, (8.67)

ẇ3 =

ABv2

I1 + I3
cos(β2 + γ) sinα cosα− w2

1

cosα

sinα
, (8.68)

ẇ2 = −w1w4
cosα

sinα
, (8.69)

ẇ1 = w1w3
cosα

sinα
, (8.70)

˙β1 = w1
cosα

sinα
. (8.71)
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Вводя далее безразмерные переменные, параметры и диффе-

ренцирование следующим образом:

wk 7→ n0vwk, k = 1, 2, 3, 4, n2
0 =

AB

I1 + I3
,

b = σn0, 〈·〉 = n0v〈
′〉,

(8.72)

приведем систему (8.66)–(8.71) к виду

α′
= −w3 + b sinα, (8.73)

w′
4 = − sin(β2 + γ) sinα cosα+ w1w2

cosα

sinα
, (8.74)

w′
3 = cos(β2 + γ) sinα cosα− w2

1

cosα

sinα
, (8.75)

w′
2 = −w1w4

cosα

sinα
, (8.76)

w′
1 = w1w3

cosα

sinα
, (8.77)

β′1 = w1
cosα

sinα
. (8.78)

Видно, что в системе шестого порядка (8.73)–(8.78), которую

можно рассматривать на своем шестимерном многообразии

TS2 × R2
(8.79)

— прямом произведении касательного расслоения TS2 к двумер-

ной сфере S2 на двумерную плоскость, образовалась независи-

мая система пятого порядка (8.73)–(8.77) на своем пятимерном

многообразии.

Более того, у системы шестого порядка (8.73)–(8.78) появи-

лась независимая подсистема третьего порядка

α′
= −w3 + b sinα, (8.80)

w′
3 = cos(β2 + γ) sinα cosα− w2

1

cosα

sinα
, (8.81)

w′
1 = w1w3

cosα

sinα
, (8.82)

а также могут быть выделены (пока зависимая) система второго

порядка

w′
4 = − sin(β2 + γ) sinα cosα+ w1w2

cosα

sinα
, (8.83)
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w′
2 = −w1w4

cosα

sinα
, (8.84)

и уравнение

β′1 = w1
cosα

sinα
. (8.85)

Для полного интегрирования системы (8.73)–(8.78) необходи-

мо, вообще говоря, знать пять независимых первых интегралов.

Однако, после разбиения системы на три части (система (8.80)–

(8.82), система (8.83), (8.84) и уравнение (8.85)) для полного ин-

тегрирования достаточно знать два независимых первых интег-

рала системы (8.80)–(8.82), один — системы (8.83), (8.84) (после

приведения последней к независимой подсистеме) и один первый

интеграл, «присоединяющий» уравнение (8.85).

Сразу же заметим, что последние рассуждения характерны

для выбора системы рассуждений I (см. выше). Действительно,

мы пока «не замечаем» наличия двух аналитических первых ин-

тегралов (8.31), (8.32). Поэтому, получая два независимых пер-

вых интеграла независимой системы третьего порядка (8.80)–

(8.82), а также первый интеграл, «присоединяющий» уравне-

ние (8.85), имеем полный набор независимых первых интегралов

системы четвертого порядка (8.80)–(8.82), (8.85). Полученный

данный полный набор (три интеграла) вместе с аналитически-

ми первыми интегралами (8.31), (8.32) образует полный набор

пяти первых интегралов системы шестого порядка (8.80)–(8.85).

В дальнейшем, в частности, будет видно, что композиция

аналитических первых интегралов (8.31), (8.32) дает первый ин-

теграл (потенциально отделившейся) системы (8.83), (8.84).

2.2. Полный список инвариантных соотношений.
Система (8.80)–(8.82) имеет вид системы уравнений, подобной

системе (4.22), возникающей в динамике трехмерного (3D-)

твердого тела в неконсервативном поле сил (см. главу 4). При

этом фазовые переменные z1, z2 в системе (4.22) соответствуют

фазовым переменным w1, w3 системы (8.80)–(8.82). Но, посколь-

ку данная глава может быть прочтена самостоятельно, повто-

рим некоторые рассуждения главы 4 (в новых обозначениях).

Сначала сопоставим системе третьего порядка (8.80)–(8.82)
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неавтономную систему второго порядка

dw3

dα
=

cos(β2 + γ) sinα cosα− w2
1 cosα/ sinα

−w3 + b sinα
,

dw1

dα
=

w1w3 cosα/ sinα

−w3 + b sinα
.

(8.86)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (8.86) в ал-

гебраическом виде

dw3

dτ
=

cos(β2 + γ)τ − w2
1/τ

−w3 + bτ
,

dw1

dτ
=

w1w3/τ

−w3 + bτ
.

(8.87)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w1 = u1τ, 3 = u2τ, (8.88)

приводим систему (8.87) к следующему виду:

τ
du2

dτ
+ u2 =

cos(β2 + γ) − u2
1

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

u1u2

−u2 + b
,

(8.89)

что эквивалентно системе

τ
du2

dτ
=

cos(β2 + γ) − u2
1 + u2

2 − bu2

−u2 + b
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + b
.

(8.90)

Сопоставим системе второго порядка (8.90) неавтономное

уравнение первого порядка

du2

du1
=

cos(β2 + γ) − u2
1 + u2

2 − bu2

2u1u2 − bu1
, (8.91)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

u2
2 + u2

1 − bu2 + cos(β2 + γ)

u1

)

= 0. (8.92)
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Следовательно, уравнение (8.91) имеет следующий первый

интеграл:

u2
2 + u2

1 − bu2 + cos(β2 + γ)

u1
= C1 = const, (8.93)

который в прежних переменных имеет вид

w2
3 + w2

1 − bw3 sinα+ cos(β2 + γ) sin
2 α

w1 sinα
= C1 = const . (8.94)

Замечание 8.1. Рассмотрим систему (8.80)–(8.82) с пере-

менной диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247,

264, 266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413,

426–430, 434, 435, 443], которая становится консервативной при

b = 0:

α′
= −w3,

w′
3 = cos(β2 + γ) sinα cosα− w2

1

cosα

sinα
,

w′
1 = w1w3

cosα

sinα
.

(8.95)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

w2
3 + w2

1 + cos(β2 + γ) sin
2 α = C∗

1 = const, (8.96)

w1 sinα = C∗
2 = const . (8.97)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (8.96), (8.97)

также является первым интегралом системы (8.95). Но при

b 6= 0 каждая из функций

w2
3 + w2

1 − bw3 sinα+ cos(β2 + γ) sin
2 α (8.98)

и (8.97) по отдельности не является первым интегралом систе-

мы (8.80)–(8.82). Однако отношение функций (8.98), (8.97) явля-

ется первым интегралом системы (8.80)–(8.82) при любом b.
Далее, найдем явный вид дополнительного первого интегра-

ла системы третьего порядка (8.80)–(8.82). Для этого сначала

преобразуем инвариантное соотношение (8.93) при u1 6= 0 сле-

дующим образом:

(

u2 −
b

2

)2

+

(

u1 −
C1

2

)2

=

b2 + C2
1

4

− cos(β2 + γ). (8.99)
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Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ) > 0, (8.100)

и фазовое пространство системы (8.80)–8.82 расслаивается на

семейство поверхностей, задаваемых равенством (8.99).

Таким образом, в силу соотношения (8.93), первое уравнение

системы (8.90) примет вид

τ
du2

dτ
=

2(cos(β2 + γ) − bu2 + u2
2) − C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (8.101)

где

U1(C1, u2) =

1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4(u2

2 − bu2 + cos(β2 + γ))
}

(8.102)

и постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (8.100).

Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого ин-
теграла системы (8.80)–(8.82) примет вид

∫

dτ

τ
= (8.103)

=

∫

(b − u2)du2

2(cos(β2 + γ) − bu2 + u2

2
) − C1{C1 ±

√

C2

1
− 4(u2

2
− bu2 + cos(β2 + γ))}/2

.

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), оче-

видно, равна

ln | sinα|. (8.104)

Если

u2 −
b

2

= p1, b21 = b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ), (8.105)

то правая часть равенства (8.103) примет вид

−
1

4

∫

d(b21 − 4p2
1)

(b21 − 4p2
1) ± C1

√

b21 − 4p2
1

− b

∫

dp1

(b21 − 4p2
1) ± C1

√

b21 − 4p2
1

=

= −
1

2

ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4p2
1

C1
± 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

±
b

2

I1, (8.106)

где

I1 =

∫

dp3
√

b21 − p2
3(p3 ± C1)

, p3 =

√

b21 − 4p2
1. (8.107)
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При вычислении интеграла (8.107) возможны три случая.

I. b > 2.

I1 = −
1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 +

√

b21 − p2
3

p3 ± C1
±

C1
√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 −

√

b21 − p2
3

p3 ± C1
∓

C1
√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

+ const . (8.108)

II. b < 2.

I1 =

1

√
4 − b2

arcsin

±C1p3 + b21
b1(p3 ± C1)

+ const . (8.109)

III. b = 2.

I1 = ∓

√

b21 − p2
3

C1(p3 ± C1)
+ const . (8.110)

Возвращаясь к переменной

p1 =

w3

sinα
−
b

2

, (8.111)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. b > 2.

I1 = −
1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 ± 2p1

√

b21 − 4p2
1 ± C1

±
C1

√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√
b2 − 4

ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√
b2 − 4 ∓ 2p1

√

b21 − 4p2
1 ± C1

∓
C1

√
b2 − 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ const . (8.112)

II. b < 2.

I1 =

1

√
4 − b2

arcsin

±C1

√

b21 − 4p2
1 + b21

b1(
√

b21 − 4p2
1 ± C1)

+ const . (8.113)

III. b = 2.

I1 = ∓
2p1

C1(

√

b21 − 4p2
1 ± C1)

+ const . (8.114)

Таким образом, только что был найден дополнительный

первый интеграл для системы третьего порядка (8.80)–(8.82),

192



т.е. представлен полный набор первых интегралов, являющихся

трансцендентными функциями своих фазовых переменных.

Замечание 8.2. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (8.93).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный виду трансцендент-

ного первого интеграла из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(

sinα,
w3

sinα
,
w1

sinα

)

= C2 = const . (8.115)

Таким образом, для интегрирования системы шестого поряд-

ка (8.80)–(8.85) уже найдены два независимых первых интегра-

ла. Теперь, при рассуждениях типа I (см. выше, когда мы как

бы «не замечаем» наличия двух аналитических первых интег-

ралов (8.31), (8.32)), для полной ее интегрируемости достаточно

найти один первый интеграл для (потенциально отделившейся)

системы (8.83), (8.84), а также дополнительный первый интег-

рал, «привязывающий» уравнение (8.85).

После замены переменных

w∗ = w3 sin(γ + β2) + w4 cos(γ + β2),

w∗∗ = w1 sin(γ + β2) − w2 cos(γ + β2)
(8.116)

система (8.83), (8.84) может быть приведена к виду

dw∗
dβ1

= −w∗∗,

dw∗∗
dβ1

= w∗,

(8.117)

который предполагает наличие аналитического первого интег-

рала:

w2
∗ + w2

∗∗ = C3 = const . (8.118)

Зададим вопрос: как связан только что полученный первый

интеграл (8.118) с аналитическими первыми интегралами вида

(8.31), (8.32)?

Действительно, два типа рассуждений (I и II, см. выше) со-

ответствуют двум следующим альтернативам. Для полного ин-

тегрирования системы шестого порядка (8.25)–(8.30):
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1) или мы находим пять независимых первых интегралов сис-

темы шестого порядка (8.25)–(8.30),

2) или мы преобразуем систему шестого порядка (8.25)–(8.30)

так, что в ней выделяются независимые подсистемы еще

более низкого порядка.

Так, например, поскольку после нахождения таких координат

w∗, w∗∗ происходит расслоение векторного поля системы таким
образом, что образуется независимая подсистема второго поряд-

ка (8.117), вместо пяти независимых первых интегралов нужно

найти четыре (три — для интегрирования системы четверто-

го порядка (8.80)–(8.82), (8.85) и один — для интегрирования

отделившейся системы второго порядка (8.117)).

Теперь, окончательно, перепишем аналитические первые ин-

тегралы вида (8.31), (8.32) в новых переменных следующим об-

разом:

w∗∗ cosβ1 − w∗ sinβ1 = W ′′
1 = const, (8.119)

w∗∗ sinβ1 + w∗ cosβ1 = W ′′
2 = const . (8.120)

Видно, что аналитические первые интегралы (8.119), (8.120)

влекут найденный аналитический первый интеграл (8.118) (для

этого достаточно сложить квадраты левых частей равенств

(8.119), (8.120)).

Далее, окончательно, для интегрирования системы четверто-

го порядка (8.80)–(8.82), (8.85) уже найдены два независимых

первых интеграла. Для полной ее интегрируемости достаточно

найти еще один (дополнительный) первый интеграл, «привязы-

вающий» уравнение (8.85).

Поскольку

du1

dτ
=

u1(2u2 − b)

(b− u2)τ
,

dβ1

dτ
=

u1

(b− u2)τ
, (8.121)

то

du1

dβ1
= 2u2 − b. (8.122)
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Очевидно, что при u1 6= 0 выполнено равенство

u2 =

1

2






b±

√

√

√

√b21 − 4

(

u1 −
C1

2

)2






,

b21 = b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ),

(8.123)

тогда интегрирование квадратуры

β1 + const = ±

∫

du1
√

b21 − 4

(

u1 −
C1

2

)2
(8.124)

приведет к инвариантному соотношению

2(β1 + C4) = ± arcsin

2u1 − C1
√

b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ)

, C4 = const .

(8.125)

Другими словами, выполнено равенство

sin[2(β1 + C4)] = ±
2u1 − C1

√

b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ)

(8.126)

или при переходе к старым переменным

sin[2(β1 + C4)] = ±
2w1 − C1 sinα

√

b2 + C2
1 − 4 cos(β2 + γ) sinα

. (8.127)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариант-

ного соотношения, «привязывающего» уравнение (8.85), на по-

следнем равенстве можно остановиться, добавив к этому, что в

последнем выражении формально необходимо вместо C1 подста-

вить левую часть первого интеграла (8.93).

Но мы проведем некоторые преобразования, приводящие к

получению следующего явного вида дополнительного первого

интеграла (при этом используется равенство (8.93)):

tg
2
[2(β1 + C4)] =

(u2
1 − u2

2 + bu2 − cos(β2 + γ))2

u2
1(4u

2
2 − 4bu2 + b2)

. (8.128)
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Возвращаясь к старым координатам, получим дополнитель-

ное инвариантное соотношение в виде

tg
2
[2(β1 + C4)] =

(w2
1 − w2

3 + bw3 sinα− cos(β2 + γ) sin
2 α)

2

w2
1(4w

2
3 − 4bw3 sinα+ b2 sin

2 α)

(8.129)

или, окончательно,

−β1 ±
1

2

arctg

w2
1 − w2

3 + bw3 sinα− cos(β2 + γ) sin
2 α

w1(2w3 − b sinα)

=

= C4 = const . (8.130)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (8.4)–(8.7), (8.10)–(8.15) при условии (8.64)

имеет восемь инвариантных соотношений: аналитические неин-

тегрируемые связи вида (8.20), циклические первые интегралы

вида (8.18), (8.19), первый интеграл вида (8.94), а также первый

интеграл, выраженный соотношениями (8.108)–(8.115), который

является трансцендентной функцией фазовых переменных (так-

же в смысле комплексного анализа) и выражается через конеч-

ную комбинацию элементарных функций, и, наконец, трансцен-

дентный первый интеграл вида (8.130) ((8.129)) и аналитичес-

кий первый интеграл (8.118).

Теорема 8.1. Система (8.4)–(8.7), (8.10)–(8.15) при услови-
ях (8.20), (8.64), (8.19) обладает восемью инвариантными со-
отношениями (полным набором), три из которых являются
трансцендентными функциями с точки зрения комплексного

анализа. При этом все соотношения выражаются через ко-
нечную комбинацию элементарных функций.

2.3. Топологические аналогии. Рассмотрим следующую
систему уравнений третьего порядка:

¨ξ + b∗ ˙ξ cos ξ +R3 sin ξ cos ξ − η̇2
1

sin ξ

cos ξ
= 0,

η̈1 + b∗η̇1 cos ξ +
˙ξη̇1

1 + cos
2 ξ

cos ξ sin ξ
= 0, b∗ > 0,

(8.131)

описывающую закрепленный сферический маятник, помещен-

ный в поток набегающей среды при отсутствии зависимости

момента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в

неконсервативном поле сил [112, 144, 167, 177, 192, 205, 207, 239,
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242, 280, 320, 321, 323, 324, 342, 381, 382, 398, 399, 408, 414]. Во-

обще говоря, порядок такой системы должен быть равен 4, но

фазовая переменная η1 является циклической, что и приводит к

расслоению фазового пространства и понижению порядка.

Ее фазовым пространством является касательное расслоение

TS2{ ˙ξ, η̇1, ξ, η1} (8.132)

к двумерной сфере S2{ξ, η1}, при этом уравнение больших кру-

гов

η̇1 ≡ 0 (8.133)

задает семейство интегральных многообразий.

Нетрудно убедиться, что система (8.131) эквивалентна дина-

мической системе с переменной диссипацией с нулевым средним

на касательном расслоении (8.132) к двумерной сфере. Более

того, справедлива следующая теорема.

Теорема 8.2. Система (8.4)–(8.7), (8.10)–(8.15) при услови-
ях (8.20), (8.138), (8.19) эквивалентна динамической системе

(8.131).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, b = −b∗,
R3 = cos(γ + β2).

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].

§ 3. Случай зависимости момента неконсервативных
сил от угловой скорости

3.1. Введение зависимости от угловой скорости. Гла-
ва 8 посвящена динамике четырехмерного твердого тела в че-

тырехмерном пространстве. Но, поскольку данный параграф по-

священ исследованию случая движения при наличии зависимос-

ти момента действующих сил от тензора угловой скорости, вве-

дем такую зависимость с более общих позиций. К тому же, дан-

ная точка зрения поможет нам вводить эту зависимость и для

многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N , x4N ) — координаты точки N воз-

действия неконсервативной силы (воздействия среды) на дву-

мерный диск, Q = (Q1, Q2, Q3, Q4) — компоненты, не завися-

щие от тензора угловой скорости. Будем вводить зависимость

функций (x1N , x2N , x3N , x4N ) от тензора угловой скорости лишь
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линейным образом, поскольку само данное введение априори не

очевидно [30, 31, 45, 46, 48, 81–90, 112, 113, 151, 186, 207, 209,

253, 254, 265, 278–280].

Таким образом, рассмотрим следующую зависимость:

x = Q+R, (8.134)

где R = (R1, R2, R3, R4) — вектор-функция, содержащая компо-

ненты тензора угловой скорости. При этом зависимость функ-

ции R от компонент тензора угловой скорости — гироскопичес-

кая:

R =









R1

R2

R3

R4









= −
1

v









0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

















h1

h2

h3

h4









. (8.135)

Здесь (h1, h2, h3, h4) — некоторые положительные параметры

(ср. [326, 334, 335, 349, 415]).

Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N ≡

x2N ≡ 0, то

x3N = Q3 −
h1

v
(ω4 − ω5), x4N = Q4 −

h1

v
(ω3 − ω2). (8.136)

3.2. Приведенная система. Подобно выбору аналитичес-
ких функций Чаплыгина [182, 183]

Q3 = A sinα cosβ1, Q4 = A sinα sinβ1, A > 0, (8.137)

возьмем динамические функции s, x3N и x4N следующего вида:

s(α) = B cosα, B > 0,

x3N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=A sinα cosβ1 −
h

v
(ω4 − ω5), h = h1>0, v 6=0,

(8.138)

x4N

(

α, β1, β2,
Ω

v

)

=A sinα sinβ1 −
h

v
(ω3 − ω2), h = h2>0, v 6=0,

что убеждает нас в том, что в рассматриваемой системе присут-

ствует также еще и дополнительный демпфирующий (а в неко-

торых областях фазового пространства и разгоняющий) момент

неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момен-

та от компонент тензора угловой скорости), причем h1 = h2,
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h3 = h4 в силу рассматриваемой динамической симметрии (8.17)

тела.

Выберем далее систему рассуждений I, которая в дальней-

шем учитывает и систему рассуждений II (см. выше).

Для этого в данном пункте введем следующие фазовые пере-

менные:

u1 = ω2 − ω3,

u2 = ω4 − ω5,

u3 = ω2 cosβ2 − ω3 sinβ2,

u4 = ω4 cosβ2 − ω5 sinβ2.

(8.139)

Действительно, данные координаты корректно определены

при

cosβ2 6= sinβ2, (8.140)

а якобиан отображения равен

−
1

(cosβ2 − sinβ2)
2
, (8.141)

при этом обратное преобразование задается следующим обра-

зом:

ω2 =

u3 − u1 sinβ2

cosβ2 − sinβ2
,

ω3 =

u3 − u1 cosβ2

cosβ2 − sinβ2
,

ω4 =

u4 − u2 sinβ2

cosβ2 − sinβ2
,

ω5 =

u4 − u2 cosβ2

cosβ2 − sinβ2
,

(8.142)

а частный случай

cosβ2 = sinβ2, (8.143)

который упрощает динамические уравнения, может быть рас-

смотрен отдельно.

Тогда уравнения (8.33)–(8.38) при условии (8.138) вне и толь-

ко вне многообразия

O3 =

{

(α, β1, ω2, ω3, ω4, ω5) ∈ R6
: α =

π

2

+ πk, k ∈ Z

}

(8.144)
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преобразуются в следующие уравнения:

α̇− u3 sinβ1 + u4 cosβ1 −

−σn2
0v sinα+ σH ′

1[−u1 sinβ1 + u2 cosβ1] = 0, (8.145)

˙β1 sinα− cosα[u3 cosβ1 + u4 sinβ1] −

−σH ′
1 cosα[u1 cosβ1 + u2 sinβ1] = 0, (8.146)

u̇1 = −n2
0v

2r1 sinα cosα sinβ1 −
Bvh

I1 + I3
r1u1 cosα, (8.147)

u̇2 = n2
0v

2r1 sinα cosα cosβ1 −
Bvh

I1 + I3
r1u2 cosα, (8.148)

u̇3 = −n2
0v

2
sinα cosα sinβ1 cos(γ + β2) −

−
Bvh

I1 + I3
u1 cosα cos(γ + β2), (8.149)

u̇4 = n2
0v

2
sinα cosα cosβ1 cos(γ + β2) −

−
Bvh

I1 + I3
u2 cosα cos(γ + β2), (8.150)

где

r1 = cos γ − sin γ 6= 0, n2
0 =

AB

I1 + I3
, H ′

1 =

Bh

I1 + I3
. (8.151)

Отметим также, что частный случай

cos γ = sin γ (r1 = 0), (8.152)

который упрощает динамические уравнения, также может быть

рассмотрен отдельно (подобно случаю (8.143)).

Введем далее следующие фазовые переменные по формулам:

v1 = −u1 sinβ1 + u2 cosβ1,

v2 = u1 cosβ1 + u2 sinβ1,

v3 = −u3 sinβ1 + u4 cosβ1,

v4 = u3 cosβ1 + u4 sinβ1.

(8.153)

Тогда вне и только вне многообразия

O4 =

{

(α, β1, u1, u2, u3, u4) ∈ R6
: β1 = πk, k ∈ Z

}

(8.154)
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система (8.145)–(8.150) примет вид

α̇ = −v3 − bH1v1 + b sinα, (8.155)

˙β1 = [v4 + bH1v2]
cosα

sinα
, (8.156)

v̇1 = n2
0v

2r1 sinα cosα−

−H ′
1vr1v1 cosα− v2 · [v4 + bH1v2]

cosα

sinα
, (8.157)

v̇2 = −H ′
1vr1v2 cosα+ v1 · [v4 + bH1v2]

cosα

sinα
, (8.158)

v̇3 = n2
0v

2
sinα cosα cos(γ + β2) −

−H ′
1vv1 cosα cos(γ + β2) − v4 · [v4 + bH1v2]

cosα

sinα
, (8.159)

v̇4 = −H ′
1vv2 cosα cos(γ + β2) + v3 · [v4 + bH1v2]

cosα

sinα
, (8.160)

где, по-прежнему, вводим безразмерные параметры следующим

образом:

n2
0 =

AB

I1 + I3
, b = σn0, [b] = 1,

H1 =

H ′
1

n0
=

Bh

(I1 + I3)n0
, [H1] = 1.

(8.161)

Введем также еще одну вспомогательную замену части фа-

зовых переменных системы, а именно:

s1 = v3 + bH1v1, s2 = v4 + bH1v2. (8.162)

Тогда исследуемая система (8.155)–(8.160) после введения

безразмерных переменных и дифференцирования

vk 7→ n0vvk, k = 1, . . . , 4, 〈·〉 = n0v〈
′〉, (8.163)

перепишется в виде

α′
= −s1 + b sinα, (8.164)

β′1 = s2
cosα

sinα
, (8.165)

s′1 = R1 sinα cosα− s22
cosα

sinα
−R1H1v1 cosα, (8.166)
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s′2 = s1s2
cosα

sinα
−R1H1v2 cosα, (8.167)

v′1 = R2 sinα cosα− s2v2
cosα

sinα
−H1R2v1 cosα, (8.168)

v′2 = s2v1
cosα

sinα
−H1R2v2 cosα, (8.169)

где

R1 = bH1(cos γ − sin γ) + cos(γ + β2),

R2 = r1 = cos γ − sin γ.
(8.170)

Видно, что формально при H1 = 0 в системе (8.164)–(8.169)

выделяется независимая подсистема четвертого порядка (8.164)–

(8.167) на касательном расслоении TS2 к двумерной сфере

S2{0 < α < π, 0 6 β1 < 2π}, в которой, в свою очередь, мо-

жет быть выделена независимая подсистема третьего порядка

(8.164), (8.166), (8.167) на своем трехмерном фазовом многооб-

разии.

Но это, в принципе, понятно, поскольку при H1 = 0 выпол-

няются условия отсутствия зависимости момента сил от тен-

зора угловой скорости (см. предыдущий параграф и систему

(8.80)–(8.82), (8.85)). Последнее позволяет аналогичным образом

вполне проинтегрировать рассматриваемую систему четвертого

порядка (8.164)–(8.167), а значит, и рассматриваемую систему

шестого порядка (8.164)–(8.169), поскольку существуют два не-

зависимых аналитических первых интеграла (8.31), (8.32) или

(8.119), (8.120) (см. выше о двух системах рассуждений I и II).

В данном случае для нас существенно, что H1 6= 0. Поэто-

му преобразуем имеющиеся аналитические первые интегралы

(8.31), (8.32) или (8.119), (8.120). Имеем их явный вид в разных

координатах:

u3 − u1 sinβ2

cosβ − 2 − sinβ2
sin γ −

−
u3 − u1 cosβ2

cosβ − 2 − sinβ2
cos γ = W ′

1 = const, (8.171)

u4 − u2 sinβ2

cosβ − 2 − sinβ2
sin γ −

−
u4 − u2 cosβ2

cosβ − 2 − sinβ2
cos γ = W ′

2 = const . (8.172)
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Если мы рассматриваем случай (8.20) (т.е., в частности,

случай, когда величина β2 является тождественной постоянной

вдоль фазовых траекторий), то следующие аналитические функ-

ции постоянны на фазовых траекториях рассматриваемой сис-

темы:

u3(sin γ − cos γ) + u1 cos(γ + β2) = W 0
1 = const, (8.173)

u4(sin γ − cos γ) + u2 cos(γ + β2) = W 0
2 = const . (8.174)

В других переменных последние два инвариантных соотно-

шения примут вид

(v2 cosβ1 − v1 sinβ1) cos(γ + β2) +

+(v4 cosβ1 − v3 sinβ1)(sin γ − cos γ) = W 0
1 = const, (8.175)

(v2 sinβ1 + v1 cosβ1) cos(γ + β2) +

+(v4 sinβ1 + v3 cosβ1)(sin γ − cos γ) = W 0
2 = const (8.176)

или

R1v2 cosβ1 −R1v1 sinβ1 +

+R2[s1 sinβ1 − s2 cosβ1] = W 0
1 = const, (8.177)

R1v2 sinβ1 +R1v1 cosβ1 −

−R2[s1 cosβ1 + s2 sinβ1] = W 0
2 = const, (8.178)

где, по-прежнему,

R1 = cos(γ + β2) + bH1(cos γ − sin γ),

R2 = cos γ − sin γ.
(8.179)

Далее, выразим из соотношений (8.177), (8.178) величины v1,
v2. Имеем:

v2R1 = R2s2 + ψ1(β1,W
0
1 ,W

0
2 ), (8.180)

v1R1 = R2s1 + ψ2(β1,W
0
1 ,W

0
2 ), (8.181)

где

ψ1(β1,W
0
1 ,W

0
2 ) = W 0

1 cosβ1 +W 0
2 sinβ1,

ψ2(β1,W
0
1 ,W

0
2 ) = W 0

2 cosβ1 −W 0
1 sinβ1.

(8.182)
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Тогда система (8.164)–(8.167) примет вид независимой сис-

темы четвертого порядка:

α′
= −s1 + b sinα, (8.183)

s′1 = R1 sinα cosα− s22
cosα

sinα
−

−R2H1s1 cosα−H1ψ2(β1,W
0
1 ,W

0
2 ) cosα, (8.184)

s′2 = s1s2
cosα

sinα
−

−R2H1s2 cosα−H1ψ1(β1,W
0
1 ,W

0
2 ) cosα, (8.185)

β′1 = s2
cosα

sinα
. (8.186)

Систему (8.183)–(8.186) можно рассматривать как систему

(8.164)–(8.167), редуцированную к уровням (W 0
1 ,W

0
2 ) аналити-

ческих первых интегралов (8.177), (8.178).

Очевидно, что

ψ1(β1, 0, 0) ≡ ψ2(β1, 0, 0) ≡ 0. (8.187)

Поэтому будем рассматривать систему (8.183)–(8.186) на нуле-

вых уровнях аналитических первых интегралов (8.177), (8.178):

W 0
1 = W 0

2 = 0, (8.188)

которая примет вид

α′
= −s1 + b sinα, (8.189)

s′1 = R1 sinα cosα− s22
cosα

sinα
−R2H1s1 cosα, (8.190)

s′2 = s1s2
cosα

sinα
−R2H1s2 cosα, (8.191)

β′1 = s2
cosα

sinα
. (8.192)

Данная система может быть рассмотрена на касательном рас-

слоении TS2 к двумерной сфере S2{0 < α < π, 0 6 β1 < 2π}, в
которой, в свою очередь, может быть выделена независимая под-

система третьего порядка (8.189)–(8.191) на своем трехмерном

фазовом многообразии.
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Таким образом, для интегрирования системы шестого поряд-

ка мы сначала использовали систему расссуждений I (см. вы-

ше), когда еще не учитывали наличие двух независимых ана-

литических первых интегралов вида (8.31), (8.32). Впоследствии

мы средуцировали рассматриваемую систему шестого порядка

к уровням (в частности, нулевым) данных первых интегралов,

т.е. была использована система рассуждений II (см. выше).

3.3. Полный список инвариантных соотношений.
Система (8.189)–(8.191) имеет вид системы уравнений (4.74),

возникающей в динамике трехмерного (3D-) твердого тела в не-

консервативном поле сил (см. главу 4). При этом фазовые пере-

менные z1, z2 в системе (4.74) соответствуют фазовым перемен-

ным s2, s1 системы (8.189)–(8.191). Но, поскольку данная глава

может быть прочтена самостоятельно, повторим некоторые рас-

суждения главы 4 (в новых обозначениях).

Сначала сопоставим системе третьего порядка (8.189)–

(8.191) неавтономную систему второго порядка

ds1
dα

=

R1 sinα cosα− s22 cosα/ sinα−R2H1s1 cosα

−s1 + b sinα
,

ds2
dα

=

s1s2 cosα/ sinα−R2H1s2 cosα

−s1 + b sinα
.

(8.193)

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (8.193) в ал-

гебраическом виде

ds1
dτ

=

R1τ − s22/τ −R2H1s1
−s1 + bτ

,

ds2
dτ

=

s1s2/τ −R2H1s2
−s1 + bτ

.

(8.194)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

s1 = t1τ, s2 = t2τ, (8.195)

приводим систему (8.194) к следующему виду:

τ
dt1
dτ

+ t1 =

R1 − t22 −R2H1t1
−t1 + b

,

τ
dt2
dτ

+ t2 =

t1t2 −R2H1t2
−t1 + b

,

(8.196)
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что эквивалентно системе

τ
dt1
dτ

=

t21 − t22 − (b+R2H1)t1 +R1

−t1 + b
,

τ
dt2
dτ

=

2t1t2 − (b+R2H1)t2
−t1 + b

.

(8.197)

Сопоставим системе второго порядка (8.197) неавтономное

уравнение первого порядка

dt1
dt2

=

t21 − t22 − (b+R2H1)t1 +R1

2t1t2 − (b+R2H1)t2
, (8.198)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(

t21 + t22 − (b+R2H1)t1 +R1

t2

)

= 0. (8.199)

Следовательно, уравнение (8.198) имеет следующий первый

интеграл:

t21 + t22 − (b+R2H1)t1 +R1

t2
= C1 = const, (8.200)

который в прежних переменных имеет вид

s21 + s22 − (b+R2H1)s1 sinα+R1 sin
2 α

s2 sinα
= C1 = const . (8.201)

Замечание 8.3. Рассмотрим систему (8.189)–(8.191) с пере-

менной диссипацией с нулевым средним [175, 176, 178, 179, 247,

264, 266, 269, 286–290, 295, 299, 313, 328, 337, 344, 406, 413,

426–430, 434, 435, 443], которая становится консервативной при

b = R2H1:

α′
= −s1 + b sinα,

s′1 = R1 sinα cosα− s22
cosα

sinα
− bs1 cosα,

s′2 = s1s2
cosα

sinα
− bs2 cosα.

(8.202)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами ви-

да

s21 + s22 − 2bs1 sinα+R1 sin
2 α = C∗

1 = const, (8.203)

s2 sinα = C∗
2 = const . (8.204)
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Очевидно, что отношение двух первых интегралов (8.203),

(8.204) также является первым интегралом системы (8.202). Но

при b 6= R2H1 каждая из функций

s21 + s22 − (b+R2H1)s1 sinα+R1 sin
2 α (8.205)

и (8.204) по отдельности не является первым интегралом систе-

мы (8.189)–(8.191). Однако отношение функций (8.205), (8.204)

является первым интегралом системы (8.189)–(8.191) при любых

b, R2H1.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интегра-

ла системы третьего порядка (8.189)–(8.191). Для этого сначала

преобразуем инвариантное соотношение (8.200) при t2 6= 0 сле-

дующим образом:

(

t1 −
b+R2H1

2

)2

+

(

t2 −
C1

2

)2

=

=

(b+R2H1)
2
+ C2

1 − 4R1

4

. (8.206)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения

должны удовлетворять условию

(b+R2H1)
2
+ C2

1 − 4R1 > 0, (8.207)

и фазовое пространство системы (8.189)–(8.191) расслаивается

на семейство поверхностей, задаваемых равенством (8.206).

Таким образом, в силу соотношения (8.200), первое уравне-

ние системы (8.197) примет вид

τ
dt1
dτ

=

2t21 − 2(b+R2H1)t1 + 2R1 − C1U1(C1, t1)

b− t1
, (8.208)

где

U1(C1, t1) =

1

2

{C1 ± U2(C1, t1)},

U2(C1, t1) =

√

C2
1 − 4(R1 − (b+R2H1)t1 + t21)

(8.209)

и постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (8.207).

Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого ин-

теграла системы (8.189)–(8.191) примет вид

∫

dτ

τ
=
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=

∫

(b− t1)dt1
2(R1 − (b+R2H1)t1 + t21) − C1{C1 ± U2(C1, t1)}/2

. (8.210)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), оче-

видно, равна

ln | sinα|. (8.211)

Если

t1 −
b+R2H1

2

= w1,

b21 = (b+R2H1)
2
+ C2

1 − 4R1,

(8.212)

то правая часть равенства (8.210) примет вид

−
1

4

∫

d(b21 − 4w2
1)

(b21 − 4w2
1) ± C1

√

b21 − 4w2
1

−

−(b+R2H1)

∫

dw1

(b21 − 4w2
1) ± C1

√

b21 − 4w2
1

=

= −
1

2

ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

b21 − 4w2
1

C1
± 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

±
b+R2H1

2

I1, (8.213)

где

I1 =

∫

dw3
√

b21 − w2
3(w3 ± C1)

, w3 =

√

b21 − 4w2
1. (8.214)

При вычислении интеграла (8.214) возможны три случая.

I. (b+R2H1)
2 − 4R1 > 0.

I1 =

= −
1

2

√

(b+R2H1)
2 − 4R1

×

× ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b+R2H1)
2 − 4R1 +

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
±

C1
√

(b+R2H1)
2 − 4R1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√

(b+R2H1)
2 − 4R1

×

208



× ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b+R2H1)
2 − 4R1 −

√

b21 − w2
3

w3 ± C1
∓

C1
√

(b+R2H1)
2 − 4R1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+ const . (8.215)

II. (b+R2H1)
2 − 4R1 < 0.

I1 =

1

√

4R1 − (b+R2H1)
2

arcsin

±C1w3 + b21
b1(w3 ± C1)

+ const . (8.216)

III. (b+R2H1)
2 − 4R1 = 0.

I1 = ∓

√

b21 − w2
3

C1(w3 ± C1)
+ const . (8.217)

Возвращаясь к переменной

w1 =

s1
sinα

−
b+R2H1

2

, (8.218)

получаем окончательный вид для величины I1:
I. (b+R2H1)

2 − 4R1 > 0.

I1 =

= −
1

2

√

(b+R2H1)
2 − 4R1 > 0

×

× ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b+R2H1)
2 − 4R1 ± 2w1

√

b21 − 4w2
1 ± C1

±
C1

√

(b+R2H1)
2 − 4R1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

1

2

√

(b+R2H1)
2 − 4R1

×

× ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b+R2H1)
2 − 4R1 ∓ 2w1

√

b21 − 4w2
1 ± C1

∓
C1

√

(b+R2H1)
2 − 4R1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+ const . (8.219)

II. (b+R2H1)
2 − 4R1 < 0.

I1 =

1

√

4R1 − (b+R2H1)
2

arcsin

±C1

√

b21 − 4w2
1 + b21

b1(
√

b21 − 4w2
1 ± C1)

+ const .

(8.220)
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III. (b+R2H1)
2 − 4R1 = 0.

I1 = ∓
2w1

C1(

√

b21 − 4w2
1 ± C1)

+ const . (8.221)

Таким образом, только что был найден дополнительный пер-

вый интеграл для системы третьего порядка (8.189)–(8.191),

т.е. представлен полный набор первых интегралов, являющихся

трансцендентными функциями своих фазовых переменных.

Замечание 8.4. В выражение найденного первого интегра-

ла формально необходимо вместо C1 подставить левую часть

первого интеграла (8.200).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет

следующий структурный вид (аналогичный виду трансцендент-

ного первого интеграла из плоской динамики):

ln | sinα| +G2

(

sinα,
s1

sinα
,
s2

sinα

)

= C2 = const . (8.222)

Таким образом, для интегрирования системы четвертого по-

рядка (8.189)–(8.192) уже найдены два независимых первых ин-

теграла. Для полной ее интегрируемости, как указано выше,

достаточно найти дополнительный первый интеграл, «привязы-

вающий» уравнение (8.192).

Поскольку

dt2
dτ

=

2t1t2 − (b+R2H1)t2
(b− t1)τ

,

dβ1

dτ
=

t2
(b− t1)τ

,

(8.223)

то

dt2
dβ1

= 2t1 − (b+R2H1). (8.224)

Очевидно, что при t2 6= 0 выполнено равенство

t1 =

1

2

(

(b+R2H1) ±
√

b21 − (2t2 − C1)
2
)

, (8.225)

b21 = (b+R2H1)
2
+ C2

1 − 4R1,
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тогда интегрирование квадратуры

β1 + const = ±

∫

dt2
√

b21 − (2t2 − C1)
2

(8.226)

приведет к инвариантному соотношению

2(β1 + C3) = ± arcsin

2t1 − C1
√

(b+R2H1)
2
+ C2

1 − 4R1

,

C3 = const .

(8.227)

Другими словами, выполнено равенство

sin[2(β1 + C3)] = ±
2t2 − C1

√

(b+R2H1)
2
+ C2

1 − 4R1

(8.228)

или, при переходе к старым переменным,

sin[2(β1 + C3)] = ±
2s2 − C1 sinα

√

(b+R2H1)
2
+ C2

1 − 4R1 sinα
. (8.229)

В принципе, с целью получения дополнительного инвариант-

ного соотношения, «привязывающего» уравнение (8.192), на по-

следнем равенстве можно остановиться, добавив к этому, что в

последнем выражении формально необходимо вместо C1 подста-

вить левую часть первого интеграла (8.200).

Но мы проведем некоторые преобразования, приводящие к

получению следующего явного вида дополнительного первого

интеграла (при этом используется равенство (8.200)):

tg
2
[2(β1 + C3)] =

=

(t22 − t21 + (b+R2H1)t1 −R1)
2

t22(2t1 − (b+R2H1))
2

. (8.230)

Возвращаясь к старым координатам, получим дополнитель-

ное инвариантное соотношение в виде

tg
2
[2(β1 + C3)] =

=

(s22 − s21 + (b+R2H1)s1 sinα−R1 sin
2 α)

2

s22(2s1 − (b+R2H1) sinα)
2

(8.231)
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или, окончательно,

−β1 ±
1

2

arctg

s22 − s21 + (b+R2H1)s1 sinα−R1 sin
2 α

s2(2s1 − (b+R2H1) sinα)

=

= C3 = const . (8.232)

Следовательно, в рассматриваемом случае система динами-

ческих уравнений (8.4)–(8.7), (8.10)–(8.15) при условии (8.138)

имеет девять инвариантных соотношений: аналитические неин-

тегрируемые связи вида (8.20), циклические первые интегралы

вида (8.18), (8.19), аналитические первые интегралы вида (8.31),

(8.32), первый интеграл вида (8.201), а также первый интег-

рал, выраженный соотношениями (8.215)–(8.222), который яв-

ляется трансцендентной функцией фазовых переменных (также

в смысле комплексного анализа) и выражается через конечную

комбинацию элементарных функций, и, наконец, трансцендент-

ный первый интеграл вида (8.4).

Теорема 8.3. Система (8.4)–(8.7), (8.10)–(8.15) при услови-
ях (8.20), (8.138), (8.19), (8.188) обладает девятью инвариант-
ными соотношениями (полным набором), три из которых явля-
ются трансцендентными функциями с точки зрения комплекс-
ного анализа. При этом все соотношения выражаются через
конечную комбинацию элементарных функций.

Заметим также, что в аналогичной теореме 8.1 данной гла-

вы речь идет о полном наборе первых интегралов, состоящем

из восьми первых интегралов, хотя имеются все девять первых

интегралов. Но при доказательстве теоремы 8.1 используется

система рассуждений I (см. выше), которая подразумевает вве-

дение таких фазовых координат (в частности, wk, k = 1, . . . , 4),

в которых векторное поле системы допускает дополнительные

расслоения. При этом аналитические первые интегралы (8.31),

(8.32) напрямую не используются, что позволяет обойтись мень-

шим количеством первых интегралов.

При доказательстве теоремы 8.3 используется система рас-

суждений II (см. выше), которая подразумевает редукцию ис-

следуемой системы к (нулевым) уровням аналитических первых

интегралов (8.31), (8.32). Последнее принципиально учитывает

полный список имеющихся первых интегралов.
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3.4. Топологические аналогии. Рассмотрим следующую
систему уравнений третьего порядка:

¨ξ + (b∗ −H∗
1 )

˙ξ cos ξ +R3 sin ξ cos ξ − η̇2
1

sin ξ

cos ξ
+

+H∗∗
1 [W 0

1 sin η1 −W 0
2 cos η1] = 0,

η̈1 + (b∗ −H∗
1 )η̇1 cos ξ +

˙ξη̇1
1 + cos

2 ξ

cos ξ sin ξ
+

+H∗∗
1 [W 0

1 cos η1 +W 0
2 sin η1] = 0, b∗ > 0, H∗∗

1 > 0,

(8.233)

описывающую закрепленный сферический маятник, помещен-

ный в поток набегающей среды, при наличии зависимости мо-

мента сил от угловой скорости, т.е. механическую систему в не-

консервативном поле сил [112, 144, 167, 177, 192, 205, 207, 239,

242, 280, 320, 321, 323, 324, 342, 381, 382, 398, 399, 408, 414]. В

отличие от предыдущих глав, порядок такой системы равен 4

(а не 3), поскольку фазовая переменная η1 не является цикли-

ческой, что не приводит к расслоению фазового пространства и

понижению порядка.

Ее фазовым пространством является касательное расслоение

TS2{ ˙ξ, η̇1, ξ, η1} (8.234)

к двумерной сфере S2{ξ, η1}, при этом уравнение больших кру-

гов

η̇1 ≡ 0 (8.235)

задает семейство интегральных многообразий лишь при W 0
1 =

W 0
2 = 0.

Нетрудно убедиться, что система (8.233) эквивалентна дина-

мической системе с переменной диссипацией (с нулевым сред-

ним) на касательном расслоении (8.234) к двумерной сфере. Бо-

лее того, справедлива следующая теорема.

Теорема 8.4. Система (8.4)–(8.7), (8.10)–(8.15) при услови-
ях (8.20), (8.138), (8.19) эквивалентна динамической системе

(8.233).

Действительно, достаточно положить α = ξ, β1 = η1, b = −b∗,
H1 = H∗∗

1 , R2H1 = −H∗
1 , R1 − bR2H1 = R3.

О более общих топологических аналогиях см. также [257, 269,

271, 313, 344, 346].
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