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Поиску случаев интегрируемости уравнений
движения многомерного твердого тела посвяще�
но огромное количество работ. Здесь многое зави�
сит от структуры силового поля. Так, при иссле�
довании уравнений движения двумерных и трех�
мерных твердых тел в неконсервативном поле сил
сопротивления стало возможным обобщение ди�
намических уравнений на случай движения четы�
рехмерного тела в аналогично построенном поле
сил. Были найдены несколько случаев интегрируе�
мости в задаче о движении тела в сопротивляю�
щейся среде, заполняющей четырехмерное про�
странство, при наличии некоторой следящей си�
лы, позволяющей понизить порядок общей
системы динамических уравнений движения. По�
лученные результаты важны, поскольку в системе
присутствует неконсервативная сила, в то время
как в работах других авторов в основном исполь�
зовалось потенциальное поле сил. 

Ранее в [1, 2] автором была показана полная
интегрируемость уравнений плоскопараллельно�
го движения тела в сопротивляющейся среде в
условиях струйного обтекания, когда у системы
динамических уравнений существует первый ин�
теграл, являющийся трансцендентной (согласно
теории функций комплексного переменного с су�
щественно особыми точками) функцией квазис�
коростей. Тогда предполагалось, что все взаимо�
действие среды с телом сосредоточено на той ча�
сти поверхности тела, которая имеет форму
(одномерной) пластины. Позднее [2, 3] плоская
задача была обобщена на пространственный
(трехмерный) случай, при этом у системы дина�
мических уравнений существует полный набор
трансцендентных первых интегралов. Здесь уже
предполагалось, что все взаимодействие среды с
телом сосредоточено на той части поверхности
тела, которая имеет форму плоского (двумерного)
диска. 

В данной работе исследуется динамическая
часть уравнений движения динамически симмет�
ричного четырехмерного твердого тела, где сило�
вое поле сосредоточено на той части поверхности
тела, которая имеет форму трехмерного шара.
При этом вектор угловой скорости движения та�
кого тела шестимерен, а скорость центра масс че�
тырехмерна. Структура таких уравнений движе�
ния в некотором смысле сохраняется при перено�
се на случаи большей размерности (ср. с [4]). 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И УРАВНЕНИЯ
НА АЛГЕБРЕ so(4)

Пусть четырехмерное твердое тело движется в
сопротивляющейся среде, заполняющей четы�
рехмерную область евклидового пространства, и
все взаимодействие среды с телом сосредоточено
на той части (трехмерной) поверхности тела, ко�
торая имеет форму трехмерного диска D3. Рассто�
яние от точки N приложения силы сопротивле�
ния до центра D диска является функцией лишь
одного параметра – угла α, который измеряется
между скоростью v точки D и срединным перпен�
дикуляром к диску, опущенным из центра C масс
тела, в четырехмерном пространстве (ср. с [2, 5, 6]). 

Сила сопротивления ортогональна в четырех�
мерном пространстве к диску D3, и ее величина

имеет вид , где  – коэффициент
сопротивления. 

Свяжем с телом систему координат ,
ось  которой совпадает с осью CD, а оси ,

,  лежат в гиперплоскости диска. 

Если оператор инерции в системе 
имеет диагональный вид , Ω –
матрица угловой скорости твердого тела, Ω ∈ so(4),
то та часть уравнений движения четырехмерного
твердого тела, которая отвечает алгебре so(4),
имеет вид [2, 4]: 
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где

, 

λ1 = (–I1 + I2 + I3 + I4)/2, …

…, , 
M – момент внешних сил, действующих на тело в
R4, спроектированный на естественные коорди�
наты в алгебре Ли so(4), [· , ·] – коммутатор в so(4).
Элемент (матрицу) Ω ∈ so(4) удобно представлять
в следующих естественных координатах: 

где  – компоненты угловой ско�
рости в проекциях на естественные координаты в
алгебре so(4). 

Коэффициент сопротивления s1 удобно пред�
ставлять в виде  [2]. Если (0,
x2N, x3N, x4N) – координаты точки N в системе

,  – координаты вектора силы
сопротивления в той же системе, то при вычисле�
нии момента силы сопротивления необходимо
построить отображение 

, 

переводящее пару векторов из R4 в некоторый
элемент из алгебры Ли so(4). В проекциях на ко�
ординаты в алгебре so(4) момент силы сопротив�
ления имеет следующий вид (ср. с [2, 5, 6]): 

Здесь необходимо учесть, что если  –
сферические координаты в R4, то

Учитывая сказанное, можно получить уравне�
ния движения в рассмотренном поле силы сопро�
тивления: 

, (1)

, (2)

, (3)

, (4)

, (5)

. (6)

ДИНАМИКА В R 4

По аналогии с трехмерным случаем можно вы�
вести формулы, аналогичные формулам Эйлера и
Ривальса, т.е. скорости и ускорения любых двух
точек A и B четырехмерного твердого тела в любой
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аффинной системе координат связаны соотно�
шениями (ср. с [2]): 

(7)

где , . Матрица E называет�
ся матрицей ускорения.

С помощью формул (1)–(7) можно получить
полную динамическую часть системы уравнений
движения четырехмерного твердого тела на

. 

ДВИЖЕНИЕ В СОПРОТИВЛЯЮЩЕЙСЯ 
СРЕДЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ

СЛЕДЯЩЕЙ СИЛЫ

Рассмотрим такой класс движений тела, при
котором во все время центр масс тела VC

движется прямолинейно и равномерно, т.е. вы�
полнено условие (см. также [1, 2]) 

VC = const. (8)

Для достижения этого предположим, что на тело
действует некоторая (следящая) сила, обеспечи�
вающая выполнение условия (8) (ср. с двумерным
и трехмерным случаями [1–3]). Определенным
выбором величины следящей силы вдоль прямой
CD может быть достигнуто [2] выполнение усло�
вия (8).

СЛУЧАЙ ДИНАМИЧЕСКИ 
СИММЕТРИЧНОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

Пусть по аналогии с маломерными случаями
выполнены равенства

. 
При этом существуют три циклических первых

интеграла у уравнений (1)–(6): ω1 = , ω2 = ,

ω4 = , которые рассмотрим на нулевых уров�
нях,

. (9)
Для построения силового поля используется

пара функций , информация о которых
носит качественный характер. По аналогии с “ма�
ломерными” случаями без ограничения общно�
сти [2] можно считать, что  A > 0,

 B > 0 (так называемые функции Ча�
плыгина [7]). 

В результате уравнения на “части” so(4) при�

мут следующий вид : 
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Если ввести естественную замену угловых ско�
ростей по формулам 

, 

, 

, 

то совместные уравнения движения на прямом

произведении  (после учета условий (8) и
(9)) примут симметричный вид (CD = σ): 

(10)

(11)

. (12)

От полной системы седьмого порядка (10)–
(12) отделилась независимая подсистема (11), (12)
шестого порядка, в которой, в свою очередь, су�
ществует независимая подсистема пятого поряд�
ка (11). Для полного интегрирования данной си�
стемы необходимо, вообще говоря, знать шесть
независимых первых интегралов. Однако после
замен 

исследуемая система приводится к следующему
виду ( , [b] = 1): 
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Видно, что система пятого порядка (11) распа�
лась на независимые подсистемы более низкого
порядка: система (14) – третьего, а система (15)
(после замены независимого переменного) – вто�
рого. Таким образом, для полной интегрируемо�
сти исследуемой системы достаточно указать два
независимых интеграла системы (14), один систе�
мы (15) и два дополнительных интеграла, “привя�
зывающих” уравнения (13) и (16). 

ПОЛНЫЙ СПИСОК ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ

Полная система (13)–(16) обладает аналитиче�
ским первым интегралом вида 

(17)

поскольку выполнено свойство (8). Последнее
инвариантное соотношение позволяет опреде�
лить величину v. 

Система (14) принадлежит к классу систем,
возникающих в трехмерной динамике твердого
тела, и обладает двумя независимыми первыми
интегралами, являющимися трансцендентными
функциями своих фазовых переменных (в смысле
определений комплексного анализа) и выражаю�
щимися через конечную комбинацию элементар�
ных функций (ср. с [8]): 

(18)

(19)

Система (15) имеет первый интеграл в виде 

(20)

В свою очередь, дополнительный первый инте�
грал, позволяющий определить величину 2, имеет
вид 

(21)

О с н о в н а я  т е о р е м а. Динамическая систе�
ма (13)–(16) обладает полным списком первых инте�
гралов (17)–(21), один из которых является аналити�
ческой функцией, а остальные – трансцендентные
функции своих переменных (после их формального про�
должения в комплексную область). 

Данная работа дополняет предыдущие иссле�
дования [2, 5, 6] и открывает новый цикл работ,
поскольку ранее (см., например, [9, 10]) рассмат�
ривались лишь такие движения четырехмерного
тела, когда момент внешних сил был тождествен�
но равен нулю (M ≡ 0) или поле внешних сил было
потенциальным. 
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